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Ce mémoire parcourt les travaux de recherche de l'auteur. Ces derniers

portent sur quelques aspects de ce qu'il est convenu d'appeler les méthodes

formelles : l'analyse et la conception de programmes Prolog, le logiciel de

véri�cation de protocoles Véda, la preuve de programmes comportant des

exceptions et les systèmes temps-réel.

Le chapitre 1 contient une rapide introduction au domaine (pour plus de

détails on pourra se reporter à [99]) ainsi que quelques conclusions person-

nelles.

L'utilisation de Prolog dans le cadre de Véda a été relatée dans ma

thèse de doctorat [90]. Les résultats présentés étaient alors justi�és semi-

formellement. En fait la théorie des types et plus particulièrement le calcul

des constructions inductives (CCI) [112] aurait permis de formaliser directe-

ment la plupart des raisonnements e�ectués. Le chapitre 2 reprend les prin-

cipes utilisés à la lumière de CCI et revient sur l'interprétation de certains

programmes à l'aide de la logique linéaire, une idée qui restera à développer.

Les preuves de programmes comportant des exceptions font l'objet du

chapitre 3. Le seul ajout par rapport aux publications existantes est l'exemple

du codage de Hu�man.

Le chapitre 4 porte sur une étude de cas : un petit algorithme réactif

(le contrôle de conformité ABR), qui a été traité par di�érentes approches.

C'est aussi l'un des éléments fondateurs du projet RNRTCalife que j'anime

actuellement. Ce sera l'occasion de discuter quelques uns des modèles utilisés

pour décrire des systèmes temps-réel.





Chapitre 1

La véri�cation des systèmes

logiciels

Quiconque a programmé se rend vite compte de l'immensité des situa-

tions potentiellement parcourues par la (ou les) machine(s) supportant l'exé-

cution d'un logiciel tant soit peu réaliste. S'assurer qu'un programme se com-

porte comme prévu dans tous les cas est une tâche ardue, encore trop souvent

hors de portée des moyens techniques à notre disposition ou incompatible

avec les contraintes économiques ou sociales (formation des informaticiens,

délais de livraison, etc.).

Pour prendre la mesure de la di�culté, il faut d'abord se souvenir que les

systèmes considérés, essentiellement discrets, n'ont pas la stabilité des sys-

tèmes analogiques traités par les mathématiques traditionnelles : la moindre

variation dans le code peut donner lieu à un changement disproportionné

du résultat. Pour ne citer qu'un exemple célèbre, la substitution du point

à la virgule de l'instruction Fortran DO 10 I = 1,5 transforme une boucle en

a�ectation, et c'est ainsi que l'une des premières sondes spatiales aurait été

perdue. De tels risques sont sans doute atténués par les redondances intro-

duites à dessein dans les langages modernes � au niveau de la syntaxe et par

le biais du typage � ainsi que par les analyses statiques comme la détection

de code mort. La di�culté essentielle reste : chaque pas d'exécution est un

bouleversement en puissance. Le comportement d'un programme se résume

à une succession de choix dont l'issue est en général imprévisible. En vue

d'une analyse complète il faut appréhender toutes les possibilités, faire face

à l'explosion combinatoire des cas à considérer.

Des outils adaptés, conceptuels et pratiques, sont donc nécessaires. Nous

nous intéresserons ici à ceux qui ne font aucune concession à la rigueur, s'ap-

puyant sur des formulations ayant un sens précis et utilisant le raisonnement

mathématique : on les appelle les méthodes formelles. En voici un aperçu.
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1.1 La démarche de véri�cation

On a tout d'abord besoin d'un modèle du système sur lequel on souhaite

travailler : il peut s'agir d'un dispositif matériel ou d'un composant logiciel et

de leur environnement. Schématiquement, il est nécessaire de décrire l'espace

d'états dans lequel évolue le système ainsi que la dynamique de ce dernier �

les changements d'états et leurs causes. On étudie ensuite les propriétés de

ce modèle. Certaines sont génériques, par exemple l'impossibilité d'atteindre

un état puits (dont on ne ressort pas) à partir de la con�guration initiale.

Mais les propriétés les plus signi�catives dépendent généralement du pro-

blème considéré et doivent être formulées explicitement. Il faut alors être en

mesure de véri�er, automatiquement ou non, que les propriétés attendues

sont satisfaites sur le modèle. Si ce n'est pas le cas, il se peut que le système

considéré soit e�ectivement incorrect, mais aussi que le modèle ne re�ète pas

bien la réalité, que les propriétés soient mal formulées ou que la véri�cation

soit défectueuse. Les trois dernières possibilités restent d'ailleurs à envisager

dans tous les cas.

1.2 Fidélité du modèle

Établir des modèles est une activité traditionnelle dans les sciences telles

que la physique ou la chimie. Un modèle fournit une grille d'analyse d'un

pan de la réalité, sa �délité est jugée en examinant les conséquences qui en

découlent et en les mettant à l'épreuve de l'expérience.

La situation se présente di�éremment en informatique : il s'agit générale-

ment, non de modéliser la réalité, mais de la modeler. Ainsi une spéci�cation

en Estelle (de nos jours, en LDS [66]) sert de texte de référence à la construc-

tion d'un dispositif ou d'une couche de protocole. Même si ceci n'est pas

toujours conforme à la pratique � les spéci�cations sont informelles pour

la plupart � les langages de spéci�cation formelle sont conçus en ce sens.

Au delà du monde des télécommunications, on observe que B [2] est utilisé

exactement de cette manière.

On retrouve cependant la démarche de la physique dès que l'on s'in-

téresse à l'environnement du dispositif modélisé. Le modèle complet prend

en compte, explicitement ou non, des hypothèses indiquant comment l'envi-

ronnement interagit avec le système. Dans le cas d'un programme séquentiel

représenté par une fonction, l'interaction se manifeste simplement sous forme

d'une précondition. Un programme réactif donne lieu à des hypothèses sur

les temps de réaction respectifs du système et de l'environnement. Ainsi, a�n

de simpli�er la conception et le raisonnement, on suppose dans les langages

synchrones comme Estérel [16], que le système réagit instantanément, c'est-

à-dire plus vite que son environnement. Cette hypothèse a été reprise dans le
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cadre de la véri�cation de l'algorithme de conformité de l'ABR1. Elle revient,

plus précisément, à admettre que :

� la mise à jour de ACR, lors d'un événement programmé par l'échéan-

cier, est plus rapide que le traitement d'une cellule en provenance de

l'utilisateur ;

� la prise en compte d'une cellule RM en provenance du réseau (la partie

compliquée de l'algorithme) est e�ectuée avant l'arrivée de la cellule

RM suivante et a une durée inférieure à �3.

Pour prendre un autre exemple, les modèles établis dans le cadre de la tolé-

rance aux fautes font des hypothèses sur le rythme d'arrivée des fautes et la

nature de ces dernières [126].

Pour comprendre la portée exacte d'un modèle, il est donc important de

mettre en évidence aussi explicitement que possible les hypothèses considé-

rées. Leur exactitude peut être contrôlée par des tests.

1.2.1 In�uence de l'usage

Un modèle peut avoir divers usages : la véri�cation de propriétés fonc-

tionnelles (celles auxquelles je me suis surtout intéressé), mais aussi la com-

munication au sein d'un projet, l'analyse de propriétés quantitatives, sto-

chastiques, l'établissement de jeux de test, le support à l'animation en phase

de mise au point et bien d'autres. Du fait de cette variété d'usages, un mo-

dèle peut revêtir plusieurs formes di�érentes. Cela soulève un problème de

cohérence entre ces dernières. Pour traiter cette question, une idée naturelle

consiste à passer par un formalisme pivot : dans le cadre du projet européen

RACE SPECS [38] il s'agissait d'une algèbre de processus nommée CRL 2 ;

plus récemment, le projet Altarica [117] a repris une démarche analogue

autour des systèmes de transitions étiquetées.

1.2.2 In�uence des outils

Les outils disponibles, conceptuels ou logiciels, ont une in�uence détermi-

nante sur l'élaboration d'un modèle. Ainsi, pour l'analyse de performances,

un modèle à base de �les d'attentes s'impose, parce qu'il est possible de

conduire des calculs appropriés dans ce formalisme et que des algorithmes

e�caces de simulation existent. En véri�cation, on retrouve ce phénomène

avec de nombreuses techniques automatiques. La démarche utilisée consiste

essentiellement à réduire le problème posé à un problème connu, tel que : la

résolution d'équations booléennes, le calcul d'un point �xe dans un domaine

�ni, la décision de formules habitant un fragment de l'arithmétique. Il n'est

pas nécessaire de présenter le modèle directement sous l'une de ces formes :

1Available Bit Rate : une capacité normalisée pour l'ATM.
2Common Representation Language ; par la suite ce formalisme a été réduit et a pris

le nom de �CRL [58].
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le succès du model checking repose en grande partie sur la traduction de sys-

tèmes d'automates en conjonctions de formules booléennes représentées de

manière compacte, comme les BDD. Malgré tout, le modèle subit des biais

a�n de respecter les contraintes dictées par la théorie (décidabilité) ou la

pratique (consommation mémoire). Par exemple on approximera le modèle

de façon à borner à l'avance le nombre d'états qu'il peut atteindre.

Par ailleurs, la frontière entre le décidable et l'indécidable est parfois très

étroite, voir par exemple les résultats exposés dans [22]. La tâche de modé-

lisation et d'interprétation demande alors un soin particulier. Il faut choisir

les abstractions, voire les approximations appropriées : celles qui satisfont

les outils utilisés et conduisent à des résultats pertinents.

1.2.3 Modèles mathématiques

Les approches qui s'appuient d'abord sur un langage expressif (et non

sur un algorithme d'analyse) sou�rent moins de ces inconvénients. Comme

en mathématiques, on dé�nit progressivement les notions utiles au modèle

à partir de concepts élémentaires. On peut au besoin démontrer au passage

des lemmes a�n de contrôler que les notions dé�nies sont conformes à l'in-

tuition [43]. C'est ainsi, par exemple, que nous avons procédé pour l'étude

de l'algorithme de conformité de l'ABR.

Reste à choisir un cadre mathématique convenable : pour appréhender la

complexité des situations réelles, il faut pouvoir construire des ensembles et

des fonctions arbitrairement complexes. La théorie des ensembles [61, 46] a

toute la �exibilité désirable. La théorie des types permet un meilleur contrôle

des énoncés sans � sous sa forme moderne [41, 51, 80, 135] � sacri�er la

puissance d'expression.

Une telle approche peut également venir en complément d'une approche

automatisée a�n de justi�er formellement les simpli�cations e�ectuées sur

un modèle ou de préciser leur portée exacte. Ceci est exploré avec des en-

vironnements comme HOL [54, 55], Isabelle [113, 115], Coq [134, 64] et est

appliqué aux systèmes temporisés dans le projet RNRT Calife (voir 4.6.2.

On notera que l'utilisation de la théorie des ensembles dans des méthodes

formelles comme TLA [73, 1], Z [118, 131, 138] ou B [2] est assez di�érente :

elle est au service d'une démarche délimitée. En B par exemple, elle sert à

dé�nir le cadre de travail (la spéci�cation, les substitutions généralisées et le

ra�nement).

1.2.4 Modèles proches du programme

Pour terminer, mentionnons qu'un modèle sur lequel il est parfois pos-

sible de travailler est le programme lui-même. Aller à ce niveau de détail

peut être contre-productif en particulier lorsqu'on veut simplement valider

le principe d'un algorithme, mais c'est pertinent pour du code critique. Les
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techniques d'extraction de programme peuvent être placées dans cette pers-

pective : l'utilisateur construit incrémentalement le programme désiré. Nous

y reviendrons au chapitre 3.

1.3 Formulation des propriétés

1.3.1 Formulation opérationnelle et formulation axiomatique

On peut distinguer deux façons de décrire les propriétés attendues d'un

système. L'une est d'e�ectuer une comparaison avec un système de référence

décrit dans le même langage. Dans cette catégorie on peut ranger l'utilisa-

tion de la bisimulation [84, 85], la technique des observateurs introduite par

Roland Groz dans Véda [68, 70] dès 1985 et le produit synchronisé avec un

automate [8, 9]. L'autre est d'utiliser un langage logique : logique des pré-

dicats, calcul des constructions [41], logique temporelle [36, 73, 116, 120],

�-calcul [10, 23], etc. Bien entendu, il ne s'agit que d'une di�érence de pré-

sentation, puisque même dans la première catégorie, on vise une propriété

logique exprimant � le système A se comporte comme le système B �. Il peut

y avoir deux raisons pour préférer une telle formulation :

� une technique de véri�cation adaptée est disponible ;

� cette formulation est la plus claire.

Notons que le �-calcul (une logique temporelle) a été utilisé avec succès

chez Ericsson pour la véri�cation d'un composant de SGBD distribué écrit

en Erlang [11]. Les formules utilisées sont non triviales (elles comprennent

des alternances de points �xes), mais on peut les lire comme un programme

fonctionnel de référence.

1.3.2 In�uence des outils

Les techniques de véri�cation disponibles ont une in�uence non seulement

sur le modèle, ainsi que nous l'avons vu au 1.2), mais aussi sur l'expression

des propriétés. Prenons le cas de la véri�cation de l'algorithme de conformité

de l'ABR par des techniques de model checking. Schématiquement, il s'agit

de véri�er qu'une valeur observable délivrée par un dispositif est toujours au

moins aussi grande que le maximum de certaines quantités reçues par ce dis-

positif au cours d'un intervalle de temps lui-même variable (voir chapitre 4).

Lors d'une première tentative, l'équipe du LaBRI a cherché à reproduire la

propriété désirée au moyen d'un automate e�ectuant continuellement les cal-

culs de maximum et codé aussi naïvement que possible, de façon à écarter les

doutes quant à la �délité de la transcription. Cette approche s'est malheu-

reusement heurtée à une explosion du nombre d'états. La tentative suivante

a été couronnée de succès [25], au prix d'un abaissement des ambitions quant

au codage de la propriété : l'automate simule une version optimisée du calcul

de maximum, d'ailleurs issue de la preuve initiale.
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1.3.3 Démarche générale

Ceci illustre un fait qui semble général : énoncer la propriété à véri�er

exige d'autant plus de doigté que le formalisme choisi est limité en capacité

d'expression. Or cela tend à se produire plus souvent avec l'automatisa-

tion de la véri�cation. Pour béné�cier des outils de véri�cation automatique,

on n'échappe pas à une ré�exion serrée sur la formulation de la propriété

désirée. Si la propriété attendue ne se présente pas directement en termes

simples, il faut introduire les dé�nitions nécessaires à l'élaboration du niveau

d'abstraction convenable, relier une propriété exprimée aussi clairement que

possible et sa forme acceptable en entrée d'un outil automatique. Il s'agit

d'une démarche mathématique, d'où l'intérêt, là encore, d'un environnement

supportant la formalisation de mathématiques générales pour apporter des

garanties complémentaires.

1.4 Fiabilité de la véri�cation

1.4.1 Problèmes rencontrés

Véri�er qu'un système satisfait une propriété, fondamentalement, c'est

démontrer un théorème. On sait, en théorie, mener à bien ce travail dans

le cas des programmes séquentiels depuis les années 1960 [48, 63]. Cepen-

dant, la distance est grande entre un raisonnement semi-formel esquissé en

première approximation et une démonstration complète. La quantité d'infé-

rences à manipuler devient rapidement décourageante ; les détails s'avèrent

fastidieux, de sorte qu'une erreur se glisse facilement à la longue. Pour des

véri�cations plus ambitieuses (programmes volumineux, concurrents, objets,

temps-réel, etc.) le problème se pose avec encore plus d'acuité, les opportu-

nités pour tomber dans un piège subtil se présentent souvent ! Un exemple a

été mentionné par John Rushby à FM'99 : il s'agissait d'une preuve d'algo-

rithme publiée par un chercheur de grande renommée (L. Lamport) dans un

journal tout aussi renommé (IEEE), reposant sur cinq lemmes et un théo-

rème principal ; la démonstration de ce dernier et celle de quatre des lemmes

étaient légèrement erronées � mais pouvaient être réparées.

On a retrouvé ce phénomène au niveau de l'expérience de l'algorithme

de conformité de l'ABR : ma première preuve réutilisait indûment, vers la

�n, un raisonnement e�ectué plus haut � même si là encore, le résultat �nal

était correct.

Même si le cheminement principal s'avère souvent correct, une démons-

tration rédigée sur le papier laisse subsister un doute. Il serait aventureux de

s'y �er totalement, surtout dans un contexte industriel et pour des compo-

sants d'importance critique. Cela ne doit pas être compris comme un procès

intenté aux capacités de telle ou telle personne : des mathématiciens de génie

ont aussi commis des bévues.
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Il faut en outre prendre en compte l'évolution des logiciels. À chaque

modi�cation il faut s'assurer que les raisonnements e�ectués sur la version

précédente sont toujours valides, ou les adapter si besoin. Une tâche bien

fastidieuse...

1.4.2 Nécessité d'un support automatisé

Il est donc nécessaire que les tâches de véri�cation soient supportées par

des outils d'automatiques, eux-mêmes �ables. Ceci ne peut se faire entiè-

rement automatiquement dans le cas général du fait de limitations bien

connues, soit strictes (indécidabilité), soit pratiques (complexité). Idéale-

ment, on aimerait borner l'intervention de l'utilisateur à la partie créative

du travail et que les détails soient calculés par la machine. Avec les assis-

tants de preuve, la � partie créative � réside dans les lignes essentielles du

raisonnement suivi. Dans les approches fondées sur des outils automatiques,

elle consiste à établir un modèle et à formuler la propriété désirée de telle

sorte que le problème se trouve dans une classe décidable ou semi-décidable.

La véri�cation se déroule alors en deux phases : un travail de préparation

qui n'est pas couvert par l'outil automatique, puis l'invocation de l'outil sans

aucune interaction de l'utilisateur ou presque, suivant les outils3. En ce qui

concerne l'automatisation, il reste plus de chemin à parcourir pour les assis-

tants de preuve : ils ont l'ambition de traiter la totalité de la véri�cation.

Un courant de recherche actuel, représenté notamment par PVS [108, 107],

attaque précisément ce problème.

1.4.3 Fiabilité des outils de preuve

Une autre courant a mis l'accent sur la question de la �abilité des outils

de support. L'architecture des assistants issus de la tradition de LCF [56] est

organisée autour d'un petit noyau écrit très soigneusement au crible duquel

sont passées toutes les démonstrations e�ectuées. Cela est possible lorsque

la logique utilisée se réduit elle-même à un nombre très restreint d'éléments

primitifs. Par exemple, la logique de Coq repose essentiellement sur un seul

connecteur logique (8), une forme très générale de récurrence et une notion

interne de réduction. Une telle architecture est ouverte : un programme an-

nexe spécialisé dans la recherche de démonstrations relatives à un domaine

précis pourra être mis en service à la demande de l'outil principal sans que

soit remise en cause l'intégrité logique de ce dernier puisqu'en dernière ins-

tance, le noyau contrôle la justesse des démonstrations proposées.

La �abilité de ces assistants à la preuve reposant entièrement sur celle

de leur noyau, ce dernier fait l'objet d'une grande vigilance. Mieux : lorsque

3Le model checking est entièrement automatique. D'autres procédures fondées sur la

réécriture, mises en ÷uvre dans Spike [20, 21] par exemple, peuvent demander des inter-
ventions comme l'introduction d'un lemme.
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l'on dispose d'une logique vraiment puissante, pourquoi ne pas formaliser

et véri�er mécaniquement le fonctionnement du noyau ? Cet objectif a été

atteint par B. Barras dans le cas du calcul des constructions inductives [13],

ouvrant la possibilité que le noyau d'une version ultérieure de Coq soit obtenu

par extraction.

1.4.4 Vers une synthèse

On aimerait à terme disposer du meilleur de tous ces mondes et les re-

cherches en cours semblent prometteuses. Ainsi, dans le projet RNRT Ca-

life, C. Alvarado et Q.H. Nguyen ont mis en place des procédures de com-

munication permettant à Coq de déléguer la recherche de démonstrations

d'égalités à Elan, un outil très e�cace dans ce domaine [19]. Le passage à

l'échelle se fait, sans concession à la sécurité, grâce à l'emploi d'une technique

appelée la ré�exion, qui diminue considérablement le nombre d'inférences à

contrôler (elles sont remplacées par des réductions bien moins coûteuses).

1.5 Bilan

Au delà des possibilités ou des limitations des techniques, qui évoluent

sans cesse, j'aimerais défendre l'idée que l'impact des méthodes formelles ne

se borne pas à l'histoire de ses échecs ou de ses succès. Il réside aussi, de ma-

nière plus profonde, dans le développement d'une attitude plus scienti�que

face aux problèmes posés. Cela me paraît digne d'être souligné car trop sou-

vent l'informatique n'est perçue que comme une mosaïque de technologies.

Certes, elle se pratique le plus souvent de manière expérimentale ou em-

pirique, faute de mieux. Cependant, l'informaticien � comme tout un chacun

� a tout avantage à adopter une démarche scienti�que, consistant d'abord à

élaborer des modèles et à les mettre en cause. Comme dans toute science,

l'étape de modélisation consiste à choisir un niveau d'abstraction approprié,

à e�ectuer des simpli�cations. Certaines sont salutaires � seules les facettes

pertinentes doivent être retenues. D'autres sont rendues nécessaires par les

limitations des outils conceptuels ou expérimentaux disponibles. Il convient

de bien garder à l'esprit la distance qui subsiste entre tout modèle et la réalité

qu'il représente.

La formalisation de tout cela, à un degré plus élaboré, relève des ma-

thématiques appliquées : poser des dé�nitions et démontrer des théorèmes.

Cette activité est clairement présente lorsque l'on fait appel à un assistant

de preuve. Dans un environnement supporté par des outils de véri�cation

automatique, la construction d'un modèle et la formulation des exigences

conduisent également à un travail d'abstraction et à des justi�cations, même

si elles sont informelles.

En conclusion, la vertu pédagogique des méthodes formelles me paraît

mériter la plus grande attention dans l'enseignement de notre discipline.



Chapitre 2

De la logique pour un

compilateur

Mes premiers travaux au CNET se sont e�ectués au sein d'une équipe

dont le thème d'étude était l'ingénierie des protocoles à partir de spéci�ca-

tions formelles. C'est ainsi qu'a été conçu l'outil de véri�cation par simulation

Véda 1. Les idées fondatrices de ce projet sont dues à Claude Jard et Ro-

land Groz2. Ma contribution a porté sur l'architecture et sur la réalisation

de Véda [12, 68, 69, 70]. En dehors des techniques de programmation Prolog

évoquées plus bas, j'ai formalisé et mis au propre le mécanisme de généra-

tion de code, dont les principes sont simples � parcourir des termes de gauche

à droite en produisant du texte, mais qui se complique lorsqu'on prend en

compte la compilation séparée. Le code cible est alors engendré par pièces

devant être assemblées ultérieurement ; il en résulte un procédé d'ordonnan-

cement fondé sur un calcul statique de �ux d'informations, dont la correction

est justi�ée au moyen de quelques dé�nitions et théorèmes. Ces derniers sont

ad-hoc et on n'y reviendra pas ici. Ils ont cependant constitué ma première

expérience des méthodes formelles où apparaissait l'utilité de disposer d'un

cadre assez large pour permettre le développement d'arguments mathéma-

tiques spéci�ques à la demande.

Les outils issus de ce travail se sont avérés utiles pour la maintenance

de Véda (de manière à suivre la normalisation à l'ISO du langage d'entrée,

Estelle), une tentative d'outiller l'évaluation des performances de protocoles

[139] et plus tard la réalisation, par Marc Phalippou, du premier prototype

de TVéda, un outil de génération de jeux de tests.

Véda a été industrialisé et réécrit dans des langages plus conventionnels

par Vérilog. Il n'est plus maintenu depuis plusieurs années, ayant évolué

1VÉri�cation D'Algorithmes distribués.
2En particulier la complémentarité d'une technique par simulation, couvrant partielle-

ment les comportements d'un modèle �n, et d'une technique par model checking, couvrant

exhaustivement les comportements d'un modèle grossier : cela donne deux techniques qui
augmentent la con�ance que l'on peut avoir dans un système.
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(complété par d'autres sources) vers Object-Geode, qui prend en entrée du

LDS à la place de Estelle. La version industrialisée de Véda était cependant

encore utilisée chez GemPlus à la �n des années 90 pour des protocoles liés

aux cartes à puce.

Choix de Prolog pour Veda

Le choix de Prolog pour les travaux relatés ci-dessus mérite discussion :

pourquoi ne pas employer d'emblée les techniques de compilation tradition-

nelles, qui ne présentaient aucun risque d'ine�cacité ? En dehors du désir

ludique de chercher les limites d'une technique séduisante en théorie, d'après

les travaux de Colmerauer et Warren, mais peu explorée en pratique, il se

trouve que le langage à analyser était en cours d'élaboration à l'ISO ; il était

important d'en suivre les évolutions. À cet e�et, l'expression concise et cal-

quée sur la grammaire du langage d'entrée apparaissait un atout décisif pour

Prolog.

Plus précisément, les clauses Prolog, usuellement présentées comme des

spéci�cations logiques exécutables, étaient surtout un moyen élégant d'ex-

primer des manipulations de termes, ce qui s'avèrait particulièrement utile

dans la programmation d'outils de transformation de structures syntaxiques.

Cependant, on se heurtait à des problèmes de performances dès qu'il s'agis-

sait d'analyser des textes de plusieurs centaines ou milliers de lignes écrits

dans un langage comme Estelle, dont la grammaire avait une taille de l'ordre

du double de celle de Pascal. L'enjeu était de recourir le moins possible au re-

tour arrière en exploitant l'autre mécanisme calculatoire typique de Prolog :

l'uni�cation. Ainsi ont été systématiquement utilisées les listes di�érentielles

ou des structures analogues. Elles sont souvent présentées comme un jeu de

pointeurs [35], mais le procédé utilisé pour Véda recourait à une formulation

intermédiaire plus propre issue du �-calcul.

Plus généralement, il fallait constamment garder à l'esprit la complexité

en temps ou en mémoire des programmes Prolog. Les raisonnements per-

mettant d'évaluer la complexité et de justi�er la correction des programmes

[37, 87, 89, 92, 90] étaient alors menés informellement.

Le résultat s'est avéré satisfaisant, comme en témoigne la di�usion de

Véda dans une dizaine de laboratoires français, à des �ns de recherche et

d'enseignement : la � compilation �3 d'un millier de lignes prenait environ

deux minutes sur une machine Multics, ce qui à l'époque restait acceptable.

Raisonner formellement sur des programmes Prolog

Le principal obstacle rencontré à l'époque pour formaliser les raisonne-

ments e�ectués était l'absence de notions maniables et d'outils de support

appropriés. Le programmeur Prolog n'a o�ciellement accès qu'à une vision

3Véda ne produisait pas du code machine, mais du Pascal.



2.1. Prolog 17

extensionnelle du résultat : une réponse sous forme de substitution. Dans les

faits, le processus de formation des arbres de preuve lui importe tout autant.

Traditionnellement ([72, 132] par exemple), Prolog est présenté à partir de

la procédure de résolution de Herbrand-Robinson [124, 32], où les arbres de

preuve comportent des n÷uds étiquetés par des clauses. Pour obtenir une

caractérisation plus précise il faut en outre un opérateur de point �xe [77].

Or il est bien connu que la règle de résolution correspond à une coupure

en calcul des séquents [51] et que le fragment de la logique utilisé dans Prolog

est intuitionniste : les clauses de Horn peuvent être vues comme des séquents

intuitionistes. On peut alors se placer dans le cadre de la déduction naturelle,

pour y gagner une notion de preuve plus élémentaire que celle du calcul

des séquents [119]. Cela permet d'économiser la notion de résolvante et de

raisonner directement sur la formation d'arbres de preuve qui, au demeurant,

me semblent correspondre à ceux qui sont naturellement appréhendés par le

programmeur.

Il paraît aujourd'hui très naturel d'assimiler les programmes Prolog à

des dé�nitions inductives du calcul des constructions inductives, à condition

de ne pas se laisser perturber par les notions liées au contrôle. Ainsi, nous

ignorerons le coupe-choix, considérant que son usage sain peut être représenté

par une négation.

Présentation du chapitre

Le reste de ce chapitre vise à illustrer comment formaliser, au moins en

principe, les raisonnements e�ectués dans le cadre de Véda. Au passage sera

introduit le calcul des constructions inductives (CCI), qui nous sera utile dans

les chapitres suivants. Seuls des exemples élémentaires seront considérés.

Nous commençons par des rappels sur Prolog (2.1) suivant le point de

vue ci-dessus ainsi que sur CCI (2.2). Après une parenthèse au sujet d'un

fameux slogan de R. Kowalski qui avait contribué à la popularité de Prolog

(2.3), nous abordons au 2.4 le raisonnement sur des programmes. A titre de

perspectives, la section 2.5 esquisse un lien à développer entre Prolog et la

logique linéaire, qui est un bon candidat pour expliquer les techniques de

programmation telles que les listes di�érentielles.

2.1 Prolog

Rappelons que la programmation en logique consiste à décrire un univers

au moyen de formules de la logique du premier ordre et d'en rechercher les

conséquences répondant à une requête donnée. Pour illustrer les notations

utilisées ici, voici la relation qui est vraie entre trois listes lorsque la troisième

est la concaténation des deux premières. Le vocabulaire utilisé comprend la

constante 0-aire nil, le symbole de fonction binaire � . � utilisé sous forme
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in�xe, avec un élément à gauche et une liste à droite, et le symbole de prédicat

conc dont les trois arguments sont des listes.

8l conc(nil; l; l): (2.1)

8x; l1; l2; l3 conc(l1; l2; l3)) conc(x:l1; l2; x:l3): (2.2)

Quelques requêtes possibles sont :

conc(1:2:3:nil; 4:5:nil; 1:2:3:4:5nil) (2.3)

9 l conc(1:2:3:nil; 4:5:nil; l) (2.4)

9u; v conc(1:2:3:nil; u; v) (2.5)

Remarquons que l'ensemble des réponses à (2.5) est décrit sous forme d'un

seul couple hu; 1:2:3:ui, où u est quanti�é universellement. Cela peut s'in-

terpréter en disant que le mécanisme interne de Prolog contient alors une

fonction qui attend une liste close pour rendre une réponse complètement

close.

Un autre programme typique qui nous servira d'illustration est la re-

cherche d'un chemin dans un graphe, c'est-à-dire le calcul de la clôture tran-

sitive clotrans d'une relation arc.

8x arc(x; y)) clotrans(x; y): (2.6)

8x; y; z clotrans(x; y) ^ clotrans(y; z)) clotrans(x; z): (2.7)

2.1.1 La résolution : calcul = recherche de démonstrations

La procédure de résolution de Herbrand et Robinson est un mécanisme

opératoire capable de calculer toutes ces réponses � et bien d'autres � de

manière uniforme. Il faut que la formule constituant le programme soit préa-

lablement mise sous forme d'une conjonction de clauses, qui sont des dis-

jonctions de littéraux quanti�ées universellement. Dans le cas de Prolog, on

se restreint à celles qui ne comportent qu'un seul littéral positif (dites de

Horn), que l'on peut donc présenter sous la forme

8x : : : A1 ^ : : : ^An)B:

Les deux ingrédients principaux de la procédure de résolution sont :

� la reprise sur échec, ou retour arrière (backtracking) qui permet d'énu-

mérer les solutions ;

� l'algorithme d'uni�cation qui calcule la plus petite substitution égali-

sant deux termes.

D'un point de vue logique, le calcul construit un arbre de preuve dont la

racine est la formule donnée en but4. Pour �xer les idées, voici deux exemples

4La procédure de résolution est traditionnellement présentée selon le point de vue
sémantique, comme la recherche d'un modèle (syntaxique) falsi�ant la conjonction des

clauses du programme et de la négation du but. Girard et Miller ont observé que le point
de vue de la théorie de la démonstration est tout aussi pertinent.
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d'arbres de preuve. Le premier correspond à (2.3) et (2.4). Il ne comporte

qu'une branche.
conc(nil; 4:5:nil; 4:5:nil)

conc(3:nil; 4:5:nil; 3:4:5:nil)

conc(2:3:nil; 4:5:nil; 2:3:4:5:nil)

conc(1:2:3:nil; 4:5:nil; 1:2:3:4:5:nil)

Pour notre second exemple, nous nous donnons une relation arc comportant

les clauses arc(1; 2), arc(2; 3) et arc(3; 5).

arc(1; 2)

clotrans(1; 2)

arc(2; 3)

clotrans(2; 3)

clotrans(1; 3)

arc(3; 5)

clotrans(3; 5)

clotrans(1; 5)

La construction s'e�ectue progressivement, à partir de la racine, par essai des

di�érentes clauses pouvant démontrer une feuille qui n'est pas un axiome du

programme, s'il en existe une (un axiome est une clause constituée d'un

unique littéral positif, comme arc dans notre dernier exemple). En Prolog, le

choix de la feuille se fait en profondeur d'abord, de gauche à droite.

2.1.2 La résolution pour des formules du premier ordre

Dans le cas général, il faut considérer des arbres ayant des formules mu-

nies de variables. Celles-ci sont quanti�ées globalement sur l'arbre complet.

La confrontation d'une feuille F à une clause C conduit à tenter de calculer

une substitution des variables de l'arbre courant et de la clause C de sorte

que F et le littéral positif P de C soient identiques. Cette procédure, appelée

l'uni�cation fournit en fait la substitution la plus générale possible en par-

courant simultanément F et P . Par exemple si F est conc(1:2:3:nil; u; v) on

choisira la clause (2.2) et la substitution x := 1; l1 := 2:3:nil; l2 := u; v := 1:l3.

De proche en proche on construit l'arbre de preuve suivant correspondant à

la requête (2.5).
conc(nil; u; u)

conc(3:nil; u; 3:u)

conc(2:3:nil; u; 2:3:u)

conc(1:2:3:nil; u; 1:2:3:u)

Le programmeur Prolog est parfaitement conscient de ces mécanismes,

qui fondent l'interprétation procédurale d'un ensemble de clauses :

� ces dernières deviennent des procédures récursives avec retour arrière ;

� le passage de paramètres s'e�ectue par uni�cation.

2.2 Le calcul des Constructions Inductives

Il est souvent nécessaire de mener des raisonnements sur des programmes

Prolog, y compris sur leur exécution. Nous avions souvent procédé ainsi pour
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Véda, de manière informelle ou semi-formelle. La notion principale est bien

sûr celle d'arbre de preuve. Celle qui nous convient se formalise bien dans

la théorie de types de Martin-Löf [80], ou dans la partie types inductifs du

Calcul des Constructions Inductives (CCI) [40, 112]. C'est également dans

le cadre de CCI que nous nous placerons au chapitre 3 à propos de la preuve

de programmes fonctionnels.

Le calcul des constructions inductives est à la fois une logique, dé�nie par

des règles d'inférence, et un langage de programmation purement fonctionnel

typé statiquement. Il est mis en ÷uvre dans l'outil Coq [134] ainsi que dans

Lego [78]. Il comporte un �-calcul typé, le calcul des constructions [39, 41],

et des objets arborescents dé�nis inductivement � chaque type d'arbre est

décrit exhaustivement par ses constructeurs.

2.2.1 Types de données simples

Ici encore nous introduisons les notations sur quelques exemples. Le type

des entiers naturels est dé�ni au moyen de deux constructeurs O et S, tandis

que celui des listes d'entiers possède deux constructeurs nil et cons.

Inductive nat : Set :=

j O : nat

j S : nat ! nat.

Inductive listnat : Set :=

j nil : listnat

j cons : nat ! listnat ! listnat.

La notation x : T indique que x est de type T . Ainsi O est de type nat qui

est lui même de type Set. Les x tels que x : T sont appelés les habitants de

T . L'application d'une fonction (ou d'un constructeur) est notée (f x). Elle

associe à gauche : (f x y) = ((f x) y). De manière cohérente A! B! C =

A! (B!C) est le type d'une fonction f qui, appliquée à x de type A, rend

une fonction de B vers C. Nous continuerons parfois à employer la notation

usuelle f(x), f(x; y)... lorsque tous les arguments d'une fonction sont connus.

ainsi que x:u à la place de (cons x u). Les constantes entières seront notées

1,2,... au lieu de (S O), (S (S O))...

Le type des listes peut être paramétré par le type A des éléments :

Inductive list [A :Set] : Set :=

j nil : (list A)

j cons : A ! (list A) ! (list A).

Ainsi, on retrouve le type des listes d'entiers en écrivant (list nat), mais on

dispose aussi du type des listes de listes d'entiers (list (list nat)), etc.
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2.2.2 Fonctions et procédure de réduction

CCI contient un �-calcul, on peut par exemple dé�nir le double succes-

seur

ds d�ef
== �n (S (S n)): (2.8)

On peut aussi dé�nir des fonctions par cas sur un argument, par exemple

l'addition et la concaténation :

plus d�ef
== �nm casenof O!m j (S p)! (S (plus p m)): (2.9)

app d�ef
== �uv case uof nil! v j x:l! x:(app l v): (2.10)

En l'occurrence ce sont des dé�nitions de plus petits points �xes. Elles sont

acceptées car elles comportent un argument privilégié qui diminue structu-

rellement dans tout appel récursif.

Parmi les termes de type nat on aura donc, en plus de O, (SO), (S(SO))...

des expressions comme (ds O). C'est alors qu'intervient la procédure de réduc-

tion ou procédure d'évaluation, qui itère l'expansion des constantes dé�nies,

les choix pour case et les �-réductions. Elle ne peut aboutir qu'à des en-

tiers formés à partir de S et de O. Cela justi�e d'ailleurs que pour dé�nir une

fonction prenant en argument un x de type nat (ou plus généralement T ),

il su�se de considérer les cas où x est formé à partir des constructeurs de

nat (respectivement de T ). Une expression qui ne peut être réduite est dite

normale. C'est en particulier le cas si elle est formée seulement au moyen de

constructeurs.

2.2.3 Arbres de preuve et types dépendants

Les arbres de preuve de Prolog peuvent être représentés par des termes

normaux de CCI. Cela se voit immédiatement sur des clauses proposition-

nelles :

B) A:

C(1) ^ D ^ C(2)) A:

Le type des arbres de preuve pour A se dé�nit inductivement en prenant un

constructeur par clause5 :

Inductive A : prop :=

j clause1A : B ! A

j clause2A : (C 1) ! D ! (C 2) ! A

5On distingue usuellement Prop, le type des propositions et Set, le type des types
de données comme nat. Ceci est lié au mécanisme d'extraction que nous aborderons au

chapitre suivant. Ici nous prenons prop d�ef
==

Set au lieu de prop d�ef
==

Prop car nous voulons
e�ectuer des calculs sur les arbres de preuve.
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Dans le cas général, les clauses comportent des variables. Prenons l'exemple

de la concaténation. En première approximation, nous pouvons dire que pour

chaque liste v, nous avons un constructeur Cnilv qui fabrique l'arbre de preuve

conc(nil; v; v). De même, pour chaque quadruplet (x; u; v; w), nous avons une

règle de construction
conc(u; v; w)

conc(x:u; v; x:w)

identi�ée par un constructeur Cconsx;u;v;w. Plus formellement, la notation

indicée représente une application et les constructeurs Cnil et Ccons sont en

fait des noms donnés aux clauses (2.1) et (2.2).

Inductive conc : list ! list ! list ! prop :=

j Cnil : 8 v : (listA) (conc nil v v)

j Ccons : 8x :A 8uvw : (listA)

(conc u v w) ! (conc (cons x u) v (cons x w)).

On peut dès lors raisonner et calculer formellement sur les arbres ainsi formés

de la même manière que sur des structures de données arborescentes : évaluer

leur hauteur, etc.

On voit au passage que l'implication A) B se traduit par le type d'un

constructeur (plus généralement : d'une fonction) qui prend un arbre de

preuve habitant A et rend un arbre de preuve habitant B. De même, une

preuve de 8x :A B(x) est une fonction qui calcule à partir de tout habitant

x de A un arbre de preuve de B(x). Les propositions apparaissent comme

des types dont les habitants sont des arbres de preuve : c'est l'isomorphisme

de Curry-Howard. Un type comme B(x), qui dépend de la valeur de x, est

appelé type dépendant.

2.2.4 CCI comme logique

Il est facile de dé�nir la conjonction et la disjonction au moyen d'un type

inductif paramétré :

Inductive and [A,B :Prop] : Prop :=

j and intro : A ! B ! (and A B).

Inductive or [A,B :Prop] : Prop :=

j or intro left : A ! (or A B)

j or intro right : B ! (or A B).

Le seul connecteur logique primitif de CCI est !, (identi�é à )) ou plus

exactement 8, qui est la version dépendante de !. En e�et, (8x :A)B(x)

s'écrit A!B si B ne dépend pas de x. Ce connecteur est régi par les règles

d'introduction et d'élimination usuelles.

�; x :A ` e : B(x)

� ` (�x :A) e : (8x :A)B(x)

� ` f : (8x :A)B(x) � ` t : A

� ` f t : B(t)
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On a également une règle disant que si t est une preuve de A et que A s'évalue

en A0, alors t est aussi une preuve de A0. Dans le détail, il faut préciser les

règles de formation des contextes et des types : le lecteur est renvoyé à [134].

Par rapport à Prolog, on notera que CCI est une logique d'ordre supé-

rieur : on peut quanti�er sur des fonctions, des prédicats et des types. Cette

richesse est importante pour la spéci�cation et la capacité à formaliser le rai-

sonnement mathématique. Par ailleurs CCI est typé. Ce n'est pas le cas de

Prolog, mais la plupart des programmes Prolog que l'on rencontre en pratique

sont typables, comme ceux que nous considérons ici.

2.2.5 Quelques propriétés de CCI

Le calcul des constructions inductives a plusieurs propriétés utiles : le

type d'une expression reste inchangé après réduction (subject reduction),

étant donné une expression e et un type T , on peut déterminer mécanique-

ment si e a pour type T (le système de type est décidable) ; l'évaluation d'une

expression se termine toujours (normalisation forte [137]). Les deux dernières

propriétés sont liées : il peut être nécessaire de réduire T pour savoir si e est

de type T . Pour assurer la normalisation forte, les fonctions dé�nies récursi-

vement doivent respecter une contrainte appropriée que nous avons indiquée.

Cependant le �-calcul lui-même est une source potentielle de calculs sans �n,

c'est alors le typage qui garantit la terminaison des calculs. La normalisation

forte garantit en particulier que tout objet clos dont le type est inductif se

réduit e�ectivement en un arbre formé au moyen des seuls constructeurs de

ce type. Ainsi, pour la cohérence logique de CCI, il su�t d'observer qu'il n'y

a aucune preuve normale de l'absurde (type inductif ayant zéro constructeur)

pour en déduire qu'il n'y a aucune preuve de l'absurde.

L'aspect calculatoire de CCI se traduit par le fait qu'il s'agit d'une logique

constructive, dans la tradition intuitionniste. Ainsi, en réduisant une preuve

de A_:A, on peut extraire soit une preuve de A soit une preuve de :A. Un

habitant de (8x :T )B(x) _ :B(x) est donc une procédure de décision pour

la propriété B. En particulier, a�rmer le principe du tiers exclu aurait pour

conséquence que toutes les propriétés des entiers sont décidables (du moins

celles qui sont exprimables dans CCI, ce qui est bien trop).

2.3 La logique comme langage de programmation

La section 2.1 nous a présenté, pour résumer, une procédure de recherche

automatique de démonstrations comme un calculateur universel dans lequel

les programmes sont des formules logiques. Voilà qui paraissait prometteur

en matière de méthodes formelles : si le programme, c'est la propriété, sa

correction n'est plus à prouver !
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2.3.1 Le slogan de Kowalski

Cette approche a des limitations :

� sur le principe, même s'il est garanti que toute solution respecte la rela-

tion exprimée par la requête, on peut s'intéresser à d'autres propriétés

du résultat ;

� seule la correction partielle est traitée, rien n'est dit sur la terminaison ;

� sur le plan de l'expression logique :

� toutes les formules logiques ne sont pas acceptables comme pro-

grammes, loin s'en faut ;

� toute formule logique qui est une conséquence d'un programme lo-

gique donné n'est pas acceptable comme requête. Par exemple on ne

peut demander si nil est élément neutre à droite de la concaténation

dé�nie par (2.1) et (2.2), ou si cette opération est associative.

Certaines restrictions sont de nature logique. Ainsi l'emploi des connecteurs

est limité du fait de la forme clausale employée. Bien que toute formule puisse

être mise sous cette forme, cette transformation peut altérer considérable-

ment la lisibilité d'un programme en tant que spéci�cation logique.

Les limitations liées au contrôle sont peut-être encore plus importantes

du point de vue de programmeur. Ce dernier souhaite prévoir la terminai-

son et la complexité en temps et en espace de ses programmes. En l'oc-

currence, il s'agit d'appréhender l'exploration d'un espace de preuves. Cela

n'est généralement pas trivial et a une in�uence directe sur le style de pro-

grammation. Remarquons d'ailleurs que la restriction aux clauses de Horn,

qui n'est pas neutre sur le plan logique, trouve sa justi�cation dans un pro-

blème de contrôle : la procédure originelle de Herbrand-Robinson traite des

clauses générales, mais d'une part elle est beaucoup moins e�cace que la

SLD-résolution esquissée plus haut, d'autre part le sens opérationnel des

programmes y est obscur.

Sur notre exemple, le programme clotrans, bien qu'exprimant clairement

la notion de clôture transitive, a une fâcheuse tendance à explorer des che-

mins de longueur arbitrairement grande n'ayant aucune chance d'aboutir.

Ceci vient de la stratégie SLD, en profondeur d'abord et de gauche à droite.

Même si la recherche ne s'enlise pas dans une boucle in�nie, il arrive fré-

quement que de nombreuses tentatives infructueuses soient e�ectuées avant

qu'une bonne voie soit explorée. Pour remédier à ce problème, on peut songer

à exprimer séparément le contrôle, c'est-à-dire le choix du littéral à résoudre

ou de la clause à utiliser. C'est le slogan de R. Kowalski, emblèmatique des

espoirs mis initialement dans la programmation en logique [72] :

algorithme = logique + contrôle.

Mais l'expression même d'un contrôle séparé devient rapidement délicate.

Prolog a conservé une certaine simplicité en ne mettant en ÷uvre qu'un

mécanisme de contrôle rudimentaire intégré dans les clauses, le coupe-choix.
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2.3.2 Des propriétés opérationelles dans la logique

En fait il est souvent possible d'améliorer le comportement à l'exécution

d'un programe logique en trouvant une formulation logiquement équivalente.

Et ce n'est pas seulement une question de réordonner les clauses ou leurs

littéraux. (Le � contrôle �, au sens ci-dessus, revient souvent à e�ectuer un

tel réordonnancement opportunément.) Il est préférable d'écrire la clôture

transitive :

8x arc(x; y)) chemin(x; y): (2.11)

8x; y; z arc(x; y) ^ chemin(y; z)) chemin(x; z): (2.12)

Les combinaisons de concaténations sont également intéressantes à cet égard.

Pour calculer la concaténation de trois listes, on s'aperçoit vite qu'en termes

de temps de calcul (ou de taille d'arbre de preuve) il faut e�ectuer l'associa-

tion à droite :

8u; v; w; l; r conc(v; w; l) ^ conc(u; l; r)) conc3d(u; v; w; r): (2.13)

plutôt qu'à gauche :

8u; v; w; l; r conc(u; v; l) ^ conc(l; w; r)) conc3g(u; v; w; r): (2.14)

Le point intéressant est qu'on peut sans inconvénient changer l'ordre des

appels dans (2.13) :

8u; v; w; l; r conc(u; l; r) ^ conc(v; w; l)) conc3d(u; v; w; r): (2.15)

Par exemple, au cours de l'élaboration d'un arbre de preuve pour la formule

conc3d(1:2:3:nil; 4:5:nil; 6:nil; r), la résolution du premier littéral de (2.15) cor-

respond à la requête (2.5), ce qui donne l'étape intermédiaire :

conc(nil; l; l)

conc(3:nil; l; 3:l)

conc(2:3:nil; l; 2:3:l)

conc(1:2:3:nil; l; 1:2:3:l)

?

conc(4:5:nil; 6:nil; l)

conc3d(1:2:3:nil; 4:5:nil; 6:nil; 1:2:3:l)

La résolution du sous-but restant aboutit au résultat en emboîtant l =

4:5:6:nil dans le dernier argument.

Ces astuces sont bien connues parmi les programmeurs Prolog. Indiquons

pour conclure que le slogan � algorithme = logique + contrôle � est complè-

tement ine�cace sur de tels exemples : l'expression logique a un fort impact

sur les performances alors que l'ordre des littéraux n'en a aucun.
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2.4 Raisonner sur des programmes Prolog

Le temps nécessaire pour construire un arbre de preuve dépend de sa

taille ainsi que du nombre d'utilisations infructueuses du retour arrière, qui

est un mécanisme puissant mais espiègle. Le programmeur est donc amené

à se poser des questions telles que :

� la résolution d'un but termine-t-elle pour la stratégie SLD? ou quand

termine-t-elle ?

� combien de voies inutiles seront explorées avant la bonne ?

� combien y a-t-il d'arbres de preuve pour un but donné ?

� quelle est la taille des arbres de preuve correspondant à un but ?

Il s'agit là de mesurer un programme logique. Plus constructivement, il veut

ensuite l'améliorer : comment faire en sorte que la résolution termine, com-

ment diminuer l'utilisation du retour arrière, diminuer la taille des arbres de

preuve, assurer la terminaison ? La formulation la plus naturelle, par exemple

(2.14) pour conc3 et (2.7) pour clotrans, n'est pas toujours la plus e�cace,

ce qui conduit à des problèmes de véri�cation :

� comment s'assurer de l'équivalence de deux programmes ?

2.4.1 Prolog et CCI

Se placer dans le cadre du calcul des constructions inductives pour for-

maliser des raisonnements sur les programmes Prolog semble a priori une

idée assez naturelle : dans les deux cas une spéci�cation est une proposition

et les notions d'arbre de preuve utilisées sont semblables.

Prolog et CCI di�èrent évidemment sur la richesse de la logique sous-

jacente. C'est d'ailleurs parce qu'elle est su�samment pauvre dans le cas

de Prolog, que rechercher automatiquement des démonstrations y prend un

sens calculatoire signi�catif : une proposition devient un programme de calcul

d'arbres de preuve de cette proposition, alors qu'en CCI elle reste un type et

que le calcul des arbres de preuve s'exprime explicitement, en programmation

fonctionnelle.

Considérons par exemple un programme Prolog comportant pour seule

clause P)P. La recherche d'une preuve de P boucle sans �n. Dans CCI, c'est

à l'utilisateur d'essayer de construire un habitant de P, qui est le type dé�ni

inductivement par un unique constructeur Shadok : P! P. Naturellement,

c'est impossible : P est vide. Cela se démontre dans CCI en dé�nissant une

fonction (d'ailleurs très concise) de P vers False.

Contrairement à CCI, Prolog n'o�re aucun moyen de manipulation for-

melle d'arbres de preuve : le programmeur n'a accès qu'à leurs racines � et

à d'autres objets arborescents comme S(0):S(0):nil.

Notons une particularité importante des arbres de preuve construits par

la procédure de résolution de Prolog : il sont toujours normaux.

Cependant, si l'on veut raisonner sur le processus de recherche, il faut
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aussi considérer des arbres incomplets, notion qui n'a pas de sens en CCI

proprement dit (même si on manipule de tels arbres en mode interactif sous

Coq). On peut coder des arbres incomplets en introduisant des constructeurs

ad-hoc ou en utilisant des �-abstractions, mais les manipulations sont bien

moins aisées. Dans la suite nous nous limiterons donc aux résultats de la

procédure de résolution.

2.4.2 Mesures de complexité

Il n'est pas simple, dans le cas général, de quanti�er le temps nécessaire

à la construction d'un arbre de preuve, en tenant compte des échecs gérés

par le retour arrière. Si on considère une clause

B(x) ^ C(y) ^D(z))A(v);

où v, x, y et z représentent des n-plets de variables non nécessairement dis-

joints, on peut avoir des situations où une substitution proposée par B pour

x sera mise en échec par D, mais le retour arrière commencera par épuiser

inutilement les possibilités de C. Des travaux ont été e�ectués pour analyser

automatiquement le �ot d'information et éviter ce genre de phénomène. Me-

surer le temps de calcul dans ces conditions est du même ordre de di�culté.

Le programmeur doit de toute façon vite apprendre à faire en sorte que cela

ne se produise pas (ou presque pas).

Si on suppose que le contrôle (au sens du slogan de Kowalski) est au

mains d'un oracle qui choisit parmi les clauses possibles celles qui mènent à

un succès ; ou encore, si on suppose que le programmeur a écrit un programme

� convenablement � déterministe, il reste de toute façon un travail inévitable :

la construction de l'arbre de preuve. La taille de cet arbre est donc une mesure

de la complexité en espace du programme considéré et une mesure dans le

meilleur cas de sa complexité en temps6.

Plus exactement, nous mesurons la complexité d'un programme Prolog

par une fonction reliant la taille des arguments d'un prédicat à la taille

d'un arbre de preuve pour ce prédicat. La taille d'un arbre est naturelle-

ment la somme des tailles de ses sous-arbres, plus un. Cela se formalise sans

di�culté, notons simplement l'utilisation du �ltrage sur des types dépen-

dants (d'où les arguments anonymes de Ccons, qui représente le construc-

teur de listes noté de manière in�xe � . � auparavant). On a par exemple :

Fixpoint taille [u,v,w :list ; C :(conc u v w)] : Z :=

Cases C of

(Cnil v) ) `1`

j (Ccons cu) ) `(taille cu) + 1`

end.

6Il est clair que si par exemple la complexité d'un programme Prolog est polynomiale
en espace, elle sera au pire NP en temps, mais la portée pratique de ce constat est réduite.
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On montre alors par récurrence structurelle, non sur les listes en argu-

ment, mais sur la formation des arbres de preuve :

Lemma long taille :

(u,v,w :list) (C :(conc u v w)) `(taille C)=(long u) + 1`.

On montre tout aussi aisément que la taille d'un arbre de preuve pour (conc3g

u v w r) est (long u) * 2 + (long v) + 3 tandis que pour (conc3d u v w r) elle

est (long u) + (long v) + 3, ou encore que les programme de renversement

suivants sont respectivement de complexité quadratique et linéaire.

renvnaif(nil; nil): (2.16)

8x; u; v; r renvnaif(u; v) ^ conc(v; x:nil; r)) conc(x:u; r): (2.17)

8v renv(nil; v; v): (2.18)

8x; u; v; w renv(u; x:v; w)) renv(x:u; v; w): (2.19)

2.4.3 Preuves de propriétés de programmes

De même qu'en programmation traditionnelle, on est amené à comparer

des programme logiques, par exemple renv avec renvnaif, clotrans avec chemin

ou conc3g avec conc3d. Typiquement, étant donné deux prédicats P1(x) et

P2(x), on souhaite démontrer

8x P1(x)) P2(x) ^ P2(x)) P1(x): (2.20)

D'autres propriétés peuvent être intéressantes à démontrer, a�n d'aug-

menter la con�ance que l'on accorde au programme. Par exemple, la transi-

tivité de chemin ou encore l'associativité de conc, dont une expression simple

est :

8u; v; w; r conc3g(u; v; w; r)) conc3d(u; v; w; r) ^ (2.21)

conc3d(u; v; w; r)) conc3g(u; v; w; r) (2.22)

En fait, même si on ne s'intéresse qu'à l'équivalence de programmes il est

souvent nécessaire de s'appuyer sur des propriétés intrinsèques. Ainsi, on a

besoin de la transitivité de chemin pour montrer que chemin et clotrans sont

équivalents.

Comme dans les études de complexité, on procède par récurrence sur

la formation des arbres de preuve : par l'isomorphisme de Curry-Howard,

prouver (constructivement)

8x P1(x)) P2(x)

revient à exhiber une fonction qui transforme un arbre de preuve pour P1(x)

en un arbre de preuve pour P2(x). Cependant, ce sont là des principes de



2.4. Raisonner sur des programmes Prolog 29

récurrence relativement sophistiqués, dont la formulation exacte demande

beaucoup de soin. L'aide d'un assistant comme Lego, Coq ou Alf est indis-

pensable pour éviter les fausses man÷uvres.

Remarquons que même dans le contexte de Prolog, l'ordre supérieur inter-

vient facilement dans les raisonnements. Ainsi, la démonstration de l'équi-

valence entre chemin et clotrans ne dépend pas de la dé�nition de arc, ce

qui conduit à quanti�er universellement ce prédicat. En fait les interpré-

teurs/compilateurs de Prolog sortent du cadre au premier ordre dans lequel

ils sont théoriquement con�nés car ils o�rent généralement la possibilité de

prendre une relation en paramètre, par exemple :

8A; x A(x; y)) chemin(A; x; y): (2.23)

8A; x; y; z A(x; y) ^ chemin(A; y; z)) chemin(A; x; z): (2.24)

La procédure de résolution continue à fonctionner de la même manière, à

condition que A soit convenablement instancié au moment de l'appel. Le

lemme de complétude de chemin par rapport à clotrans s'énonce alors :

Theorem cl ch : (a :A!A!prop ; x,y :A) (clotrans a x y) ) (chemin a x y).

Sur un exemple aussi réduit, une simple récurrence sur clotrans(a; x; y)

su�t. Pour des exemples à peine plus compliqués, on a besoin de raisonner

par inversion, un principe qui indique les di�érentes possibilités e�ectives de

démontrer P1(x) où P1 est un prédicat dé�ni inductivement. Par exemple

une preuve de conc(x:u; v; r) ne peut être obtenue que par application de

Ccons sur une preuve de conc(u; v; w), en imposant r = x:w. Cela semble

� évident � et est utilisé constamment dans les argumentations informelles,

par exemple pour justi�er une propriété aussi utile que l'associativité de

conc. Là encore, une formalisation précise peut être menée à bien avec le

support d'un outil.

Une autre manière de procéder, qui convient bien lorsque l'un des ar-

guments � généralement le dernier � est une fonction des autres, consiste

précisément à expliciter cette fonction et à ramener les propriétés du prédi-

cat à celles de la fonction. Par exemple :

Lemma conc app : (u,v,w :list) (conc u v w) ! w = (app u v).

Lemma app conc : (u,v :list) (conc u v (app u v)).

L'associativité de app s'énonce et se démontre beaucoup plus facilement que

celle de la relation conc. Il faut d'ailleurs remarquer que l'utilisation de fonc-

tions calculées simpli�e souvent les raisonnements et l'expression des théo-

rèmes : en présence d'une relation fonctionnelle il est beaucoup plus agréable

de désigner son résultat par f(x) que de bavarder au sujet d'un unique y vé-

ri�ant R(x; y). Ainsi, dans l'exemple du renversement, on introduit :

rvn d�ef
== �u case uof nil! nil j x:l! app (rvn l) x:nil (2.25)

rv d�ef
== �uv case uof nil! v j x:l! rv l x:v (2.26)
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ce qui permet de formaliser le lien entre la version naïve et la version e�cace :

Theorem rvn renvnaif : (u :list) (renvnaif u (rvn u)).

Theorem renvnaif rvn : (u,v :list) (renvnaif u v) ) v = (rvn u).

Theorem rv renv : (u,v :list) (renv u v (rv u v)).

Theorem renv rv : (u,v,w :list) (renv u v w) ) w = (rv u v).

Theorem rv rvn : (u,v :list) (rv u v) = (app (rvn u) v).

Pour résumer, CCI o�re un cadre pour raisonner formellement sur des

programmes Prolog. Leur véri�cation, de même que celle des programmes

fonctionnels, béné�cie de notions claires pour les variables et les valeurs

manipulées.

2.4.4 Application : recherche de démonstrations en Coq

Les techniques ci-dessus ont servi dans le cadre de la preuve de l'algo-

rithme de conformité pour le protocole ABR. Sa formalisation dans Coq a

conduit à démontrer des inégalités dans un ensemble muni d'une addition et

d'une relation d'ordre total compatible avec celle-ci. On trouve typiquement

des buts comme � a a < d où � contient un certain nombre d'inégalités,

parmi lesquelles a � b, c < d, b + � < u et u � c + � . Les hypothèses de

transitivité et de régularité sont su�santes, mais comme la preuve de cor-

rection de l'ABR requiert quelques dizaines de véri�cations de cette nature,

il est bien utile de les automatiser.

La tactique EAuto de Coq vient à point nommé : elle e�ectue une re-

cherche d'arbres de preuve à la Prolog. On reconnaît ici le calcul de la fer-

meture transitive d'une relation : pour que la recherche soit e�cace, il faut

que la transitivité soit exprimée dans le style de chemin (2.12) et non de

clotrans (2.7). Dans notre cas, les inégalités peuvent en outre être larges ou

strictes, ce qui donne quatre formes de transitivité. Cependant on peut facto-

riser l'exploration. Il su�t, pour démontrer une inégalité large, de rechercher

une chaîne d'inégalités quelconques et, pour démontrer une inégalité stricte,

de rechercher une chaîne d'inégalités comportant une inégalité stricte. Deux

formulations de la transitivité ont donc été considérées. La première, simple

et convaincante, est exprimée dans (2.29) et dans les conséquences analogues

sur < et � que l'on peut tirer des axiomes (2.27) à (2.32) de la �gure 2.1.

La seconde est adaptée à la recherche de preuves, dans le style de chemin.

Elle est représentée par les clauses de la �gure 2.2, qui doivent être com-

prises comme des dé�nitions inductives (ainsi, 4� est la clôture transitive et

ré�exive de 4). Bien entendu on démontre d'une part l'équivalence de � et

4�, d'autre part celle de < et �+ [98].

La régularité de l'addition aurait pu être traitée de la même manière, en

complétant les clauses de chemin. Je me suis contenté d'intégrer la régularité

à la relation arc, en faisant en sorte que le cas le plus problématique soit
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(8t : DD) x � x: (2.27)

(8t1; t2 : DD) t1 � t2 ) t2 � t1 ) t1 = t2: (2.28)

(8t1; t2; t3 : DD) t1 � t2 ) t2 � t3 ) t1 � t3: (2.29)

(8t1; t2 : DD) t1 � t2 _ t2 � t1: (2.30)

(8t1; t2 : DD) t1 = t2 _ :(t1 = t2): (2.31)

< d�ef
== �x; y : DD x � y ^ :x = y (2.32)

(8t; x; y : DD) x � y ) x+ t � y + t: (2.33)

(8x; t; s : DD) t � s ) x+ t � x+ s: (2.34)

(8t; x : DD) (x+ t)� t = x: (2.35)

(8t; x : DD) x � (x� t) + t: (2.36)

(8t; x; y : DD) x � y ) x� t � y � t: (2.37)

(8t; s; x : DD) s � t ) x� t � x� s: (2.38)

(8x; y; z; t : DD) z + t � y ) x � y � t ) x+ t � y: (2.39)

Dans (2.39), z est nécessaire car on ne suppose pas que DD est muni d'un

zéro. Cet axiome peut, en présence des autres, être remplacé par :

(8t; x; z : DD) z + t � x ) x = (x� t) + t: (2.40)

Fig. 2.1 � Axiomes pour les dates et les durées.

considéré en dernier (celui où, pour démontrer que x est plus petit que y, on

cherche un c tel que x+ c est plus petit que y + c).

En pratique, cette stratégie a fonctionné. Le con�nement de l'espace de

recherche pour les preuves s'observe aux nombreuses invocations, dans les

scripts, de EAuto avec un argument plus grand que 10 ou 20 � cet argument,

qui vaut 5 par défaut, indique la profondeur maximale de la recherche. Par

ailleurs la réponse vient immédiatement ou très rapidement, en tout cas

beaucoup plus rapidement qu'en utilisant les axiomes de la �gure 2.1. Par

exemple, on gagne un facteur supérieur à vingt pour démontrer a < d à

partir de a � b, c < d, b+ t < u de u � c+ t.

Notons que la façon normale de procéder aurait été d'écrire une procédure

de décision ou de semi-décision pour cette théorie, qui est à la fois plus faible

que l'arithmétique de Presburger (pas de 0, de 1 ni de successeur) et plus

faible que l'arithmétique réelle (rien n'est dit sur la continuité). Mais cela

aurait été bien plus coûteux que les quelques dizaines de lignes de Coq mises

en ÷uvre ici. En outre, dans notre cas de �gure, la taille des buts reste
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4false
d�ef
== � : (2.41)

4true
d�ef
== < : (2.42)

(8b : bool)(8x; y : DD) x 4b y ) x 4+ y: (2.43)

(8b : bool)(8x; y; z : DD) y 4b z ) x 4+ y ) x 4+ z: (2.44)

(8x : DD) x 4� x: (2.45)

(8x; y : DD) x 4+ y ) x 4� y: (2.46)

(8x; y : DD) x 4true y ) x �+ y: (2.47)

(8b : bool)(8x; y; z : DD) y �b z ) x �0b y ) x �+ z: (2.48)

(8x; y : DD) x 4� y ) x �0
true

y: (2.49)

(8x; y : DD) x �+ y ) x �0
false

y: (2.50)

Fig. 2.2 � Traitement optimisé de la transitivité.

modeste.

2.5 De la logique linéaire dans Prolog

Nous avons vu qu'il est possible de raisonner formellement sur des pro-

grammes Prolog grâce à des notions claires de variables et de valeurs, qui ne

sont pas perturbées par des références ou des pointeurs.

Il reste cependant à examiner les techniques de programmation les plus

typiques de Prolog, celles qui sont basées sur des structures qui se complètent

progressivement par substitution au cours d'une résolution. Les plus connues

sont les � listes di�érentielles � ou d-listes. Par exemple, le couple hu; 1:2:3:ui

est une d-liste qui représente la liste 1:2:3:nil.

Les explications qui en sont données dans la littérature sur la program-

mation en logique ne nous ont jamais paru très satisfaisantes, allant d'une

présentation intuitive à base de structures incomplètes munies d'un pointeur

vers la partie à compléter [35] à de simples indications pragmatiques [132].

Un premier point est de démontrer qu'un programme avec d-listes est

équivalent au programme avec listes ordinaires correspondant. Nous avons

véri�é que les techniques précédentes s'appliquent encore. Mais cela ne su�t

pas à comprendre les fondements de cette technique et à la généraliser. Dans

[90, 92] nous avons suggéré que ces structures pouvaient être considérées

comme une forme dégénérée de �-expressions, soumises à des contraintes

relevant de la logique linéaire. Nous revenons ici sur les idées principales de ce
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travail et développons quelques points, essentiellement sur des exemples. Un

traitement plus exhaustif serait nécessaire, il sera laissé dans les perspectives.

2.5.1 Structures incomplètes et �-termes

Dans la dé�nition de conc3d en (2.15), le couple constitué de l et r au

premier appel de conc peut être vu comme une d-liste. Un second exemple

est en (2.18) et (2.19) pour le programme renv. Une manière de l'analyser est

de regarder le deuxième argument comme un accumulateur, mais on peut

aussi considérer que renv produit un couple hv; wi. Intuitivement, le second

élément du couple représente une liste incomplète tandis que le premier élé-

ment indique la partie manquante, ce qui apparaît mieux sur la formulation

suivante.

8v renv(nil; v; v): (2.51)

8x; u; v; w renv(u; v2; w) ^ v2 = x:v1 ) renv(x:u; v1; w): (2.52)

Voici un exemple plus substantiel extrait de ma thèse. Rappelons tout

d'abord qu'étant donné un langage hors-contexte, il lui correspond en Prolog

un analyseur descendant récursif où chaque non-terminal U est traduit par

une relation entre deux listes de symbole lexicaux et où chaque règle est

traduite par une clause exprimant une relation de Chasles, suivant le modèle

suivant (les Ui sont des non-terminaux et les tj sont des terminaux).

U ::= U1 t2 U3 U4 t5

se traduit par :

8l0; l1;l2; l3; l4; l5

U1(l0; l1) ^ consomme(t1; l1; l2)^

U3(l2; l3) ^ U4(l3; l4) ^ consomme(t5; l4; l5) ) U(l0; l5)

Il y a autant de clauses pour U que d'alternatives dans la grammaire consi-

dérée. Chacune exprime la consommation d'une suite de symboles lexicaux

reconnus par le non-terminal U au début de l0. Le prédicat consomme est

dé�ni par :

8l; t consomme(t; t:l; l) (2.53)

On peut ensuite considérer des grammaires plus élaborées, dans les-

quelles les non-terminaux comportent des arguments logiques supplémen-

taires. Cette technique a été inventée par Alain Colmerauer sous le nom

de grammaires de métamorphoses dès l'origine de Prolog. Dans ce qui suit

nous identi�ons règles et clauses : nous omettons les deux arguments sup-

plémentaires, la consommation d'un symbole lexical est spéci�ée par la mise
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entre quotes de ce dernier, et celle d'une chaîne vide par ". Pour alléger, les

quanti�cations universelles sont omises, conformément à l'usage.

Introduisons un type concret arexp des expressions arithmétiques, avec

les opérateurs binaires moins, mult, puiss et pour terminer simplement une

constante C. Le programme Prolog suivant parcourt une chaîne de symboles

en construisant un habitant de arexp. Nous verrons plus loin l'explication des

arguments x, y, z, etc.

'C' ke(C; x; x; y; y; e)) expr(e) (2.54)

'�' 'C' ke(puiss(x1;C); x2; y1; y2; z1; z2)) ke(x1; x2; y1; y2; z1; z2) (2.55)

'*' 'C' ke(C; x2;mult(y1; x2); y2; z1; z2)) ke(x; x; y1; y2; z1; z2) (2.56)

'-' 'C' ke(C; x2; x2; y2;moins(z1; y2); z2)) ke(x; x; y; y; z1; z2) (2.57)

" ) ke(x; x; y; y; z; z) (2.58)

Les points à remarquer sont les suivants :

� le parcours de la chaîne est déterministe, étant piloté par la lecture des

symboles d'opérations arithmétiques ;

� il n'y a pas de problème de récursion gauche ;

� il n'y a pas non plus de prédicats correspondant à des non-terminaux

intermédiaires.

Et pourtant, la grammaire analysée est bien celle que l'on attend, avec

trois niveaux de précédence et des opérations associant à gauche. Intuiti-

vement, ce programme prépare trois niveaux d'emboîtements qui sont com-

posés convenablement, de sorte qu'à l'exécution l'uni�cation fait tout le tra-

vail. Chaque niveau est représenté par un couple d'arguments, par exemple

hx; puiss(:::puiss(x;C); :::;C)i pour le premier niveau. Il est plus clair d'expri-

mer ces emboîtements avec des �-expressions :

'C' ke(kx; ky; kz)) expr(kz(ky(kx(C)))) (2.59)

'�' 'C' ke(kx; ky; kz)) ke(�x kx(puiss(x;C)); ky; kz) (2.60)

'*' 'C' ke(kx; ky; kz)) ke(�xx; �y ky(mult(y; kx(C))); kz) (2.61)

'-' 'C' ke(kx; ky; kz)) ke(�xx; �y y; �z kz(moins(z; ky(kx(C))))) (2.62)

" ) ke(�xx; �y y; �z z) (2.63)

Le programme ke rend trois fonctions indiquant respectivement à quelles

puissances mettre, par quoi multiplier successivement et que retrancher suc-

cessivement à une valeur donnée. On peut véri�er que tout arbre syntaxique

en argument de la racine d'un arbre de preuve de (2.59) correspond à la

grammaire désirée.

2.5.2 Suppression des �

Bien entendu, la recherche d'arbres de preuve pour les clauses (2.59)

à (2.63), qui ne sont pas au premier ordre, est en dehors des capacités de
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Prolog. Une idée serait de passer à �-Prolog [81, 106], une possibilité apparue

plus récemment que Véda� les premières mises en ÷uvre e�caces [27] datent

seulement des années 90. Notre propos, dans [90, 92], n'était cependant pas

de changer de langage de programmation, mais de dé�nir un cadre conceptuel

pour mieux comprendre et dériver des programmes e�caces écrits en Prolog

ordinaire. Même ainsi, nous allons voir que �-Prolog est à la fois trop puissant

et trop grossier, contrairement au fragment sans exponentielles de la logique

linéaire.

Dans [90], le programme Prolog légal (2.54) - (2.58) est dérivé à partir de

la formulation fonctionnelle (2.59) - (2.63) de la manière suivante :

� dans chaque clause, chaque variable k de type A! B est remplacée

par un couple de variables fraîches hx1; x2i ;

� de même, les expressions �x t sont remplacées par des couples hx; ti ;

� les �-réductions sont e�ectuées d'avance : typiquement, hx1; x2i(t) est

remplacé par x2 en propageant l'égalité x1 = t dans le reste de la

clause.

En appliquant ce procédé sur (2.61) on obtient :

'*' 'C' ke(hC; x2i; hmult(y; x2); y2i; hz1; z2i)) ke(hx; xi; hy; y2i; hz1; z2i):

Pour terminer il reste à retirer uniformément les constructeurs de couples, ce

qui ne change rien d'essentiel. On peut véri�er formellement (voir annexe A)

que les arbres de preuve obtenus par (2.59) - (2.63) démontrent les mêmes

formules expr(e) que (2.54) - (2.58) . Pour reprendre un petit exemple bien

connu, le programme de renversement e�cace

renv(nil; v; v) (2.64)

renv(u; x:v; w)) renv(x:u; v; w) (2.65)

s'obtient de la même façon à partir de l'écriture suivante :

renv(nil; �v v): (2.66)

renv(u; f)) renv(x:u; �v (fx:v)): (2.67)

En invoquant ce programme avec pour premier argument une liste (de lon-

gueur) close u, on obtient la fonction qui concatène son argument v au ren-

versement de u. Le programme fonctionnel correspondant serait une variante

de (2.26) qui n'attend pas que v soit connu pour parcourir u :

rv d�ef
== �u caseuof nil! �v v j x:l! let f = rv l in�v (f x:v) (2.68)

2.5.3 Contraintes de linéarité

J'ai indiqué dans [90] que cette traduction n'est possible que pour des

fonctions linéaires, c'est-à-dire ayant un type exprimable dans le fragment
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sans exponentielles de la logique linéaire [52] (voir l'annexe B). C'est en par-

ticulier le cas si dans chaque clause les variables de type A! B (ou plutôt

A �Æ B désormais) ont exactement deux occurrences, dont une en position

de simple argument dans un littéral de queue et l'autre, éventuellement ap-

pliquée à un argument, en tête de clause. Ainsi, le programme qui concatène

v et w au renversement de u sera dérivé à partir de (2.70) et non de (2.69).

renv(u; f)) renv2nok(u; v; w; f(v); f(w)): (2.69)

renv(u; f1) ^ renv(u; f2)) renv2(u; v; w; f1(v); f2(w)): (2.70)

2.5.4 Application :

construction de programmes par morphisme

On peut donc concevoir des programmes Prolog en utilisant des fonctions

à condition de respecter les contraintes de linéarité. Une autre manière de

voir les d-listes est alors de s'appuyer sur le morphisme entre les listes munies

de la concaténation et les fonctions munies de la composition.

De�nition phi := [l :list] (eta (app l)).

Lemma phi morph : (u,v :list) (phi (app u v)) = (comp (phi u) (phi v)).

Le lemme clef est une variante (plus forte) de l'associativité de app :

Lemma fonc assoc :

(u,v :list) [w :list](app u (app v w))=[w :list](app (app u v) w).

On peut alors écrire un programme qui utilise la concaténation sur les listes

sans se soucier du manque d'e�cacité, puis obtenir une version e�cace en

passant au morphisme. Le résultat �nal s'obtient en appliquant la fonction

construite à nil. Ce procédé de construction s'applique également aux pro-

grammes fonctionnels.

2.5.5 Perspectives

Il conviendrait de justi�er les intuitions exposées ci-dessus. Voici une

piste possible. Considérons une relation R(hx; yi) dé�nie par un ensemble de

clauses, de telle sorte que R(hx; y1i) et R(hx; y2i) entraîne toujours y1 = y2.

Considérons ensuite un littéral R(f) en queue d'une clause contenant par

ailleurs une occurrence de f(t). Lorsque ce littéral devient un sous-but au

cours d'une exécution, tous les couples hx; yi dénotés par la relation R sont

potentiellement disponibles. Ainsi, dans tous les arbres de preuve construits

avec succès, t et f(t) satisfont R(ht; f(t)i). Mais ces couples ne sont pas

disponibles tous ensemble : si R est dé�nie par une énumération de clauses

R(hxi; yii) où xi et yi sont des termes clos, seul l'un des couples hxi; yii

est utilisé dans l'arbre de preuve à l'occurrence considérée. On reconnaît le

comportement de la conjonction additive N.
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Cette idée prend son véritable intérêt lorsque R est décrite par une clause

quanti�ée universellement7 , comme

8x R(hx; 1:2:3:xi) (2.71)

pour prendre un exemple simple : une in�nité de couples sont disponibles et

surtout, la sélection se fait non par retour arrière mais par uni�cation de x

à l'argument (t) auquel cette fonction linéaire est appliquée.

On peut combiner l'e�et de N et de 8. Par exemple pour le renversement,

en employant une syntaxe par �ltrage8 :

renv(�Ænil�Æv v): (2.72)

renv(g)) renv(�Æx:u �Æv (g u x:v)): (2.73)

En assimilant le type de nil à 1 et celui des listes de la forme x:u où x est de

type A et u de type list, à A�list, on a list = 1�A�list. On peut alors proposer

les typages suivants, en identi�ant 1�ÆQNA�list�ÆQ avec 1�A�list �Æ Q

(la syntaxe est décrite à l'annexe B) :

nil : 1; v : list a v : list

nil : 1 a �Æv v : list�Æ list
a �Ænil�Æv v : 1�Æ list�Æ list

a g : list�Æ list�Æ list

...
a �Æx:u �Æv (g u x:v) : A�list�Æ list�Æ list

a �Ænil�Æv v 8 �Æx:u �Æv (g u x:v) : list�Æ list�Æ list

Le sous-arbre représenté par les points de suspension se détaille comme suit :

a g : list�Æ list�Æ list u : list a u : list

u : list a g u : list�Æ list

x : A a x : A v : list a v : list

x : A; v : list a x:v : list

x : A;u : list; v : list a (g u x:v) : list

x:u : A�list; v : list a (g u x:v) : list

x:u : A�list a �Æv (g u x:v) : list�Æ list

a �Æx:u �Æv (g u x:v) : A�list�Æ list�Æ list

L'objet rendu par renv s'interprète alors comme un arbre de preuve in�ni

pour une formule de logique linéaire. Une question ouverte renv(g) conduit à

l'énumération d'une in�nité de réponses. En revanche si g est préalablement

appliquée à une liste close u (ou simplement de longueur close) le mécanisme

de �ltrage de Prolog et la propagation des substitutions se traduisent par

un processus d'élimination des coupures qui guide l'exécution le long d'une

branche �nie, tout en préparant une liste r comprenant les éléments de u

dans l'ordre inverse ; la réponse est alors une fonction linéaire � uniforme �,

qui à l'appel place immédiatement son argument à la �n de r.

7Rappelons qu'en logique linéaire, 8 généralise la conjonction additive.
8Nous autorisons des expressions de la forme �<motif>E, où E peut contenir des va-

riables libres apparaissant dans <motif>. Une fonction ainsi dé�nie ne peut être appliquée
qu'à des arguments respectant le motif.
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Il est di�cile de reproduire exactement ce comportement dans un langage

fonctionnel à évaluation stricte. Le programme (2.68), qui est assez proche,

réduit préalablement les analyses par cas, mais au lieu de préparer une clô-

ture �x r1: : : : rn:x (qui à l'appel commence de toute façon par recopier n

exemplaires de cons), il construit une suite de clôtures qu'il faudra évaluer

une à une : ce mécanisme est plus général mais moins e�cace dans le cas

dégénéré où les fonctions sont destinées à être appliquées une seule fois.

Avant de terminer, il convient de noter que la logique linéaire d'origine

possède la propriété de normalisation forte. Si nous voulons rendre compte

des comportements in�nis de la même manière que ci-dessus, nous avons be-

soin d'une extension appropriée, qui pourrait d'ailleurs compenser l'absence

d'exponentielles. Cela est laissé pour étude ultérieure.

2.6 Conclusion

Natarajan Shankar m'a récemment indiqué que les optimisations géné-

riques e�ectuées dans les implémentations actuelles de Prolog donnent de

bons résultats dans l'implantation de di�érents algorithmes de démonstra-

tion automatique. Il su�t d'exprimer les idées essentielles de ces derniers,

le code obtenu semble très compétitif avec celui qui est issu d'une rédaction

directe en langage procédural [130]. Ces béné�ces se retrouveraient-ils dans

le domaine de la compilation ? Pour Véda, il paraissait en tout cas indispen-

sable de bien comprendre les di�érences opérationnelles entre des formula-

tions logiquement équivalentes, en particulier de limiter autant que possible

le non-déterminisme à l'exécution. Il nous a fallu tout d'abord raisonner sur

la dénotation des programmes. Le calcul des constructions inductives aurait

été un outil adapté à la formalisation de tels raisonnements. Pour analyser

et concevoir des programmes e�caces, nous nous sommes par ailleurs servis

de la logique linéaire. Notre objectif pratique, la réalisation du compilateur

Véda, a ainsi été atteint.

Cet exemple n'a pas été suivi à ma connaissance. De fait, si l'on a be-

soin d'écrire un analyseur syntaxique e�cace dans un esprit analogue � pro-

gramme proche de la grammaire, manipulation aisée d'arbres � et si de sur-

croît on a éliminé le non-déterminisme, le choix de Caml, qui de plus est typé,

semble actuellement s'imposer.

Pour revenir à notre emploi de la logique linéaire, notons qu'il se distingue

de celui qui est relaté dans d'autres travaux comme [82, 31]. Dans ceux-ci il

s'agit de proposer au programmeur des concepts qu'il manipulera à travers de

nouvelles constructions syntaxiques intégrées à un langage de programmation

tel que �-Prolog ou Lolli. Notre cible reste ici la version ordinaire de Prolog.

On peut considérer qu'un calcul fonctionnel issu de la logique linéaire est déjà

présent dans la procédure de résolution. Sommairement, une conjonction de

clauses forme des objets habitant un type conjonctif additif tandis que la

quanti�cation universelle construit des fonctions calculant par uni�cation.
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Extraction de programmes

avec exceptions

Il est assez simple d'exprimer ce qu'est la correction d'un programme

purement fonctionnel par rapport à une spéci�cation logique. On se donne

� la dé�nition d'une fonction f ,

� un prédicat P (x1; :::) sur les entrées x1; ::: (la précondition),

� une relation R(x1; :::; y) entre les entrées et la sortie attendue

et il s'agit de démontrer

8x1; ::: P (x1; :::))R(x1; :::; f(x1; :::)):

Il s'agit là de correction partielle, oublions momentanément les questions

de terminaison. L'extraction de programmes est une technique qui permet

d'extraire une telle fonction f à partir d'une démonstration constructive de

8x1; ::: P (x1; :::))9yR(x1; :::; y):

Dans un cadre adéquat, la terminaison de f(a1:::) est en outre assurée lorsque

la précondition P (a1:::) est satisfaite.

Les programmes purement fonctionnels ont deux qualités particulière-

ment agréables :

� nous avons la notion de valeur immuable, habituelle en mathéma-

tiques ; nous ne sommes pas perturbés par les changements potentiels

ou e�ectifs du contenu de cases mémoire ;

� en particulier, la valeur d'une expression ne dépend que de la valeur

de ses sous-expressions � l'ordre d'évaluation n'intervient pas.

Ainsi le raisonnement mathématique usuel s'applique directement, on éco-

nomise toutes sortes de complications rencontrées dans les programmes im-

pératifs et cela se retrouve dans la formalisation des démonstrations.

Dans la réalité, on ne s'en débarrasse pas aussi facilement : les vrais

programmes ont de temps à autre un e�et sur un état global ou sur les en-

trées/sorties. Certains algorithmes (tri en place par exemple) n'ont de sens
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que dans le cadre de la programmation impérative. On peut cependant modé-

liser ces aspects en utilisant la notion de monade, disponible dans le langage

purement fonctionnel Haskell [136]. Nous renvoyons le lecteur à [47] pour

une extension récente de cette approche à des langages de la famille de ML.

Si l'environnement visé convient à l'exécution de programmes fonctionnels,

il est bien entendu possible et même recommandé de con�ner l'utilisation

des traits impératifs, de façon à limiter les problèmes a�érents. Dans le cas

de ML, il reste cependant un trait fondamental qui lui a été intégré dès sa

conception : les exceptions. Elles portent d'ailleurs mal leur nom : elles sont

utilisées aussi bien pour signaler une anomalie � exceptionnelle ! � que pour

rendre un résultat ordinaire.

L'e�et de la levée d'une exception s'explique aisément en termes opéra-

tionnels : le contrôle passe directement au gestionnaire d'exception ( try :::

with ::: en Ocaml, handle en syntaxe SML) et la pile d'exécution est vidée

en cohérence. Cependant, justi�er un programme fonctionnel avec exceptions

en termes de compteur ordinal et de pile d'exécution serait impraticable. On

perdrait d'emblée le béné�ce des qualités évoquées ci-dessus pour la pro-

grammation fonctionnelle, y compris, vraisemblablement, pour les parties

d'un programme non concernées par une exception.

Heureusement, il est possible de travailler sur une représentation pure-

ment fonctionnelle mettant en ÷uvre la notion de continuation. Les conti-

nuations ont en fait été inventées pour formaliser les sauts de contrôle des

langages impératifs � le fameux goto � dans le cadre de la sémantique

dénotationnelle [133]. Elles ont par la suite été employées pour dé�nir des

opérateurs de contrôle plus exotiques : retour arrière, pseudo-parallélisme,...

(Felleisen, Filinsky, Danvy).

Les continuations posent quelques di�cultés de typage. Cependant, le

mécanisme d'exception n'o�re pas toute la puissance des continuations :

tout programme avec exception se traduit à l'aide de continuations, mais

pas l'inverse. Nous verrons comment démontrer formellement des propriétés

de correction dans un cadre fortement typé, celui du calcul des constructions

inductives. D'un point de vue pratique, nous nous placerons dans le cadre de

l'extraction de programme dé�nie dans ce calcul, ce qui règle incidemment

la question de la terminaison.

3.1 L'extraction de programmes

3.1.1 Idée générale

Examinons à nouveau la spéci�cation donnée plus haut pour introduire

l'extraction de programmes.

8x1; ::: P (x1; :::))9yR(x1; :::; y): (3.1)
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D'après l'isomorphisme de Curry-Howard, une démonstration de (3.1) n'est

rien d'autre que la dé�nition d'une fonction F prenant pour arguments x1...

avec un argument supplémentaire �P qui est une preuve de P (x1; :::), et qui

rend une valeur y avec une preuve �R que y satisfait la post-condition désirée.

On exige bien entendu que la valeur de y ne dépende pas de �P . Cela est

assuré en Coq par la distinction entre les deux univers Prop et Set. Étant

donné des arguments a1::: et un argument � pour la précondition, F (a1; :::�)

se réduit donc à un couple de la forme hFy(a1; :::); FR(a1; :::�)i.

Le premier élément Fy(a1; :::) dénote la valeur recherchée, tandis que le

second FR(a1; :::�) est une preuve que la postcondition est satisfaite. C'est

du point de vue de l'évaluation que ces deux composantes ont un statut

di�érent : le propos du programme est juste de réduire la première, inutile

de normaliser la seconde. On peut donc voir cette dernière comme du code

mort.

En résumé, la fonction désirée f = Fy est obtenue en e�açant de F

les termes de preuve comme �P ou �R. Si la démonstration de (3.1) est

e�ectuée dans un cadre où les fonctions ont la propriété de normalisation

forte, la terminaison de f est en outre assurée lorsqu'elle est employée sous

la précondition P .

L'outil technique qui permet de dé�nir et formaliser complètement l'ex-

traction est la notion de réalisateur, qui remonte à Kleene � ses utilisations

initiales étaient sans rapport avec la programmation. L'extraction de pro-

gramme utilisée dans Coq est issue des travaux de C. Paulin [111, 110].

3.1.2 L'extraction en pratique

Le travail de l'utilisateur consiste donc à démontrer un but tel que (3.1).

Il peut procéder de plusieurs manières. S'il connaît d'avance la fonction f , il

peut la proposer d'emblée au moyen de la tactique Realizer. L'outil calcule

alors les obligations de preuve qui doivent être démontrées. Généralement

l'utilisateur doit annoter f par des variants et des invariants supplémentaires.

Dans une démarche synthétique, calculatoire au sens de Dijkstra, l'uti-

lisateur peut aussi découvrir (ou faire mine de découvrir) f , en se servant

du mode interactif comme d'un éditeur de programme : Intro construit une

�-abstraction, Induction correspond à un opérateur de récursion, etc.

Mon travail sur l'extraction de programmes avec exceptions [93, 94, 96]

se situe dans cette seconde perspective. Il donne à l'utilisateur la possibilité

d'invoquer une fonction se comportant comme raise , pourvu que le but

initial (3.1) � ou plus généralement le but courant � ait une forme appropriée,

qui au demeurant s'obtient à partir d'un but quelconque en invoquant une

fonction correspondant à try ::: with ::: (voir plus bas). Derrière le jeu de

primitives ainsi manipulé se cachent des continuations.
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3.2 Les continuations

3.2.1 Les continuations explicites

Au sens propre, une continuation est une fonction qui sera appliquée au

résultat d'un calcul a�n de continuer le traitement. Une continuation est

obtenue en capturant un contexte d'évaluation. Considérons par exemple

une fonction f : A1 !A2 !B1 �B2 dé�nie ainsi

f = �x1 x2 : : : let b1 = : : : in let b2 = : : : in hb1; b2i (3.2)

utilisée dans le contexte suivant :

let hb1; b2i = f a1 a2 in (: : : b1 : : : b2 : : : b1 : : :) (3.3)

Dans un style par continuation, la fonction f prend un argument supplémen-

taire k qui représente la continuation et sera remplacée par :

f 0 = �x1 x2 k : : : let b1 = : : : in let b2 = : : : in k b1 b2 (3.4)

On remplace alors (3.3) par

f 0 a1 a2 (�y1y2 : : : y1 : : : y2 : : : y1 : : :) (3.5)

De la même façon, b1 et b2 peuvent se calculer dans un style par continuation :

f 0 = �x1 x2 k : : : b01(�z1 b
0
2(�z2 (k z1 z2))) (3.6)

et ainsi de suite. On passe ainsi d'un style appelé le style direct vers un style

dit CPS (continuation passing style).

Quel est le gain de toutes ces transformations ? On a d'abord évité la

construction suivie de la désintégration du couple hb1; b2i. Mais le point es-

sentiel est ailleurs : le programmeur a l'opportunité d'utiliser l'argument de

continuation de f 0, b01, etc. comme bon lui semble. Une continuation pourra

par exemple :

� être tout simplement ignorée ;

� être communiquée à des sous-expressions, ce qui permet de réutiliser

un contexte pour y placer un nouveau calcul.

3.2.2 Les continuations de haut niveau

L'usage explicite de continuations permet de contrôler �nement les éva-

luations, mais les expressions se compliquent vite : il su�t de substituer (3.6)

dans (3.5) pour s'en rendre compte. Certains langages de programmation

comme Scheme et SML proposent des constructions de haut niveau donnant

accès aux continuations à la demande. L'opérateur de contrôle général le

plus répandu est callcc , qui capture le contexte d'évaluation courant. Cela
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permet, au niveau du programme source, de con�ner l'utilisation des conti-

nuations et il revient au processus de compilation d'e�ectuer la traduction

systématique du style direct vers des expressions en CPS.

Mais malgré les optimisations auxquelles se prête cette approche, elle

entraîne un surcoût à l'exécution des programmes : les procédés de compi-

lation fondés sur les continuations [6] se sont avérés moins e�caces que les

technologies basées sur des machines à pile [75]. Les continuations ne se jus-

ti�ent donc que pour des programmes qui seraient di�ciles à écrire sans ces

dernières, ce qui est peu fréquent.

Finissons sur une note d'espoir, o�erte par Internet. Il n'est pas com-

mode de programmer un serveur Web gérant correctement les sollicitations

en provenance du navigateur telles que la duplication d'une session ou le

retour arrière. Christian Queinnec a proposé à cet e�et un jeu de primitives

exprimées au moyen de callcc [121].

3.2.3 Typage et preuves

La complexité qui surgit en présence de continuations est un bon argu-

ment pour appuyer leur emploi sur des preuves. Suivant la correspondance

de Curry-Howard, cela revient à trouver un type aux fonctions décrites.

En ce qui concerne les opérateurs de contrôle, T. Gri�n a observé que

callcc prenait comme type ((P ! Q)! P )! P [57], tautologie classique

connue sous le nom de loi de Pierce, qui a la propriété remarquable de ne

pas être démontrable en logique intuitionniste. Autrement dit, callcc donne

un sens calculatoire à une proposition classique. Cela était inattendu car la

logique classique n'est pas constructive au sens suivant. Pour que l'élimi-

nation des coupures, en tant que mécanisme de calcul sur des preuves, ait

un contenu calculatoire utile, il faut que certaines preuves puissent repré-

senter des structures de données et donc disposer de propositions qui, en

tant que types, contiennent au moins deux habitants non convertibles. C'est

précisément ce qui fait défaut à la logique classique [51].

Laissons de côté l'interprétation du callcc et considérons le typage d'un

programme contenant des continuations explicites. Une fonction f , de type

A!B en style direct, prend le type A! (B!X)!X en CPS, où B!X

est le type de la continuation et X est le type du résultat �nal. Pour de

véritables preuves de correction, les types choisis pour A, B, X sont des

types dépendants plus informatifs que les types simples, exactement comme

dans la démarche usuelle utilisée en style direct. Cela a été bien illustré par

Pierre Castéran dans [28] sur le calcul du produit des feuilles d'un arbre

binaire, avec levée d'une exception dès qu'une feuille nulle est rencontrée.

On commence par dé�nir, pour tout arbre t, le type du résultat qui est un

entier égal au produit des feuilles de t :

RESU(t) = fn :nat j (produit t n)g
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En prenant ci-dessus A = t, B = RESU(t) et X = RESU(t), on retrouve le

but démontré par Pierre Castéran :

8t : tree (RESU(t)! RESU(t))! RESU(t): (3.7)

Il su�ra, pour �nir, d'invoquer le programme obtenu avec en premier argu-

ment un arbre t quelconque et en second argument la continuation identité

�x x. La démonstration de (3.7) s'e�ectue par récurrence structurelle sur t,

mais en dissociant au préalable les occurences de t apparaissant dans le ré-

sultat �nal X. Autrement dit on se donne un arbre initial t0 et on démontre

par récurrence sur t :

8t : tree (RESU(t)! RESU(t0))! RESU(t0): (3.8)

A cet e�et on suit exactement les mêmes étapes que pour démontrer

8t : tree RESU(t), mais au lieu d'un programme en style direct on obtient

sa version en CPS. Une dernière modi�cation dans la forme du but permet

de rendre immédiatement un résultat �nal nul lorsqu'on peut le justi�er.

8t : tree (RESU(t)! RESU(t0))! (nul(t)! RESU(t0))! RESU(t0): (3.9)

En fait la traduction du style direct vers le CPS correspond exactement,

au niveau du typage, à une traduction par double négation, procédé utilisé

par Gödel, Kolmogoro� et d'autres logiciens pour transformer des démons-

trations classiques en démonstrations intuitionnistes [105] : la conclusion

ainsi démontrée est obtenue à partir de l'original par insertion d'une quan-

tité su�sante de :: et il est clair que cela donne une formule classiquement

équivalente.

Pour mieux comprendre, il convient d'examiner à nouveau X dans le type

de f ci-dessus. Dans une traduction systématique en CPS, on utilise le même

X sur l'ensemble du programme. Cela conduit à supprimer toute hypothèse

sur X, qui devient une formule arbitraire ou tout simplement l'absurde ?.

Sur notre exemple, le type du résultat de f devient ::B.

Il était en un sens regrettable de préciser X dans la spéci�cation de f ,

puisque X est a priori étranger à f . Cela soulevait un problème de modu-

larité : comment spéci�er f indépendamment de son contexte d'utilisation ?

Prendre uniformément X = ? résout radicalement la question, au prix d'une

interprétation nettement moins commode du résultat (faut-il considérer que

son type est ? ? ou plutôt ::B ?).

Une possibilité serait de raisonner directement dans un cadre constructif

proche de la logique classique tel que LC [53] ou, plus proche de la syntaxe

fonctionnelle, le ��-calcul [109].

En résumé, il est en théorie possible de prouver la correction de fonctions

avec continuations mais si on veut rester dans le cadre confortable des outils

d'extraction existants, qui se placent dans une logique intuitionniste, l'énoncé

même du théorème de correction s'annonce compliqué. Sur le plan pratique,

le jeu en vaut-il la chandelle ?
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3.3 Quelques mots sur les monades

Les monades trouvent leur origine dans la théorie des catégories. Elles

ont été introduites en informatique par E. Moggi [86] et popularisées par P.

Wadler [136]. Leur propriété essentielle est de réintroduire une séquentialité

dans des calculs fonctionnels � alors que les programmes purement fonction-

nels sont insensibles à l'ordre d'évaluation. Comment cela est-il possible ?

En simpli�ant, chaque application f(e) est traduite par une expression plus

explicite qui est soit bind f:::bind e::: soit bind e:::bind f::: : l'opérateur

bind a certes une dé�nition fonctionnelle (dont le détail dépend des e�ets

désirés) mais il n'y a pas de raison pour qu'il commute. Les deux traductions

produisent alors des valeurs di�érentes.

Une transformation a lieu au niveau du typage : le type A est remplacé

par MA qui intègre les données sur lesquelles ont lieu des e�ets supplémen-

taires. On dispose d'opérateurs spéci�ques à M construisant des valeurs de

type MA et, dans tous les cas, de l'opérateur unit qui construit un ha-

bitant de MA à partir d'une valeur pure de type A. Il est alors facile de

transformer une fonction de type A!B en une fonction de type A!MB.

Pour l'appliquer à une valeur de type MA on utilise l'opérateur bind dont

le type est MA! (A!MB)!MB.

Les opérateurs unit et bind satisfont quelques lois algébriques simples

dont nous ne ferons pas usage ici.

3.4 Les exceptions

Contrairement aux mécanismes généraux de continuations, les exceptions

sont e�caces et sont utilisées intensivement. Quelques exemples :

� détection d'une anomalie lors d'un appel système ;

� codage d'une fonction partielle, (division euclidienne, uni�cation de

deux termes) ;

� accélération des calculs (dans l'exemple de Castéran ci-dessus, une ex-

ception est levée dès qu'une feuille nulle est trouvée) ;

� construction de termes avec partage maximum des parties communes

(sharing transducers de G. Huet) ;

� algorithmes de recherche avec retour arrière (codage de Hu�man, voir

ci-dessous).

Leur utilisation rend les programmes sensibles à l'ordre d'évaluation, comme

cela se voit immédiatement sur l'exemple suivant :

try h raise exc(1); raise exc(2)i with exc(n) ! hn; ni:

Mais elles sont moins générales que le callcc : on peut coder raise exc(n)

et tryE with exc(n) ! F avec callcc , mais pas l'inverse. Cela laisse

un espoir de fournir une technique e�ective de preuve de programmes avec
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De�nition Mx :=

�C Prop �A Set

8X : Set 8P : Prop 8e :P !X (C ! P )! (A!X)!X.

De�nition Mx unit :

8C : Prop 8A : Set A! MxCA :=

�C Prop �A Set �aA �X Set �P Prop �eP!X �iC!P �kA!X ka.

De�nition Mx raise :

8C : Prop 8A : Set C! MxCA :=

�C Prop �A Set �cC �X Set �P Prop �eP!X �iC!P �kA!X e(i c).

De�nition Mx try :

8C : Prop 8A : Set MxCA ! 8X : Set (A!X)! (C!X)!X :=

�C Prop �A Set �mMxCA �X Set �kA!X �eC!X (mX C e (�pC p) k).

De�nition Mx bind :

8A;A0 : Set 8C;C 0 : Prop

MxCA! (A!MxC 0A0)! (C! C 0)! MxC 0A0 :=

�A Set �A0
Set

�C Prop �C 0 Prop �mMxCA �fA!MxC0A0

�jC!C0

�X Set �P Prop �eP!X �iC
0!P �kA

0!X

(mXP e (�cC i(j c)) (�aA f aXP e i k)).

Fig. 3.1 � Primitives d'accès aux exceptions

exceptions. La �gure 3.1, issue de [96], fournit un jeu de fonctions primitives

dé�nies au moyen de continuations � et masquant ainsi l'usage de ces der-

nières � dont les types ont été conçus pour régler le problème de modularité

mentionné au 3.2.3, tout en conservant une notion utilisable de type du ré-

sultat. Leurs noms sont choisis dans le vocabulaire des monades utilisé par

P. Wadler [136] et elles s'utilisent de façon analogue1 :

� si le type d'un résultat intermédiaire est A, il est remplacé par un type

de la forme MxCA, où C conditionne la levée d'une exception ;

� Mx unit construit une valeur de type MxCA à partir d'une valeur de

type A ;

� Mx bindm (�aE)j correspond à let a = m inE et permet de séquen-

tialiser un calcul ; le rôle de j est de justi�er la propagation d'une

exception potentiellement levée dans le calcul de m.

Par ailleurs les primitives Mx raise et Mx try sont dédiées aux exceptions :

1Les monades manipulent des types de la forme MA, alors qu'ici nous avons un para-
mètre supplémentaire C.
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� il est possible de retourner une valeur de type MxCA en levant une

exception au moyen de Mx raise, si la proposition C est véri�ée ;

� Mx try est l'interface entre un calcul � normal � et un calcul dans des

types de la forme MxCA. Plus précisément, pour calculer un résultat

de type R, on calculera un habitant de MxCA, puis on l'appliquera

en prenant X = R et en fournissant une continuation normale de type

A!R ainsi qu'un habitant de R lorsque C est véri�ée.

Pour ne pas compliquer la présentation, on considère ici le cas où les

exceptions ne transportent pas d'autre information que le fait d'avoir été

levée. L'extension aux exceptions usuelles, qui transportent une valeur prise

dans un type somme, ne pose pas de problème [94]2.

Notons qu'ici le type X du résultat est quanti�é localement : il est déter-

miné au moment de l'appel de Mx try. C'est un moyen terme entre quanti�er

sur X globalement (partage maximum, perte de la modularité) et quanti�er

sur X aux extrémités (perte d'information) : 8X X est une dé�nition de ?.

Le type MxCA est très proche de la disjonction telle qu'elle est dé�nie

dans le système F (le �-calcul typé au second ordre). En fait la dé�nition

suivante, analogue à celle de C _A dans le système F, est équivalente :

De�nition Mx :=

�C Prop �A Set

8X : Set (C!X)! (A!X)!X.

Les primitives Mx unit, Mx bind, Mx try et Mx raise se dé�nissent alors de

manière légèrement plus simple. L'intérêt de la formulation en �gure 3.1 est

de séparer clairement les arguments dans Set et ceux dans Prop : l'excep-

tion e de type P !X est transmise telle quelle, tandis que le raisonnement

justi�ant sa propagation est représenté à part (à l'aide de c, i et j dans

Mx bind).

3.5 Utilisation

En Coq il est possible de construire un programme en mode interactif, en

étant guidé par le type du résultat, au moyen de tactiques comme Apply qui

indique l'application d'un terme. Dans ce cadre, les primitives précédentes

donnent accès aux exceptions. Par exemple pour lever une exception, il su�t

d'invoquer Apply Mx raise. Pour les applications � ordinaires � il est né-

cessaire d'expliciter le séquencement au moyen de Mx bind, ce qui revient

à employer systématiquement le let ::: in de ML. Le développement n'est

donc pas plus compliqué que d'habitude.

2Nous nous limitons cependant aux programmes pour lesquels le type des exceptions
est �xé statiquement. En ML le type des exceptions est déterminé dynamiquement, mais
nous considérons que ceci relève d'une capacité � absente de CCI � à dé�nir des sommes

extensibles, capacité qui peut être considérée indépendamment de son usage pour les
exceptions.
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Par extraction on obtient un programme ayant le comportement souhaité

en CPS (voir les exemples ci-dessous). Ces programmes fonctionnent, mais

on pourrait les décompiler pour retrouver l'expression en style direct. C'est

d'ailleurs dans cette optique que les primitives comme Mx raise n'ont pas été

expansées. En revanche si on les expanse on aboutit à un programme récursif

terminal (tail recursif ).

3.6 Imprédicativité du typage proposé

L'analogie avec la disjonction du système F fait apparaître l'imprédicati-

vité du typage proposé : MxCA est de la forme 8X : Set : : : et est lui-même

de type Set, ce qui permet de prendre X = MxCA. Cela se produit lors-

qu'on applique Mx try pour construire un résultat dont le type est déjà sous

la forme MxCA.

Lors de l'extraction, il est donc tout à fait possible que le programme

extrait ne soit pas typable en ML. C'est le cas pour des fonctions (traduites

en continuations) dé�nies par point �xe, de la forme

let rec f x = : : : try : : : f y : : : with : : :

Cela se produit sur deux des exemples considérés ci-dessous. Bien en-

tendu, comme le programme extrait est correct par construction, cela veut

simplement dire qu'il faut désarmer la véri�cation de types de ML, par

exemple au moyen de Obj.magic en Ocaml.

Ajoutons que cette situation � étrange � s'est rarement produite dans les

développements Coq. La technique proposée ici permet de construire systé-

matiquement des programmes Ocaml corrects mais non typables en Ocaml.

3.7 Exemples

Les exemples ci-dessous sont disponibles dans les contributions Coq.

3.7.1 Uni�cation de termes du premier ordre

Uni�er deux termes consiste à rendre la substitution la plus générale

qui les égalise s'il en existe une, ou un échec sinon. L'algorithme le plus

simple procède par récursion en parcourant simultanément les deux termes.

J. Rouyer en a donné une version obtenue par extraction à partir d'un déve-

loppement d'environ 2800 lignes [125]. Dans cette version, la fonction rend

une somme échec+ subst, ce qui oblige à analyser le résultat de chaque appel

récursif pour, dans un cas, propager l'échec et dans l'autre, construire une

nouvelle substitution ou rendre un échec.

La version avec exception rend simplement une substitution dans subst.

En cas d'échec, une exception est levée et elle est attrapée directement au
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let encode a t =

let rec lookup = function

Leaf(x) !if x = a then [] else raise Not found

j Node(t1,t2) ! try L::lookup t1 with Not found !R::lookup t2
in lookup t

Fig. 3.2 � Codage de Hu�man en syntaxe Ocaml

let lookup a =

let rec lkup = function

Leaf b !if b = a then mx unit [] else mx raise prop

j Node (t1, t2) !Obj.magic

mx try

(lkup t1) (fun l1 !mx unit (L :: l1))

(fun !

(mx bind (lkup t2) (fun l2 !mx unit (R :: l2))) prop)

in lkup

let encode a t = mx try (lookup a t) (fun x !x) (fun ! [])

Fig. 3.3 � Codage de Hu�man extrait en Coq

niveau du premier appel, et c'est seulement là qu'est élaboré un habitant de

échec + subst. Il s'est avéré possible d'obtenir cette version à partir de celle

de J. Rouyer en ne changeant que le strict nécessaire, soit une centaine de

lignes (voir [94] ou [96] pour une discussion plus détaillée).

Cet exemple ne comporte qu'un seul try : : : with : : : qui se trouve à

l'extérieur de l'appel à une fonction récursive. L'imprédicativité de Mx n'est

donc pas mise à contribution, le programme extrait est typable en ML. Ce

n'est pas le cas des deux exemples suivants.

3.7.2 Codage de Hu�man

L'algorithme en �gure 3.2 construit le chemin conduisant à une lettre a

dans un arbre binaire (qui est conçu de sorte que les lettres les plus fréquentes

sont situées plus près de la racine que les autres). La liste de directions (L

ou R) obtenue est le code de cette lettre dans la compression de Hu�man.

L'algorithme est utilisé sous la précondition que a est dans l'arbre.

Intuitivement, si la lettre n'a pas été trouvée dans le sous-arbre gauche,

ceci est indiqué par une exception qui est attrapée ; la branche droite est alors

essayée et en cas de nouvel échec l'exception est automatiquement propagée.
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let rec core cop = function

Leaf(n) !raise Identity

j Nd(Blue, t1) !try let v1 = core cop t1 in Nd(Red, v1)

with Identity !Nd(Red, t1)

j Nd(x, t1) !Nd(x, core cop t1)

let e� cop t = try core cop t with Identity !t.

Fig. 3.4 � Transducteur avec partage en syntaxe Ocaml

Cependant mieux vaut oublier cet argument opérationnel pour la preuve

formelle. Il su�t de démontrer les théorèmes suivants en suivant l'algorithme,

les obligations de preuve engendrées se déchargent très simplement.

lookup : 8a :A 8t : tree (Mx (elsewhere a t) fl : ld j (path a l t)g):

not elsewhere : 8a :A 8t : tree 8l : ld (path a l t)! (elsewhere a t)!?:

encode : 8a :A 8t : tree (9 l : ld j (path a l t))!fl : ld j (path a l t)g:

Le programme obtenu par extraction est en �gure 3.3, à l'introduction

près de Obj.magic qui a été faite à la main. L'argument de mx raise noté

prop est la trace de la justi�cation pour lever l'exception (il correspond à c

de type C dans la dé�nition de Mx raise en �gure 3.1). Il s'agit simplement

de l'unique habitant du type unit.

Le problème de typage se présente ainsi sur cet exemple. Le type de lkup

est de la forme3 direction list! �t, avec

�t = (unit! �)! unit! (direction list! �)! �;

sauf dans lkup t1 où il est de la forme direction list! (�t)t. Le type désiré

est en fait direction list! 8� �t, mais on est alors dans le système F, où

l'inférence de type n'est plus décidable.

3.7.3 Un transducteur avec partage maximal

Considérons une fonction qui prend en entrée une donnée t � disons un

arbre ou une liste pour �xer les idées � et qui rend un résultat r de même type,

identique à t éventuellement à quelques modi�cations près. Pour économiser

la mémoire, on souhaite partager autant que possible les représentations de

t et de r. En particulier, dans le cas le plus simple où t = r, il doit y avoir

partage complet, aucune cellule mémoire supplémentaire n'est nécessaire.

À cet e�et, G. Huet a introduit dans les années 80 une technique appelée

sharing transducers, dans laquelle une exception (appelée Identity) est levée

3En ML l'application au niveau des types est notée de manière post�xe : �t veut dire
t appliqué à �.
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let rec core cop = function

Leaf n !mx raise

j Nd(c; t1) !

match c with

Blue !Obj.magic

mx try

(core cop t1) (fun v1 !mx unit (Nd(Red,v1)))

(fun !mx unit (Nd(Red,t1)))

j Red !

mx bind (core cop t1) (fun v1 !mx unit (Nd(Red,v1))) prop

j Yellow !

mx bind (core cop t1) (fun v1 !mx unit (Nd(Yellow,v1))) prop

let e� cop t = mx try (core cop t) (fun x !x) (fun !t)

Fig. 3.5 � Transducteur avec partage extrait en Coq

lorsqu'on sait qu'il y a égalité entre le résultat et l'argument. Le partage est

réalisé au moyen de la fonctionnelle suivante :

let share f x = try f xwith Identity! x

Il su�t alors de remplacer les appels de la forme f x par share f x pour avoir

l'e�et désiré. Cela est illustré dans [96] avec le remplacement de Blue par

Red dans une liste de couleurs. L'algorithme est en �gure 3.4 (share y est

déplié). On démontre sa correction (il rend le même résultat que la fonction

def cop dé�nie de manière évidente) et qu'il e�ectue le partage demandé à

partir de la spéci�cation suivante, qui indique que si une exception est levée

alors le résultat est identique à l'original et que réciproquement seule une

valeur di�érente de l'original peut être rendue par calcul ordinaire.

8t : tree1 (Mx t = (def cop t) ft0 : tree1 j t0 = (def cop t) ^ t0 6= tg):

Le programme extrait est en �gure 3.5. En toute rigueur, l'imprédicativité

de Mx n'est pas indispensable sur cet exemple, mais pour une raison ad-

hoc. Il se trouve que chaque branche du try : : : with : : : rend une valeur

ordinaire et non une exception, on peut donc factoriser l'appel de Mx unit de

la manière indiquée en �gure 3.6. Cette astuce ne s'applique pas en général,

comme en témoigne le codage de Hu�man ci-dessus.

3.8 Conclusion

Le procédé indiqué dans ce chapitre fournit une solution assez naturelle

à utiliser pour qui veut dé�nir des programmes fonctionnels munis d'ex-
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Blue !

mx unit

(mx try

(core cop t1) (fun v1 !Nd(Red,v1))

(fun !(Nd(Red,t1))))

Fig. 3.6 � Variante prédicative

ceptions et corrects par construction. Les obligations de preuve sont les

mêmes que si l'on utilisait un type somme type normal+ exception levée à la

place de type normal. La monade des exceptions de [136], par exemple, ef-

fectue une telle traduction. Son inconvénient est que dans le programme

résultant, chaque calcul d'une valeur v de type T à partir d'une valeur

v0 de type T 0 se traduit systématiquement par l'analyse d'un élément de

T + exception levée, le calcul proprement dit puis l'encapsulation du résultat

v0 dans T 0+ exception levée. Le développement de l'algorithme d'uni�cation

mentionné dans la section 3.7.1 a également été conçu de cette manière à

l'origine.

Le mécanisme sous-jacent mis en ÷uvre ici repose en revanche sur des

continuations, de sorte qu'en cas de levée d'exception le contrôle passe im-

médiatement au niveau du gestionnaire ( try : : : with : : :) correspondant. Il

est plus simple et limité que les techniques de traduction par double néga-

tion � il ne fournit pas de callcc . Il faut plutôt y reconnaître le codage de la

somme en �-calcul, connu dès l'invention de ce dernier par Church, et dont

le typage imprédicatif a été proposé par Girard. Inversement, on peut consi-

dérer que la représentation des structures de données en �-calcul s'interprète

comme un calcul de continuations.



Chapitre 4

Le contrôle de conformité ABR

Ce chapitre est consacré à une petite success story des méthodes for-

melles : la preuve de correction d'un petit algorithme réactif et temps-réel,

preuve indispensable à la normalisation d'un protocole appelé l'ABR (Avai-

lable Bit Rate). Cette preuve a d'abord été faite au crayon [102, 103], quelques

invariants signi�catifs ont même été intégrés au document de normalisation

I.371 [67]. Elle a ensuite été formalisée ou reprise avec plusieurs outils, au

CNET et dans d'autres laboratoires, le plus souvent dans le cadre du pro-

jet national FORMA, puis du projet RNRT Calife [24, 29] et a ainsi servi

de terrain d'expérience pour di�érentes techniques de véri�cation automa-

tique par model checking, classique [7] ou temporisé [15, 25, 26, 62], par

réécriture et procédures de décision [50, 49, 127, 107] par des outils interac-

tifs [30, 134, 29, 98, 100, 115] et même de conception par ra�nements [2, 3].

Le principal auteur de l'algorithme est Christophe Rabadan [122]. A l'ori-

gine, le problème m'a été transmis par Francis Klay et c'est avec lui que les

ré�exions initiales ont été menées. Sa propre approche l'a conduit à propo-

ser une suite d'algorithmes aboutissant progressivement, au choix, à celui

qui était soumis ou à une version mieux conçue. Ces étapes facilitent la

formalisation et des expériences ont été menées au moyen d'outils de réécri-

ture [127, 128].

4.1 Contexte

L'ATM (Asynchronous Transfer Mode) est un mode de transmission d'in-

formations inventé au CNET Lannion au début des années 80 � sous le nom

de TTA (Technique de Transmission Asynchrone � dans le but de transpor-

ter des �ux de caractéristiques violemment opposées (données, voix, video)

sur les mêmes ressources physiques et sans perturbations perceptibles par

les usagers. Ces ressources étant évidemment bornées il est impossible de

garantir des critères de qualité de service � taux de pertes, gigue1, délai de

1Déformation d'un signal périodique.
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update

DGCRA

resource management cell

user network
ACR

data cell

Fig. 4.1 � Le contrôle de conformité

transmission, sans un minimum d'interaction avec les équipements aux fron-

tières du réseau. Dans la suite, ces derniers sont assimilés indi�éremment à

des terminaux ou à leur usager.

En ATM, chaque connexion est précédée d'une phase de négociation éta-

blissant la qualité de service garantie par le réseau en échange de paramètres

décrivant le débit moyen et ses irrégularités du �ux souhaité, paramètres ac-

ceptables ou non suivant l'état de congestion du réseau. A�n de protéger les

autres connexions, ces paramètres sont ensuite contrôlés dans un dispositif

situé entre le terminal et le réseau, appelé GCRA (Generic Cell Rate Algo-

rithm) ou DGCRA (Dynamic GCRA). Il s'agit essentiellement d'assurer que

le débit ne dépasse jamais ACR (Allowed Cell Rate), la valeur autorisée à

instant donné, ce qui revient à contrôler la durée séparant l'émission de deux

cellules successives2. Toute cellule en excès peut être supprimée.

Il existe di�érentes sortes de connexions ou capacités de transfert. Dans

les plus simples, ACR est constant et l'algorithme de contrôle ne présente

pas de di�culté particulière. La capacité ABR a été conçue pour les �ux

non prioritaires sujets à variations. Le débit peut augmenter si les ressources

sont disponibles, mais doit diminuer (dans les limites du contrat négocié) si

l'environnement l'exige.

Le problème de base se présente simplement (voir �gure 4.1). Pour chaque

connexion, le réseau calcule le débit admissible en fonction des demandes et

des ressources disponibles. Le résultat est envoyé à l'usager dans des cellules

de gestion dites RM (Resource Management) et ce dernier doit se conformer

aussitôt au débit indiqué.

2Les cellules sont des paquets indivisibles, leur taille est �xée à 53 octets : 48 octets de
données et 5 octets administratifs.



4.1. Contexte 55

t

τ2

τ3

Fig. 4.2 � Cellules à prendre en compte à la date t

Mais comme il y a nécessairement un temps de réaction, dû à la dis-

tance entre le dispositif de contrôle et l'usager d'une part et à la traver-

sée de couches matérielles et logicielles d'autre part, et que ce temps n'est

connu qu'approximativement (il est compris entre deux bornes appelées �3
et �2 pour des raisons historiques ; ces bornes sont déterminées en début de

connexion), n'importe lequel des débits transmis sur l'intervalle dessiné en

�gure 4.2 est susceptible d'avoir été utilisée par le terminal, en toute légiti-

mité.

C'est donc la valeur maximum transportée par les cellules RM de cet

intervalle qui doit être prise en compte au niveau du dispositif de contrôle.

Calculer ce maximum Acr(s) à l'instant précis s où il prend e�et prendrait

trop de temps au regard de la fréquence des cellules RM et des débits consi-

dérés. Aussi le calcul est-il e�ectué d'avance et placé dans un échéancier :

c'est le rôle du bloc update dans la �gure 4.1.

Même ainsi, il apparaissait aux yeux des opérateurs et constructeurs éla-

borant les normes qu'un echéancier exact et bon marché consommerait trop

de ressources (quelques dizaines à quelques centaines d'événements). L'idée

était donc d'utiliser un échéancier limité à deux événements, programmé as-

tucieusement de façon que l'écart entre la valeur délivrée ACR et la valeur

idéale Acr soit le plus faible possible.

Di�érentes propositions ont été faites, avec des algorithmes allant d'une

page à une dizaine de pages. Le problème épineux était alors de tenir la

qualité de service promise : en aucun cas l'usager ne doit perdre de cellules

légales. Autrement dit il fallait prouver qu'à tout instant s, ACR(s) est au

moins aussi grand que Acr(s). C'est ce qui a été fait sur l'algorithme dit

B', proposé par Christophe Rabadan et Annie Gravey [122]. Il est reproduit

aux �gures 4.3 et 4.4 dans le langage des commandes gardées de Dijkstra

où, comme en B, les assignations simultanées sont séparées par le symbole

� jj �. L'algorithme comporte très peu de variables. En dehors de ACR, il y

a tfi et tla, dates du premier et du dernier évènement de l'échéancier. Les

estimations de ACR prévues pour ces dates sont respectivement Efi et Ela.

La variable Emx contient le maximum de ces deux valeurs.
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if tk < tfi then

if Emx � ERk then

if tfi < tk+�3 then

if tk+�3 < tla _ tfi = tla then

Emx := ERk jj Ela := ERk jj tla := tk+�3
else

Emx := ERk jj Ela := ERk

else

if ACR � ERk then

Emx := ERk jj Efi := ERk jj Ela := ERk

jj tfi := tk+�3 jj tla := tk+�3
else

Emx := ERk jj Efi := ERk jj Ela := ERk jj tla := tfi

else

if ERk < Ela then

Efi := Emx jj Ela := ERk jj tla := tk+�2
else

Efi := Emx jj Ela := ERk

else

if ACR � ERk then

Efi := ERk jj Ela := ERk jj Emx := ERk

jj tfi := tk+�3 jj tla := tk+�3
else

Efi := ERk jj Ela := ERk jj Emx := ERk

jj tfi := tk+�2 jj tla := tk+�2

Fig. 4.3 � Algorithme I.371-B' (arrivée de la ke cellule)

4.2 Démarche

Considérant que nous pouvions nous placer sous les hypohèses d'un sys-

tème réactif synchrone [16], la démarche suivie a consisté à modéliser le

système sous forme d'un système de transitions temporisé comportant :

� des transitions instantanées (dites discrètes), qui correspondent soit à

l'échéance d'une mise à jour de ACR programmée dans l'échéancier, soit

à l'arrivée d'une cellule RM avec mise à jour immédiate de l'échéancier ;

� des transitions (dites continues ou temporisées) où le temps s'écoule

sans variation de l'état du système.
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ACR := Efi jj tfi := tla jj Efi := Ela jj Emx := Ela

Si tfi = tk, exécuter d'abord cette transition

puis l'algorithme de la �gure 4.3.

Fig. 4.4 � Algorithme I.371-B' (événement issu de l'échéancier)

C'est donc une adaptation des automates temporisés de Alur et Dill [5], sans

contrainte sur l'espace des états 3 : chaque événement de l'échéancier est

un couple comportant une date et une valeur de débit pour ACR. La date

pourrait être modélisée par une horloge (une variable qui croît dans le temps

avec une pente de 1, ou peut être remise à 0 par une transition discrète), mais

le type de la composante de débit n'est pas �ni � même s'il tient sur 48 bits,

cette donnée est manifestement déplacée. L'idée n'était pas d'appliquer un

outil de model checking sur une abstraction �nie du système, mais démontrer

que Acr(s) � ACR(s) est un invariant en utilisant la logique de Hoare.

4.2.1 Invariant

La principale di�culté dans ce genre de problème est de découvrir l'inva-

riant inductif convenable. Il s'est vite avéré que les explications informelles

existantes, essentiellement quelques diagrammes représentatifs de quelques

� situations typiques �, n'étaient d'aucun secours. L'algorithme lui-même

n'est pas des plus simples à lire, j'ai renoncé à essayer de le comprendre.

Une di�culté moins usuelle pour la logique de Hoare est la prise en

compte du temps, au sens quantitatif :

� Acr(s) � ACR(s) résulte d'actions e�ectuées sur l'état à des instants

antérieurs à s ;

� dualement, les dates programmées dans l'échéancier portent sur des

instants futurs ;

� en fait, sont importantes non seulement les dates programmées dans

l'échéancier mais toutes les dates intermédiaires, car l'échéancier exact

idéal comporte en général bien plus d'événements.

La première intuition qui a guidé la formulation de l'invariant était de voir

un échéancier comme la dé�nition d'une fonction f(t) à comparer à Acr(t),

ou encore de voir Acr(t) comme un échéancier idéal constant. Il est en outre

très facile de formaliser Acr à partir de la �gure 4.2.

Mais Acr n'est pas directement utilisable car la valeur fs(t) programmée

à l'instant t dans l'échéancier de l'état s n'a aucune raison de respecter

3Une approche apparentée et sans doute plus proche de celle décrite ici est celle des

systèmes de transition chronométrés (clocked transition systems) de Manna et Pnueli [18,
71, 79]
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utd = false ) s = tfi (Iutd)

Emx = max(Efi; Ela) (Imax)

Ela = ERn (IEla)

tfi � tla � tn+�2 (I�l)

(tfi = s) utd = true))

tfi � s ) 8t; s � t ) Approx(n; t) � ACR
(Itfs)

ACR < Efi ) tfi � tn+�3 (IEt1)

Efi < Ela ) tla � tn+�3 (IEt2)

tfi = tla ) Efi = Ela (IttE)

8t s � t < tfi ) Approx(n; t) � ACR (IUb1)

8t tfi � t < tla ) Approx(n; t) � Efi (IUb2)

8t tla � t ) Approx(n; t) � Ela : (IUb3)

Fig. 4.5 � Invariant de l'algorithme I.371-B'

l'inégalité voulue si t est tant soit peu éloigné de s : l'arrivée de la prochaine

cellule RM remettra les prévisions en cause.

La comparaison est donc faite par rapport à la valeur prévisible compte-

tenu des cellules RM connues. Plus précisément, on introduit une suite de

fonctions Approxn(t) qui est dé�nie comme Acr mais en ne prenant en

compte que les n premières cellules RM. On véri�e facilement que cette

suite converge vers Acr quand n tend vers l'in�ni, et qu'elle est à jour pour

la date courante.

Lemme 1 En notant n(s) le nombre de cellules reçues à l'instant s, on a

Approxn(s)(s) = Acr(s).

L'invariant est alors formulé au moyen de Approx (�gure 4.5). Cette

version [100] comporte une variable supplémentaire, utd, sur laquelle nous

revenons plus bas. On retrouve l'invariant initial de [102, 103] en faisant

utd = true. Le théorème désiré est une conséquence simple du lemme 1 et

des invariants Itfs et IUb1 dans lesquels ont prend t = s : il su�t d'examiner

les deux cas tfi � s et s < tfi (le dernier cas représente un échéancier

vide). On peut aussi noter que les invariants IUb1, IUb2 and IUb3 signi�ent

que Approx(n; t) � f(t) pour t � s, où f(t) est dé�nie par : f(t) = ACR

pour s � t < tfi, f(t) = Efi pour tfi � t < tla et f(t) = Ela pour

tla � t.

Un lemme clef pour la démonstration est la caractérisation incrémentale

suivante de Approx.
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Lemme 2 La fonction Approxn est calculée à partir de Approxn�1 de la

manière suivante :

t < tn + �3 tn + �3 � t < tn + �2 tn + �2 � t

Approxn�1(t) max(Approxn�1(t);ERn) ERn

On démontre alors :

Théorème 1 A tout instant s on a Acr(s) � ACR.

4.2.2 Modèle d'exécution

On n'échappe pas aux problèmes usuels de continuité à gauche des sys-

tèmes temporisés, qui se présentent lorsque le temps atteint la date d'exé-

cution d'une transition discrète. Dans le modèle d'exécution l'invariant doit

toujours être conservé a�n que le raisonnement par récurrence sous-jacent

soit valide.

Dans le cas de l'ABR, l'arrivée d'une cellule RM ne pose pas de problème :

son e�et sur Acr est dans le futur et la relation Acr(s) � ACR n'est donc pas

falsi�ée. Elle peut l'être, en revanche, lorsque le temps atteint tfi : c'est

précisément le but de la transition de l'échéancier de rétablir la situation.

Trois procédés di�érents ont été utilisés pour éviter que la récurrence soit

brisée. La première version [102, 103] utilise un système temporisé � impur � :

les transitions discrètes sont précédées d'une progression du temps de sorte

que l'état intermédiaire où t = tfi mais où les a�ectations de la �gure 4.4

sont à faire n'est même pas considéré. Un inconvénient de cette approche est

que la garde de ces transitions se complique : il faut indiquer que dans le

laps de temps écoulé aucun événement ne peut se produire. Il s'agit d'une

redondance par rapport aux transitions continues, qui ont précisément pour

e�et de faire avancer le temps sous cette condition. Cela pourrait aussi être

une source de complications techniques s'il fallait e�ectuer un produit de

plusieurs systèmes semblables.

La modélisation e�ectuée par Béatrice Bérard et Laurent Fribourg [25] et

reprise dans un travail en commun [26] introduit dans l'état une composante

supplémentaire qui a un e�et très subtil : la condition d'observation, matéria-

lisée par le franchissement d'une transition snapshot est inhibée exactement

dans l'état éphèmère où l'inégalité demandée est falsi�ée (voir la �gure 4.9).

En l'occurrence c'est précisément lorsque l'échéancier devient vide. La di-

chotomie transitions discrètes/transitions temporisées est alors parfaitement

respectée.

En�n, pour revenir au plus près de l'algorithme normalisé, la version

présentée dans [100] introduit un booléen utd (up to date). L'idée sous-

jacente est d'indiquer que le système est dans un état stable où, par dé�nition,

le temps peut progresser, au moyen d'un jeton qui circule entre le temps
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stb = true ) ctl = true (Iutd)

(tfi = s ) ctl = true ) stb = true))

tfi � s ) 8t; s � t ) Approx(n; t) � ACR
(Itfs)

Fig. 4.6 � Nouveaux invariants de l'algorithme I.371-B'

Transitions d'échéancier

stb = false (Gi0)

s = tfi (Gi1)

Arrivée d'une cellule RM

s = tbk (Ge1)

tfi = tbk ) ctl = false (Ge2)

Transitions de temps

stb = true (Gt0)

s � s0 (Gt1)

s < tfi ) s0 � tfi (Gt2)

8i :nat s < tbi ) s0 � tbi (Gt3)

Fig. 4.7 � Gardes des transitions

(utd = true) et le système discret (utd = false) : seule une transition discrète

peut faire passer utd à true, marquant la terminaison des calculs de l'instant

courant, et seule une transition temporisée peut e�ectuer l'inverse.

Pour conserver la dichotomie entre les deux sortes de transition, il faut

considérer utd comme une composante propre au modèle d'exécution général

mais étrangère au modèle du système étudié : utd intervient dans l'invariant

mais n'est pas testée par le système (contrairement à la composante d'état

de la solution de [25, 26]).

L'invariant principal qui s'ensuit de celui de la �gure 4.5 est donc :

utd = true ) Approx(n; s) � ACR : (Imain)

Pour démontrer le théorème 1 il faut donc véri�er la propriété de vivacité

utd = false ) �0(utd = true), où �0P signi�e que P devient fatalement
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stb

ctl

:stb

ctl

:stb

:ctl

s0 6=tfi ^ s0 6=tbk

(Gt1)^(Gt2)^(Gt3)

s:=s0

s0=tfi _ s0=tbk

(Gt1)^(Gt2)^(Gt3)

s:=s0

s=tfi

tfi=tbk

s=tbk (RM)

s=tbk (RM)

tfi 6=tbk

s=tfi

tfi 6=tbk

Fig. 4.8 � Transitions du système I.371-B' + temps

vrai à la date courante. Cela est trivial ici, compte tenu de Iutd et du fait

que la transition d'échéancier établit utd = true.

Pour un système quelconque, cela correspond à l'obligation d'assurer la

progression du temps au moyen d'un lemme de terminaison énonçant que

toute suite de transitions (discrètes) débutant dans un état instable aboutit

à un état stable.

Dans la version [100], le modèle d'exécution présenté ici n'est cependant

pas tout à fait respecté : utd n'est utilisée que pour le tir d'un événement de

l'échéancier. Cette optimisation fonctionne parce que l'arrivée d'une cellule

RM n'a d'e�et que sur des valeurs ultérieures de ACR (et Acr), mais on ne

peut plus a�rmer que le système est stable si et seulement utd = true.

En particulier, si la date tfi coïncide avec l'arrivée d'une cellule RM, on a

alors une réaction instantanée comportant deux transitions successives, entre

lesquelles utd passe à true (le traitement de la cellule RM vient en second).

La présente synthèse a été l'occasion de pousser la démarche jusqu'au

bout. La variable utd est remplacée par stb (stable), qui respecte stricte-

ment la politique du jeton. Il est alors nécessaire de matérialiser l'état fugitif

intermédiaire qui apparaît lors d'une collision, par exemple au moyen d'un

booléen de contrôle ctl qui ne fait que formaliser l'obligation (mentionnée

dans la spéci�cation) d'exécuter les deux transitions dans un ordre précis4.

4Cette variable n'intervient donc pas dans les transitions temporisées. Sa valeur est



62 Chapitre 4. Le contrôle de conformité ABR

Une modi�cation convenable de l'invariant est indiquée en �gure 4.6. Les

gardes des transitions internes (échéancier), externes (arrivée de la ke cellule

RM) et de passage du temps sont dans la �gure 4.7. Les deux dernières (Gt2)

et (Gt3), indiquent que le temps ne peut franchir une date programmée (tfi)

ou d'arrivée de cellule (tbi avec i quelconque). La garde stb = false n'est

utile que pour la transition interne. Le système de transition qui en résulte

est schématisé en �gure 4.8. Seules les variables stb et ctl y sont représen-

tées. Le temps peut augmenter au cours d'une transition si, et seulement si,

la source de cette dernière est l'état de gauche. Les arcs étiquetés par l'arrivée

d'une cellule RM (respectivement par s = tfi) correspondent à l'exécution

d'un même algorithme, celui de la �gure 4.3 (respectivement 4.4).

4.3 Formalisation en Coq

La véri�cation de l'invariant ci-dessus n'est pas vraiment di�cile mais

couvre une dizaine de pages de calculs fastidieux, avec les risques que cela

implique. Ils ont été véri�és mécaniquement avec Coq [98, 100] � ainsi que

l'ensemble de la démarche � ce qui a permis au passage de recti�er la démons-

tration de l'une des 80 obligations de preuve. La valeur du résultat principal

ne réside pas dans sa profondeur mais dans la simplicité de son énoncé : tout

tient dans le théorème 1 et dans la formulation suivante de Acr (qui n'est pas

la plus élégante, mais c'était celle fournie par le comité de normalisation) :

Acr(t) = maxfERi j i 2 I(t)g

i 2 I(t) ssi (t� �2 < ti � t� �3) _ (ti � t� �2 < ti+1)

t1 < t2 < : : : tn < : : :

On fait naturellement appel à l'ordre supérieur pour exprimer la ca-

ractérisation incrémentale de Approx (lemme 2). Le système lui-même est

représenté par un espace d'états state(s) et trois fonctions de transition de

state(s) vers state(s0). Le type state(s) est un type record comprenant

les composantes ACR, tfi, Efi, tla, Ela et Emx, ainsi que des composantes

pour les invariants. Pour les transitions temporisées on a s � s0 et une

garde assurant qu'aucun événement n'a lieu dans l'intervalle. Pour les tran-

sitions discrètes on a s = s0. Leur dé�nition est exprimée en posant un but

state(s0) sous l'hypothèse state(s), en fournissant les valeurs de ACR : : : Emx

appropriées, puis en résolvant les sous-buts engendrés pour les composantes

correspondants aux invariants. Les obligations de preuve sont bien entendu

les mêmes que celles obtenues auparavant à la main par calcul des plus

faibles préconditions. Nous avons vu au 2.4.4 comment certaines étapes de

véri�cation ont été automatisées.

toujours true, sauf dans l'état fugitif entre les deux transitions à exécuter consécutivement
si une cellule RM arrive à la date tfi.
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4.4 Autres expériences

4.4.1 Utilisations de B

Dans la mesure où une bonne partie de la véri�cation est un calcul de

plus faible précondition, on pouvait penser que les outils de la méthode

B [2] s'appliqueraient aisément. L'expérience a été tentée en 98 avec deux

étudiants (G. Blorec et P. Chavin) mais n'a pas été concluante. Les di�cultés

principales trouvaient leur cause dans l'utilisation de la famille de fonctions

Approx dans l'invariant : en B, une fonction est simplement un ensemble de

couples, et il est préfèrable de ne considérer que des relations à domaine �ni.

Par la suite, J-R. Abrial a repris le problème sous un angle complètement

di�érent [3]. Il s'agissait de reconstruire par ra�nements successifs une solu-

tion à la spéci�cation intiale. C'est l'une des toutes premières expériences à

l'origine du B événementiel [4]. Il en est résulté un algorithme, certes un peu

di�érent de celui de la norme, mais nettement plus compréhensible et où les

décisions conceptuelles sont claires.

4.4.2 Dans le cadre de FORMA

Plusieurs équipes ont essayé des outils de model checking ou d'inférence

d'invariants dans le cadre du projet FORMA5, qui réunissait des laboratoires

académiques ou industriels autour d'applications issues des télécommunica-

tions, du nucléaire et de l'avionique.

Sans entrer dans les détails, l'ABR n'a pu être véritablement traité par les

outils automatiques en prenant comme référence la spéci�cation initiale. Lors

d'une première tentative, au moyen de MEC [7] et Uppaal [15], l'équipe du

LaBRI a cherché à reproduire la propriété désirée au moyen d'un automate

e�ectuant continuellement les calculs de maximum et codé aussi naïvement

que possible, de façon à minimiser les biais de transcriptions. Cette approche

s'est malheureusement heurtée à une explosion du nombre d'états qui a li-

mité la véri�cation à des con�gurations éloignées de la réalité (en termes de

fréquences d'événements).

La tentative suivante (au LSV) a permis de retrouver automatiquement

les invariants avec GAP et HyTech, en e�ectuant la comparaison par rapport

à la version opérationelle de Acr � celle qui est exprimée dans Approx. Nous

y revenons au 4.5.2.

Par ailleurs des recherches ont été menées sur la génération automatique

de jeux de test guidée par une démonstration déductive.

5Ce projet, animé par J. Sifakis, était �nancé partiellement par le Ministère de la
Recherche, le CNRS et la DGA.
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4.4.3 Outils de réécriture et procédures de décision

Des outils de démonstration automatique ont été appliqués sur des al-

gorithmes de contrôle de conformité manipulant des listes d'événements. Il

s'agit de Spike [21], qui se situe dans la tradition des systèmes de réécriture

et automatise la découverte d'invariants inductifs, et de PVS [108, 107], qui

met en ÷uvre des procédures de décision puissantes sous le contrôle d'une

démarche interactive. Les résultats sont décrits dans [128]. Pour maximiser

les opportunités d'automatisation , la spéci�cation a été rédigée en logique

du premier ordre. Cependant, la preuve relatée a demandé une intervention

humaine importante.

4.5 Synthèse des invariants avec GAP et HyTech

4.5.1 GAP

GAP [50] est une mise en ÷uvre de la procédure de Revesz [123] dévelop-

pée à l'ENS-DMI par Julian Richardson et Laurent Fribourg. Elle prend en

entrée un programme Datalog 6 mettant en relation des entiers relatifs et cal-

cule une formule �nie caractérisant son plus petit point �xe. Les contraintes

arithmétiques doivent être de la forme X+c < Y , X+c � Y , c � X, X = Y

ou X = c, où X, Y désignent des variables et c une constante. Elle procède

par chaînage avant en ordonnant les contraintes, la terminaison est garantie

par le lemme de Dickson.

En transcrivant sous cette forme le produit de la relation de transition de

l'algorithme de conformité B' avec une relation de transition d'observation

appropriée, Laurent Fribourg a engendré la formule caractérisant les inva-

riants de cet ensemble et véri�é que ceux de la �gure 4.5 en font partie [49].

Deux astuces méritent d'être notées. La première est spéci�que à la procé-

dure de décision de Revesz : les contraintes arithmétiques permises excluent

les termes additifs qui apparaissent naturellement comme s + �2. La véri�-

cation a donc porté sur une variante de B' où les additions sont éliminées,

mais dont la correction implique celle de B'.

La seconde idée est assez classique et de portée plus générale, elle consiste

à éliminer la quanti�cation sur t dans les invariants Itfs, IUb1, IUb2 et IUb3 en

considérant t comme un paramètre. La relation d'observation est simplement

la projection de la relation de transition de la fonction Approx sur une date

cible t choisie arbitrairement. La mise à jour à e�ectuer porte alors sur une

valeur simple Approxt et non sur une fonction �t Approx(t), ce qui permet

de rester au premier ordre.

6Datalog est la variante de Prolog où les termes sont d'arité nulle. Par exemple chemin

est un programme Datalog mais pas conc.
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Less

s�tfi

Greater

UpdAL

UpdAG

EndB

s=tfi<tla

s<tfi

snapshot

snapshot

s=tfi=tla

newRM

asap

[7] ou [8]

s<tfi

newRM

asap

[1] ou [2] ou ::: ou [6]

Fig. 4.9 � Modèle de B' en HyTech (source : LSV [25])

4.5.2 Hytech

La même idée a été utilisée avec HyTech [62], un outil de model che-

cking sur des automates temporisés paramétriques provenant de l'équipe de

T. Henzinger à l'université de Berkeley [25]. Les paramètres ont été utilisés

pour travailler sur des représentations symboliques de �2 et �3 (en Uppaal

il fallait prendre des instances numériques qui, pour des valeurs réalistes,

contribuaient à l'explosion combinatoire). L'avantage de HyTech sur GAP

est d'autoriser des sommes dans les contraintes arithmétiques, ce qui a per-

mis de travailler sur le modèle schématisé en �gure 4.9 qui est beaucoup

plus proche de l'algorithme B' (les variables et les a�ectations ne sont pas

explicitées). En revanche la terminaison n'est pas garantie, mais dans le cas

de l'ABR les calculs ont convergé.

4.5.3 Mise en question de ce modèle

Le modèle précédent comporte une composante qui n'existe pas dans

la norme : la � place � qui peut prendre les valeurs Less, Greater, UpdAg,

UpdAL, et EndB. Ce n'est pas neutre car il ne s'agit pas seulement d'une

caractérisation de l'état du système mais bien d'une composante de contrôle

qui est utilisée pour prendre des décisions.

Les valeurs UpdAg et UpdAL sont bénignes, elles représentent des états

fugitifs rendus nécessaires par une limitation du langage d'entrée de HyTech,
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qui oblige à séparer la réception d'une cellule et la réaction de mise à jour.

A vrai dire, on pourrait critiquer la présentation de l'algorithme faite dans

les �gures 4.3 et 4.4 pour la raison inverse : dans la norme I.371, les a�ecta-

tions sont séquentialisées, faisant apparaître des états intermédiaires qui ont

disparu avec les a�ectations simultanées. Dans tous les cas la distance entre

le modèle et la norme reste très modeste.

La valeur EndB est plus étrange. Rappelons que cet état provient de

la projection de Approx sur sa seconde composante dans une perspective

d'automatisation. Cela est possible car Approx(n; t) et Approx(n; t0) sont

indépendants si t 6= t0. Mais l'utilisation de EndB transforme un système

vivant en un système qui sera bloqué lorsque la date d'observation cible sera

atteinte. On se convainc intuitivement qu'il s'agit d'un arti�ce de véri�cation

sans conséquence réelle.

En fait il est possible d'adapter la preuve Coq exposée au 4.3 à la preuve

par invariants inductifs de [26] en supprimant UpdAg, UpdAL et EndB. Mais

on ne peut se passer de Less et Greater, il y a donc introduction d'un booléen

supplémentaire dans B' (sans lien clair avec ctl).

C'est pour éviter cette composante d'état ad-hoc que utd a été introduit

dans [100], puis stb dans ce document. L'approche indiquée au 4.2.2 semble

s'étendre à un système quelconque.

4.6 En guise de conclusion : le projet Calife

4.6.1 Complémentarité des approches précédentes

Les expériences relatées ci-dessus ont illustré � ou con�rmé, s'il en était

besoin � la complémentarité entre la véri�cation automatique et la véri�ca-

tion interactive.

Une logique puissante nous a donné les éléments pour exprimer l'énoncé

à démontrer sous une forme convaincante (qui est particulièrement simple

dans le cas de l'ABR) et pour formaliser la démonstration. Cela nous place

d'emblée dans un cadre indécidable où il est inévitable que les lignes essen-

tielles de la démonstration soient issues de l'intervention humaine. Mais les

buts pouvant être résolus automatiquement sont assez simples (cela varie sui-

vant les outils et les versions), ce qui conduit à un travail de décomposition

non négligeable.

L'utilisation d'outils automatiques a automatisé la recherche d'étapes

de démonstration beaucoup plus consistantes. Cela demande de reconnaître

une classe de problèmes décidables pertinente, ainsi qu'un travail conceptuel

important lors de l'étape de modélisation de façon à mettre le problème initial

sous la forme adéquate. La question de la �délité de cette dernière se pose

alors avec acuité. Mais on peut très bien envisager d'étudier les abstractions

e�ectuées au moyen d'un assistant interactif.
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4.6.2 Vers une combinaison des approches

Le projet RNRT Calife7 s'inscrit dans la mouvance actuelle des méthodes

formelles visant à intégrer techniques automatiques et interactives. Il est or-

ganisé en six sous-projets, allant de travaux fondamentaux sur les techniques

de spéci�cation et véri�cation à des applications liées aux problèmes de qua-

lité de service dans les télécommunications.

Sur le plan fondamental, un nouveau noyau logique de Coq est mis au

point, intégrant de nouveaux résultats sur la réécriture à l'ordre supérieur et

la modularité a�n d'améliorer la puissance d'expression du système. Concer-

nant l'automatisation des démonstrations, des techniques pour améliorer l'ef-

�cacité de procédures de décision au moyen de la ré�exion sont développées

(il s'agit de remplacer un procesus déductif par l'évaluation d'un �-terme).

C'est dans ce cadre qu'a été conçu une interface permettant de déléguer, en

toute sécurité, des buts exprimés dans une théorie équationnelle à Elan, un

moteur de réécriture très performant. Un autre axe concerne les techniques

d'abstraction, qui permettent de réduire la complexité de la recherche des dé-

monstrations. Les travaux sur le test démarrés dans FORMA s'y poursuivent

également.

Plus près des applications, un modèle général pour des systèmes tem-

porisés a été dé�ni. Pour l'essentiel, il reprend le modèle classique de Alur

et Dill en ne conservant que la sémantique d'exécution (avec la distinction

entre transitions discrètes et continues), et en levant les contraintes sur le

type des états qui avaient été introduites en vue de résultats de décidabilité.

De la sorte, il devient possible de modéliser un système réelle librement et de

raisonner formellement sur les abstractions e�ectuées lorsqu'on se ramène à

un modèle restreint à dessein [24]. Des bibliothèques Coq et Isabelle formali-

sant ce document sont disponibles [29], les prochaines versions béné�cieront

des nouveautés introduites dans les sous-projets plus fondamentaux.

Ces bibliothèques ont été expérimentées sur le contrôle de conformité

ABR. Les applications visées actuellement portent sur des protocoles de dif-

fusion (multicast) issus de l'IETF.

7Les partenaires de ce projet sont le LaBRI (université de Bordeaux), le LSV (ENS

Cachan), le LRI (université de Paris-Sud), l'INRIA Rocquencourt et Lorraine, CRIL Tech-
nology FTR&D et, durant la première année, Alcatel.
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Annexe A

Equivalence d'analyseurs

Au chapitre 2 nous avons indiqué comment dériver le programme Prolog

d'analyse syntaxique (2.54) - (2.58) à partir d'une formulation fonctionnelle

exprimée par (2.59) - (2.63). Cette annexe indique les étapes de la démonstra-

tion formelle de l'équivalence entre ces deux formulations. Le script complet

est disponible sur requête à l'auteur.

Mutual Inductive exp : Set :=

| Cst : exp

| Moins : exp ! exp ! exp

| Mult : exp ! exp ! exp

| Puiss : exp ! exp ! exp:

Version fonctionnelle

De�nition ide := [x : exp]x :

Inductive kf : (exp ! exp) ! (exp ! exp) ! (exp ! exp) ! Set :=

| Fpu : (kx ; ky ; kz : exp ! exp) (kf kx ky kz ) !

(kf [x ](kx (Puiss x Cst)) ky kz )

| Fmu : (kx ; ky ; kz : exp ! exp) (kf kx ky kz ) !

(kf ide [y ](ky (Mult y (kx Cst))) kz )

| Fmo : (kx ; ky ; kz : exp ! exp) (kf kx ky kz ) !

(kf ide ide [z ](kz (Moins z (ky (kx Cst)))))

| Feps : (kf ide ide ide):

Inductive pexpf : exp ! Set :=

| Pf : (kx ; ky ; kz : exp ! exp) (kf kx ky kz ) ! (pexpf (kz (ky (kx Cst)))):

Programme Prolog dérivé selon 2.5.2

Inductive ke : exp ! exp ! exp ! exp ! exp ! exp ! Set :=
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| Kpu : (x1 ; x2 ; y1 ; y2 ; z1 ; z2 : exp)

(ke (Puiss x1 Cst) x2 y1 y2 z1 z2 ) ! (ke x1 x2 y1 y2 z1 z2 )

| Kmu : (x ; x2 ; y1 ; y2 ; z1 ; z2 : exp)

(ke Cst x2 (Mult y1 x2 ) y2 z1 z2 ) ! (ke x x y1 y2 z1 z2 )

| Kmo : (x ; y ; x2 ; y2 ; z1 ; z2 : exp)

(ke Cst x2 x2 y2 (Moins z1 y2 ) z2 ) ! (ke x x y y z1 z2 )

| Keps : (x ; y ; z : exp) (ke x x y y z z ):

Inductive pexp : exp ! Set :=

| Pe : (x ; y ; e : exp) (ke Cst x x y y e) ! (pexp e):

Équivalence entre kf et ke

Theorem kf ke :

(kx ; ky ; kz : exp ! exp) (kf kx ky kz ) !

(x ; y ; z : exp) (ke x (kx x ) y (ky y) z (kz z )):

Inductive trouve ke [x1 ; x2 ; y1 ; y2 ; z1 ; z2 : exp] : Set :=

Exke : (kx ; ky ; kz : exp ! exp) (kf kx ky kz ) !

(kx x1 ) = x2 ! (ky y1 ) = y2 ! (kz z1 ) = z2 !

(trouve ke x1 x2 y1 y2 z1 z2 ):

Theorem ke kf :

(x1 ; x2 ; y1 ; y2 ; z1 ; z2 : exp) (ke x1 x2 y1 y2 z1 z2 ) !

(trouve ke x1 x2 y1 y2 z1 z2 ):

Équivalence entre les parseurs

Theorem pexpf pexp : (e : exp) (pexpf e) ! (pexp e):

Theorem pexp pexpf : (e : exp) (pexp e) ! (pexpf e):



Annexe B

Logique linéaire

Cette annexe a pour but de rappeler les notions de logique linéaire utili-

sées à la �n du chapitre 2 ainsi que les notations utilisées.

La logique linéaire [52] est une logique constructive due à Jean-Yves Gi-

rard. En tant que calcul, elle manipule primitivement des ressources devant

être consommées exactement une fois. Si f est une � fonction linéaire � de

A vers B, (son type est noté A�ÆB), et si x est une ressource de type A, on

peut appliquer f à x et obtenir une ressource de type B. En termes logiques,

cela s'exprime en démontrant le séquent A;A �Æ B a B. Dans le proces-

sus, f et x sont nécessairement consommées : on ne peut pas démontrer

A;A�ÆB a A ^ B ou A;A�Æ B a A�ÆB par exemple.

Si f utilise deux fois son argument, il faut l'expliciter dans son type qui

devient A�ÆA�ÆB. Le typage est donc beaucoup plus précis que d'habitude,

mais on a aussi besoin de typer des fonctions traditionnelles utilisant leur

argument un nombre indéterminé de fois. Le type d'une ressource inépuisable

de A est noté !A, l'opérateur de répétition � ! � est dit exponentiel. Un

habitant de !A peut être vu comme une valeur traditionnelle de type A, et on

retrouve la �èche usuelle A!B en écrivant !A�ÆB. Cette décomposition de

la �èche intuitionniste est historiquement issue d'une étude de la sémantique

dénotationnelle du �-calcul typé.

Dans le calcul des séquents correspondant, l'usage des règles de contrac-

tion et d'a�aiblissement (respectivement duplication et e�acement en lec-

ture ascendante) est donc strictement contrôlé par les exponentielles. Il y a

alors deux façons non équivalentes de dé�nir la conjonction et la disjonction,

suivant la façon de gérer le contexte (cela apparaîtra dans les règles de la

�gure B.1) : la forme multiplicative, qui sépare les ressources et la forme

additive, qui les partage.

Les notions correspondant aux structures de données usuelles, produit et

somme, sont respectivement représentées par la conjonction multiplicative

A � B (juxtaposition d'une ressource de type A et d'une ressource de type

B) et la disjonction additive A�B.
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Il est possible de consommer un produit comme suit :

A�B;A�ÆB �Æ C a C:

Pour consommer une somme, il faut un analogue de if : : : then : : : else : : :,

c'est la conjonction additive N qui joue ce rôle :

A�B; (A�Æ C)N(B �Æ C) a C:

On peut voir ANB comme la superposition d'une ressource de type A et

d'une ressource de type B. À partir d'un habitant de ANB on peut retrouver

(et consommer) au choix l'habitant sous-jacent de A ou de B, mais seulement

l'un des deux ! On a les théorèmes :

ANB;A�Æ C a C

ANB;B �Æ C a C

ANB; (A�Æ C)� (B �Æ C) a C

La disjonction multiplicative AOB est une version symétrique de A�ÆB

qui apparaît naturellement en logique linéaire classique : un séquent de la

forme A1; A2 : : : a B1; B2 : : : est équivalent à a (A1�A2 : : :)�Æ (B1OB2 : : :).

On dispose d'une absurde ? et d'une � négation � linéaire involutive A?

équivalente à A�Æ? véri�ant A;A? a. Elle permet d'écrire les procédés de

consommation ci-dessus de façon plus élégante :

A�B;A?NB?
a

ANB;A? �B?
a

A�B;A?OB?
a

AOB;A? �B?
a

Les connecteurs �, �, N et O ont des éléments neutres qui sont respective-

ment 1, 0, > et ?. Les quanti�cateurs du premier ordre se comportent de

manière additive. On a aussi une équivalence entre !(ANB) et !A� !B, d'où

l'appellation � exponentielle �.

Pour notre propos au 2.5, le fragment intuitionniste sans exponentielles

est su�sant. La �gure B.1 donne les règles en calcul des séquents. Une syn-

taxe pour les termes propositionnels correspondants est donnée en �gure B.2.

Pour les règles d'introduction à gauche de � et N nous employons une syn-

taxe par �ltrage. Les séquents manipulés sont donc de la forme � a t : A où

� est une séquence de déclarations p : T , où p est un motif, c'est-à-dire une

variable, ou un couple x:y ou x 8 y où x et y sont des motifs.
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A a A

� a A �; A a B

�;� a B
CUT

�; A;B a C

�; A�B a C
�L

� a A � a B

�;� a A�B
�R

� a A �; B a C

�;�; A�ÆB a C
�ÆL

�; A a B

� a A�Æ B
�ÆR

�; A a C

�; ANB a C
NL1

�; B a C

�; ANB a C
NL2

� a A � a B

� a ANB
NR

�; A a C �; B a C

�; A�B a C
�L

� a A

� a A�B
�R1

� a B

� a A�B
�R2

�; [x := t]A a C

�;8xA a C
8L

� a A

� a 8xA
8R

�; A a C

�;9xA a C
9L

� a [x := t]A

� a 9xA
9R

� a A

�;1 a A
1L

a 1
1R

? a
?L

� a

� a ?
?R

�;0 a A
0L

� a >
>R

Fig. B.1 � Calcul des séquents linéaire intuitionniste
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x : A a x : A

� a t : A �; x : A a s : B

�;� a [x := t]s : B

�; x : A; y : B a t : C

�; x:y : A�B a t : C

� a t : A � a s : B

�;� a t:s : A�B

� a t : A �; y : B a s : C

�;�; f : A�Æ B a [y := (ft)]s : C

�; x : A a t : B

� a �Æx t : A�ÆB

�; x : A a t : C

�; x 8 y : ANB a t : C

�; y : B a t : C

�; x 8 y : ANB a t : C

� a t : A � a s : B

� a t 8 s : ANB

�; x : A a t : C �; y : B a s : C

�; z : A�B a ( case z of inl(x)) t

j inr(y)) s) : C

� a t : A

� a inl(t) : A�B

� a s : B

� a inr(s) : A�B

Fig. B.2 � termes linéaires intuitionnistes
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