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Résumé Cet article présenteune esquissed’un cadreunifié pour poseret résoudredes
problèmesdecontrôleoptimalenprésencedeperturbationsincontrôlées.Aprèsavoir poséle
cadregénéral,nousregardonsdeprèsun casconcretoù le contrôleurestun ordonnanceret
lesperturbationssontliéesàdesincertitudessurla duréedestâches.

1. INTRODUCTION

Je voudraisprofiter de cette occasionpour présen-
ter un article libre de tout “nouveau résultatorigi-
nal”, sansprétendremettrequelquechosedenouveau
sous le soleil. Je décrirai ce que je considèreêtre
l’essencede nombreusesactivités concernéespar la
mise au point de systèmesfondéssur des modèles
mathématiques,sans,je crois, dire quoi que ce soit
qui nesoit pasconnudansl’une desnombreusesdis-
ciplines et communautésqui s’occupentde cespro-
blèmes.Cependant,je croisquemettretout cecisous
la forme ici présentea une valeur “synergique” qui
va au-delàd’une collection de résultats,algorithmes
et définitions informelles.Cet article a deux parties
principales.Dansla premièreje présenteunesortede
“théorie spécialede tout” où la conceptionde sys-
tèmeest vue commela synthèsed’une stratégieop-
timale dansun jeu dynamique.Nous commenccons
dansla section2 avec unediscussiongénéralede la
manièred’évaluer un systèmequi est soumisà des
perturbationsextérieures.Dansla section3 nousin-
troduisonsle modèlegénériquequenousutilisons,un
jeu dynamique“multi-étapes”entreun contrôleuret
son environnement.La restriction du problèmeaux
comportementsde longueur bornéeest le sujet de
la section 4 où elle est réduite (pour les systèmes
à tempsdiscret)à une optimisationsouscontraintes
standardededimensionfinie. La techniquederésolu-
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tion classiqueconnuesousle nommeprogrammation
dynamiqueest décritedan la Section5, suivie, dans
la section6, par la méthodealternative de recherche
heuristiqueen avant.Dansla deuxièmepartiede cet
article je m’intéresseà un casconcretde cet cadre,
le problèmed’ordonnancementavec incertitudebor-
néequi est modéliséecommeun jeu discretsur un
tempscontinuutilisant le modèled’automatetempo-
risé. La section7 tentede convaincrele lecteurque
l’ordonnancementtombe dansla catégoriedes pro-
blèmesdécritedansla premièrepartie.Le problème
de “job shop” est décrit dansla Section8 avec son
schémadesolutiontraditionnelbasésurl’optimisation
combinatoirenon-convexe. Dans la Section9 nous
montreronscommentceproblèmepeutêtrerésoluen
utilisantdesalgorithmesdepluscourtcheminsurdes
automatestemporisés.Lasection10étendleproblème
auxtachesdeduréesincertaines,et la section11décrit
un algorithmedeprogrammationdynamiquequi peut
trouver desstratégiesadaptative qui sont meilleures
quelesstratégiesdupire cas.

Les sujetsdiscutésdanscet article sont traités par
différentesdisciplineset sousdivers titres tels que
vérificationdesystèmes,synthèsedecontrôleur, prise
de décisionséquentielle,théoriedesjeux, processus
de Markov contrôlés,planificationen l’IA, contrôle
optimal et par modèleprédictif, algorithmesdu plus
court chemin,programmationdynamique,optimisa-
tion, jeux différentielsetc., chacuneavec sa propre
terminologie.Par exemple,ce qui estappelédansun
contexte une stratégie,peut être appeléailleurs une
politique,uneloi de feed-back,un contrôleurou une



règlede répartition.Pire encore,le mêmetermepeut
avoir dessensdifférentspour despublics différents.
J’ai fait de mon mieux pour choisir chaquefois le
terme(ou les termes)queje trouvais êtrele plus ap-
proprié pour la discussionet j’ai essayéde ne pas
passerd’un termeàl’autretropsouvent.Entoutcasje
m’excusepour la gênepotentielleoccasionnéà ceux
qui sonthabituésà leur terminologiespécifique.J’ai
aussiessayéde ne pasbiaiserla descriptionpar ma
propreexpériencedela théoriedesautomates.

2. OPTIMISATION STATIQUE

Tout au long de ce papier nous nous intéresserons
à des situationsqui ressemblentà des jeux à deux
joueurs.Un joueur, le contrôleur, représentele sys-
tèmeque nousvoulonsconcevoir tandisque l’autre
joueur, l’environnement, représentedesperturbations
externesen dehorsde notre contrôle.Le contrôleur
choisit desactions ����� , l’environnementchoisit	 ��
 et laisseceschoix déterminerle résultatdu
jeu. Le contrôleurveut que le résultatsoit aussibon
que possible,d’aprèsdescritèrespré-définis,tandis
que l’environnement,à moinsque l’on ne soit para-
noïaque,estindifférentaux résultats.Pourillustrer la
problématiquede l’optimisation d’une chosequi ne
dépendpasseulementdenosactionsnouscommenc-
consavec un simple jeu à un coupdu type introduit
dansle travail classiquedevonNeumannetMorgens-
tern. Soit �
����� ��� ����� , 
���� 	 ��� 	 ��� et soit le
résultatdéfini commeunefonction ��������
! #"
qui peutêtredonnéesousla formed’unetable

� 	 � 	 �� � � �$� � � ���� �%� � �&�'�
Nous voulons choisir parmi � � et ��� celui qui mi-
nimise � mais commedifférentschoix de 	 peuvent
conduireà différentesvaleursnousdevons spécifier
commentprendrecesvaleursen compte.Il y a trois
approchesgénériquespourévaluernotredécision:

– Pire cas : Chaqueactiondu contrôleurestévaluée
en fonction du pire dénouementqui peuten résul-
ter :

�(�*),+.-�/1032547698:�;�,<=� � 	 �,>%� �,<=� � 	 � > �;?
.

– Casmoyen: L’environnementestmodélisécomme
un agentstochastiqueagissantau hasardd’après
unedistribution deprobabilité@A�B
C ED F �HGJI et les
actionsducontrôleursontévaluéesselonle fonction
d’ésperancede � :

�(�K),+.-�/L0M2N@:< 	 �O>:P �,<=� � 	 �,>RQ @:< 	 � >:P �,<=� � 	 � > ?
– Castypique: L’évaluationest réaliséepar rapport

à un élémentfixe de 
 , disons	 � , qui représente
le comportementle plus “typique” de l’adversaire.

Cela correspondà renier l’existencede perturba-
tions incontrôléeset le problèmeest réduit à une
optimisationordinaire:

�S�K)O+.-�/L0M2T�,<=� � 	 �,> ?
Avant de passeraux jeux dynamiques,notonsce qui
arrive quand � estune fonction continuesur desen-
sembles� et 
 continues.L’analysede casmoyen
restedansle cadrestandardde l’optimisation conti-
nue, c’est-à-direl’optimisation d’une fonction à va-
leursréelles,maispasl’analysemin-maxdu pire cas.
Ceci peutexpliquer partiellementpourquoidansdes
domainestels que l’automatiquecontinueles pertur-
bationsstochastiquessontbeaucouppluspopulaires.

3. JEUX DYNAMIQUES

Un jeudynamiqueestunjeuoùlesjoueursparticipent
à une interaction continue étenduedans le temps.
Dansle contexte del’informatique,le termesystèmes
réactifs,inventépar Harel et Pnueli, est utilisé pour
désignerde tels objets.Un jeu estcaractérisépar un
espaced’étatsU et unerègledynamiquedela formeV�W �KXY< V � � � 	 >
déclarantqueà chaqueinstantla valeur“suivante”deV estunefonctiondesavaleuractuelleet desactions
desdeux joueurs.Danscettepartie de l’article nous
nousfocalisonssurlesjeux“synchrones”àtempsdis-
cretoù unetelle dynamiqueestsouventécritecomme
uneéquationderécurrencedela formeVRZ �KXY< VRZM[ �J� � Z � 	�Z >
maisnousgardonsà l’esprit l’existenced’autresmo-
dèlestels que les jeux différentielssur tempsdense
définisvia \V �KXR< V � � � 	 >
ou tel queles jeux plus “asynchrone”où desactions
peuvent avoir lieu sur de points arbitrairessur l’axe
du temps(déclenchementpar desévènementsplutôt
quepar le temps)et où les actionsdesdeux joueurs
n’ont pas à avoir lieu simultanément.De tels jeux
asynchronesserontutilisés plus tard pour modéliser
desproblèmesd’ordonnancement.

Nous supposonsque tous les jeux commencentpar
un état initial V�] et utilisons la notation ^V pour
uneséquenced’états(trajectoire)V D F IM� V D GJI_� ?O?O? � V Da` I .
De même, nous utiliserons ^� et ^	 pour des sé-
quencesd’actionsdejoueurs.Le prédicat(contrainte)b <H^V � ^� � ^	 > dénotele fait que ^V est le comportement
du systèmequandlesdeuxjoueursappliquentlessé-
quencesd’actions ^� et ^	 , respectivement:b <,^V � ^� � ^	 > ssi V D F I � V�]V D c I �KXR< V D c�d GJIM� �eD c I_� 	 D c If>hg c
Il est parfoisutile de voir le jeux commeun graphe
étiquetéorientédont les noeudssont les élémentsdeU et dont lesarrêtssonttouteslespairs < V � V W > telles
que XY< V � � � 	 > � V W pour un certain� et 	 . La partie



atteignablede ce graphede transition est le sous-
grapheobtenuparrestrictionàdesélémentsdeU pour
lesquelsun cheminpartantde V�] existe.Unenotation
alternativeutile pour

b <H^V � ^� � ^	 > est:

V D F IBikj �ml_n o j �pldR V D GJI�POPOP9ikj q lmn o j q ldY V Da` I ?
Il y adenombreusesmanièresd’assignerdesmesures
de performanceà de tels comportementsafin de les
compareret de trouver l’optimal. Par exemple,toute
fonction ����U
 #" sur desétatspeutêtreélevéeà
unefonctiondecoûtsurdesséquencesenlaissant

�,<,^V > � q
rts � �,< V D c If>

ou �,<,^V > �u476;8:�;�,< V D c I3> �Hcv� G ?t?w`x�;?
Une autre mesureutile est le temps minimal pour
atteindreun but y{z�U :

�,<H^V > �|4~}t�Y��c�� V D c I �Ty > �;?
Dans le cas plus général la fonction de coût peut
aussiprendreencomptelesprix associésauxactions
du contrôleur ^� . La naturedesfonctionsde coût dé-
penddu domained’application.Dansla vérification
discrète�,< V > est typiquementunefonction de valeur��F �HG � indiquantlesmauvaisétats,et vérifier lespro-
priétésd’invariance(c’est-à-diresi le systèmeévite
toujourscesmauvaisétats)revientàvérifiersi �,<H^V > �F pour l’extension-476;8 de � auxséquences.Dansles
domainescontinus certainesfonctions quadratiques
sur ^V ou d’autresnormessontsouvent utiliséespour
indiquerla distancede la séquence(trajectoire)à une
référence.Parfois le choix de la fonction de coût
est moins influencépar son adéquationau problème
et plus par l’existenced’une méthoded’optimisation
correspondante,surtout lorsquel’optimum doit être
calculéanalytiquement.

4. PROBLÈMESD’HORIZON BORNÉE

Nousallonsmaintenantnousrestreindreauxsituations
où nouscompareronsseulementdescomportements
d’unelongueurfinie fixée.Il y aplusieursraisonspour
seconcentrersur les décisionsd’horizon bornée.La
premièreest qu’il existe certainsproblèmesdu type
“contrôle à cible” ou “plus court chemin”, où tous
les comportementsraisonnablesconvergent vers un
état but en un nombrebornéd’étapes(mais par des
cheminsdecoûtsdifférents).Uneautreraisonestl’in-
tuition desenscommunselonlaquellele plus loin on
regardedansle futur, le moinsnosmodèlesdeviennent
fiables,etdoncil vautmieuxplanifierpourunhorizon
plus court et revoir le plan durant l’exécution(c’est
la basedu contrôle “model-predictive”). Pour finir,
lesproblèmesd’horizonbornéedansun tempsdiscret
peuventêtreréduità desproblèmesd’optimisationde
dimensionfinie.

Nous illustrons la formulationdu problèmepour les
situationssansadversaireavec desdynamiquesde la
forme V W ��XR< V � � > . Danscecasnouscherchonsune
séquencê�����eD GJIM� ?O?,? � �eD�` I qui est la solution du
problèmed’optimisationsouscontraintes

47}w��i �H<,^V > subjectto
b <,^V � ^� > ?

Ici nousutilisonsunefonction de coût fondéeseule-
ment sur ^V alors que le fait que ^V est le résultat
de la dynamique X sous contrôle � fait partie des
contraintes. Pourlesdynamiqueslinéaires,spécifiées
par V W � � V Q b � , et une fonction de coût li-
néaire, le problèmeest réduit à de la programma-
tion linéairestandard.Dansla vérificationdiscrèteoù
les dynamiqueset le coût sont définis logiquement,
le problèmeest réduit à une satisfiabilitébooléenne
(C’est l’essencede la vérificationde modèlesbornés
(BMC)).

Si nous disposonsd’une procédured’optimisation
souscontraintespour le domaineen question,nous
pouvons calculer le ^� désiré.Notez qu’en l’absence
deperturbationsexternes, ^� déterminecomplètement^V etaucunerétroactionde V n’estnécessaire.La “stra-
tégie” de contrôleestréduiteà un “plan” boucleou-
verte: à chaqueinstantc , appliquerl’élément �eD c I de^� . Nousaurionspu l’énoncercommeunefonctionde
rétroaction(stratégie)� définie sur tout V D c I comme�.< V D c If> �S�eD c Q�GJI maiscen’estpasnécessaire.

Réintroduisonsl’adversaireet utilisons,sanspertede
généralité,le critèredu pire cas.Nousdevonsmainte-
nanttrouver ^� solutionde

47}t��i 4~698�o �,<H^V > subjectto
b <H^V � ^� � ^	 > ?

Considérezle casoù ������� �J� ����� et 
���� 	 ��� 	 ���
qui estreprésentépour l’horizon � par l’arbre de jeu
de la figure1. Noussupposons,parsimplicité,quele
coût de chaquecomportementestdéterminépar son
étatterminal.Danscecasnouspouvonsénumérerles�

séquencesde contrôlepossibleset calculerle coût
qu’ellesinduisentcomme:

� � � � �:4~698:�;�,< V�� >%� �,< V�� >%� �,< V�� >%� �,< V � ] > �� � �����:4~698:�;�,< V�� >%� �,< V�� >%� �,< V �$�O>%� �,< V � � > ������ � �:4~698:�;�,< V �m��>%� �H< V �p�k>%� �,< V � � >%� �,< V � � > ����������:4~698:�;�,< V � � >%� �H< V � � >%� �,< V � � >%� �,< V � ] > �
La séquencequi minimise cesvaleursest l’optimal
parmilescommandesboucleouvertepossible.Enuti-
lisant la rétroaction,cependant,on peut faire mieux.
Alors quele choix de �eD GJI peutêtrefait sansconnais-
sancede l’action de l’adversaire,le choix de �eD � I est
fait aprèsl’effet de 	 D G�I , c’est-à-direquela valeurdeV D GJI est connue.Considérezle casoù �eD GJI ��� � et
nousdevonschoisir �eD � I . Si, parexemple,

47698:�;�,< V�� >%� �,< V�� > ����47698��;�,< V�� >%� �,< V�� > �
mais

47698:�;�,< V�� >%� �,< V � ] > ����4~698:�;�,< V �$�,>%� �,< V � � > �
alorsl’optimum estd’appliquer� � lorsqueV D GJI � V �
et ��� quandV D GJI � V � .
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FIG. 1. Un arbredejeuxdeprofondeur� .
Une stratégiede contrôle est donc une fonction ���U« «� indiquantau contrôleurquoi faire à chaque
étapeatteignabledujeu.Le prédicatsuivantindiquele
fait que ^V estle comportementdusystèmeenprésence
de la perturbation ^	 quandle contrôleuremploie la
stratégie� :b <,^V � � � ^	 > ssi V D F I � V�]�eD c I �K�.< V D ced GJI3>¬g cV D c I �KXR< V D ced GJIM� �eD c I_� 	 D c If>¬g c
Trouver la meilleurestratégie(au pire cas) � devient
le problèmed’optimisationdu second-ordresuivant:

47}t�­ 47698�o �,<H^V > subjectto
b <H^V � � � ^	 > ?

Trouver une stratégieoptimaleest d’habitudebeau-
coup plus difficile que de trouver une séquenceop-
timale. Les systèmesdiscretsd’étatsfinis admettent® � ®=¯ °�¯ stratégiespotentielleset chacuned’entreelles
induisent

® 
 ® q comportementsde longueurs̀ . Dans
les domainescontinus (sur un temps continu), où
l’énumérationdetouteslesstratégiesn’estpasuneop-
tion, unetelle stratégieestla solutiond’uneéquation
aux dérivéespartiellesconnuecommel’équation de
Hamilton-Jacobi-Bellman-Isaacs.Notezquela straté-
gie n’a pasà êtredéfiniesur tout U maisseulement
pourdesélémentsatteignablesà partir de V�] quandle
contrôleuremploiecettestratégie.

5. PROGRAMMATION DYNAMIQUE

La programmationdynamique,ouitérationàvaleuren
arrière,estla technique,préconiséeparBellman,pour
calculerdesstratégiesoptimalesdemanièreincrémen-
tale.Pourlessystèmesdiscretsl’algorithmeestpoly-
nômialenla taille dugraphedetransitions,cequi vaut
mieux quel’énumérationexponentiellede stratégies.
Cependant,commenousle verronsplustard,cen’est
pasun grandréconfortdansdenombreusessituations
où le graphedetransitionlui-mêmeestexponentielen
le nombredevariablesdu système.

Nousallonsillustrer la programmationdynamiquesur
le problèmede plus court cheminsuivant. Un sous-
ensembley de U estdésignécommeensemblecible,
etuncoût �,< V � � � 	 > estassociéàchaquetransition.Le
coûtd’un chemin

V D F IBikj �mlmn o j �pldR V D GJI�P,POP9ikj q l_n o j q ldR V Da` I

del’état initial àun étatcibleest

�,<H^V � ^� � ^	 > � q
rts � �H< V D ced GJIM� �eD c I_� 	 D c If>%�

et notreobjectif estde trouver la stratégiequi mini-
misele pire scénario.

La programmationdynamiqueutilise une fonction
auxiliaire (fonction valeur, cost-to-go) ±² ��U  "
telle que ±² < V > est la performancede la stratégie
optimalepour le sous-jeucommenccantà partir de V .
Pourlesgraphesdetransitionéquilibréscycliques(où
tous les cheminsqui atteignentun état V à partir deV�] ont le mêmenombrede transitions), ±² admetla
définitionrécursive “en arrière”suivante:

±² < V > �uF quandV �Ty
±² < V > �u4~}t�i 4~698o <%�,< V � � � 	 >'Q ±² <%XY< V � � � 	 >'>'> ?

Dansun contexte plus général,comprenantéventuel-
lementdesgraphescycliques,la fonctiondevaleurest
le point fixedel’itération suivante:

±² ] < V > � F quandV �³y´ quandV¶µ�(y
±·v¸w¹ �»ºa¼h½x¾~¿ÁÀ Â ±· ¸ ºa¼¬½MÃ¿ÁÀÄÂÅ ¿ÁÆ�ÇÈ ºaÉOºa¼¬ÃËÊBÃËÌ�½_Í ±· ºaÎBºa¼¬ÃËÊBÃ=Ì�½_½_½

Rappelonsque le choix des opérateurs47698 et de
‘ Q ’ danscet équationest spécifiqueà ce critère de
performanceparticulier. Quandmaxestremplacépar
une sommepondérée,nous obtenonsla procédure
solutiondesprocessusde Markov contrôlés,condui-
santà unestratégieavecunevaleurprévueoptimale.
Quandl’addition est remplacéepar l’opérateur4~698 ,
vousobtenezessentiellementl’algorithmedesynthèse
en arrière pour des systèmesà événementsdiscrets
(automates).Danscecas,la valeurde ±² Z correspond
à la fonction caractéristiquede l’ensembledesétats
à partir desquelsle contrôleurne peut pas reporter
l’atteinted’un étatinterdit pourplusde 0 étapes.

Il est garanti que cette procédureélégante trouvera
(si elle converge) la valeur optimale ±² < V�] > du jeu
ainsiquela stratégiequi atteintcetoptimum: il suffit
de prendrepour chaqueV le � qui atteint l’optimum
local.Pourlessystèmesd’étatsfinis avecdescoûtsde
transitionpositifs,la convergencefinie estgarantie.Le
seulinconvénientdela programmationdynamiqueest
le besoindecalculerla fonctionpourplusd’étatsque
nécessaire,parfois desétatsqui ne peuvent pasêtre
atteintsdu tout à partir de V�] , et parfoisdesétatsqui
ne peuvent être atteintspar aucunestratégieraison-
nable.Cela empêchel’application directede l’algo-
rithme aux systèmesayantun énormeespaced’états
(la “malédictiondedimensionalité”deBellman).

6. RECHERCHEEN AVANT

Lesproblèmesdepluscourtchemin(sansadversaire)
admettentuneprocédureenavantduale,dueà Dijks-



tra. Ici nousutilisonsunefonctiondevaleurenarrièreÏ²
telle que

Ï² < V > indique le coût minimal pour at-
teindreV àpartirdeV�] , etnousvoulonscalculer

Ï² < V >
pour V �Ty . Celaestfait itérativementenutilisant:Ï² < V�] > �uFÏ² < V > �|4~}t�i <%�,<

V�W � � >'Q Ï² <%XR< V�W � � >'>'>
où V W prendcesvaleursparmi tousles prédécesseurs
immédiatsde V . Cet algorithmeestpolynômialaussi
mais, commenous l’avons vu, cela n’est pasd’une
grandeaidepour desgraphesde transitionexponen-
tiels. L’avantagede cetteprocédureest la capacitéà
appliquerunerechercheintelligenteetdeparfoistrou-
verl’optimum sansexplorertouslesétatsatteignables.
Si on ne veut pas insister sur l’optimalité, on peut
trouver dessolutionsraisonnablestout en explorant
unepetitefractiondeschemins.

Pour démontrercette idée d’une manièrequi peut
être étendueplus tard aux problèmesavec adver-
saires,nous considéronschaquechemin incomplet
commeune stratégiepartielle définie seulementsur
lesétatsrencontréssur le chemin.Nousconserverons
les triplesde la forme <%� � V � Ï² > où � estunestratégie
partielle,V correspondauderniernoeudsurle chemin
et
Ï²

estle coûtpouratteindreV ensuivant le chemin.
La premièreversionde l’algorithme explore tous les
chemins(et touteslesstratégiespartielles).Nousutili-
sonsuneliste d’attenteÐ danslaquellenousconser-
vons les cheminspartiels qui doivent être explorés
davantage.L’algorithmeestdonnéci-dessous:

Ð#�w�*��<&Ñ � V�] � F > �
repeat
Pick anon-terminalnode <%� � V � Ï² > �³Ð
for every �T�(� do

<%� W � V W � Ï² W > �t�
<%�ÓÒL� V(Ô ���� � XY< V � � >%� Ï² Q �H< V � � >'>

Insert <%� W � V W � Ï² W > into Ð
end
Remove <%� � V � Ï² > from Ð

until Ð containsonly terminalnodes

Si de nouveauxnoeudssontintroduitsà la fin de Ð ,
le grapheestexploré en largeurd’abord.Les noeuds
explorés par cette procéduredans l’exemple de la
figure 2 apparaissentdans la table ci-dessous.Les
quatreentréespour les noeudsfinaux sontcomparés
et le chemin/stratégieàcoûtminimal estchoisi.

� V Ï²
Ñ V�] F� V�]ÕÔ �� � � V � �,< V�] � � �O>� V�]ÕÔ ������ V � �,< V�] � ��� >� V�]ÕÔ �� ��� V � Ô �� ��� � V � �,< V�] � � �O>RQ �,< V �J� � �,>� V�]ÕÔ �� ��� V � Ô ���� � � V � �,< V�] � � �O>RQ �,< V �J� ��� >� V�]ÕÔ ���� � V � Ô �� ��� � V � �,< V�] � ��� >RQ �,< V � � � �,>� V�]ÕÔ ���� � V � Ô ���� � � V � �,< V�] � ��� >RQ �,< V � � ��� >

Cet algorithme peut être modifié pour trouver une
stratégieoptimalesansexplorationexhaustive.L’idée
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FIG. 2. Uneproblèmedepluscourtchemin.

est d’associerà chaquestratégiepartielle une fonc-
tion d’estimation qui donne une borne inférieure
sur le coût de toute extensionde la stratégie.Cette
fonction est définie pour chaque <%� � V � Ï² > dans Ð
comme×Ó<%� � V � Ï² > � Ï² Q ±² < V > où ±² estunesous-

approximationde la fonction “cost-to-go” ±² . Cette
fonction peutêtredérivéeà partir d’information spé-
cifique au domaineet elle fournit uneestimationop-
timistedu coût restantpouratteindrela cible parune
stratégiequi étend� . NotezquequandV devient plus
profond, le composantpassédans×Á< V > devient plus
dominantet l’estimation- plusréaliste.

Uneversion“meilleur d’abord”del’algorithmemain-
tient Ð ordonnéselon × et explore les noeudsles
plus prometteursd’abord.De plus l’algorithme peut
arrêterd’explorer quandla valeur de × pour le pre-
mier élémentdans Ð est plus grand que des solu-
tions qui ont déjàété trouvées.Pouraugmenterl’ef-
ficacitéde l’algorithme nouspouvonsd’abordeffec-
tuerunerechercheenprofondeuraléatoirepourobte-
nir quelquessolutionsaux premièresétapesde la re-
cherche(“branchandbound”).La recherche“meilleur
d’abord” est garantiepour trouver l’optimum, et si
nousrelaxonsles exigencesd’optimalité, nouspou-
vonsexplorer encoremoinsd’états,par exemple,en
explorantseulementunsous-ensembledesuccesseurs
de chaquenoeud,ou en arrêtantl’algorithme quand
une solution plus petite qu’une certainevaleur pré-
spécifiéeesttrouvée.

L’adaptationde la rechercheenavantà dessituations
de graphesde jeu est réalisécommesuit. D’abord
redéfinissionsla fonctionvaleurcomme:Ï² < V > �u47}w�i 47698o <%�,< V W � � � 	 >'Q Ï² <%XY< V W � � � 	 >'>'> ?
Ici, à causede l’adversaire,chaquestratégiepartielle
résulteen un ensembled’états.Pour éviter les nota-
tions lourdesnous omettonsle coût des ensembles
d’étatsatteignableset le lecteurdoit garderà l’esprit
quechaqueatteignableV est,en fait, < V � Ï² > où

Ï²
est

le coût accumulépour atteindreV via le cheminen
question.L’ensembledessuccesseursd’un état V via
uneactionducontrôleur� est

XY< V � � > �Ø�;XR< V � � � 	 > � 	 �(
��;?
Le � -successeurde <%� � V > avec � étantune stratégie
partielleestÙ <'<%� � V >%� � >'> �Ø<%�ÓÒL� V(Ô ���� � XR< V � � >'> ?



Considérezmaintenantun noeudde la forme <%� �OÚÓ>
où � est une stratégiepartielle et Ú est l’ensemble
des étatsatteignablesen suivant � . Les successeurs
de <%� �,ÚÛ> , c’est-à-dire, les stratégiespartielles qui
étendent� et leursensemblesrespectifsd’étatsattei-
gnables,sonttousdescombinaisonsdetousleschoix
possiblesde � pourtout V � Ú :

Ù <%� �OÚÓ> � Ü�ÝßÞ:��< Ù <%� � V >%� � > �,�(�T� > � �
où ÚÓ��à�Ú ���Ø��<%� � Ò1��� � / � Ò�/A� > �<%� ��� / �O> � ÚÓ��� <%�$� � / � > � Ú ���;?
Illustrons cela sur l’arbre de jeu de la figure 1. Le
noeudracine, <&Ñ � � V�] � > , a deuxsuccesseurs:
Ù <&Ñ � � V�] � > ��� Ù <'<&Ñ � V�] >%� � �O>%� Ù <'<&Ñ � V�] >%� ��� > �

� <&� V�]ÕÔ �� � � � � V ��� V ��� ><&� V�]ÕÔ ������ � � V ��� V � � >
Calculonslessuccesseursdupremier:Ù <&� V�]ÕÔ �� � � � ��< V �J� V ��� > �

<&� V�]ÕÔ �� ��� V � Ô �� � � � � V�� � V�� � >%�<&� V�]ÕÔ �� ��� V � Ô ������ � � V�� � V�� � > à

<&� V�]ÕÔ �� ��� V � Ô �� � � � � V�� � V � ] � >%�<&� V�]ÕÔ �� ��� V � Ô ������ � � V �$�J� V � ��� >
cequi donnelesquatrenoeudssuivants:

� V�]ÕÔ �� ��� V � Ô �� ��� V � Ô �� � � �� V�� � V�� � V�� � V � ] � �

� V�]ÕÔ �� ��� V � Ô �� ��� V � Ô ������ �� V�� � V�� � V �$�J� V � ��� �

� V�]ÕÔ �� ��� V � Ô ���� � V � Ô �� � � �� V�� � V�� � V�� � V � ] �
et � V�]�Ô �� �J� V � Ô ���� � V � Ô ������ �� V�� � V�� � V �$�J� V � ���
Une versionexhaustive de l’algorithme de recherche
en avant pour les graphesde jeu estexponentielleen
la taille du graphe(contrairementà la procédureen
arrière)maisavec l’aide d’une fonction d’estimation
surlesensemblesdenoeuds,on peutespéreréliminer
de nombreusesbranchesde l’arbre de rechercheen
utilisantunerecherchemeilleurd’abord.Notezquela
procédurepeut êtreadaptéefacilementau critère du
casmoyenenremplaccantl’ensembledesétatsparles
probabilitéssurlesétats.

Le lecteurattentif peut avoir remarquéquelquesin-
exactitudesdansla descriptionspécifiqueaux arbres
de jeu, plutôt qu’au casplus généralde graphesde
jeu. Dansce derniercas,un ensembled’étatsattei-
gnablespeutinclureplusieurscopiesdumêmeétat,et
toutessaufcellesavec le pire caspeutêtreenlevées.
Nous avons aussisupposéqu’une stratégiene peut

pasatteindrele mêmeétatdeuxfois suivant le même
chemin.Unestratégiequi fait celaaunevaleurinfinie
et peut être rejetée.Pour la clarté d’exposition nous
supposonsque les deux joueurs peuvent appliquer
n’importe quel élémentde � et 
 à n’importe quel
instant,tandisquedansla réalitécertainesactionssont
possiblesseulementdanscertainsétats.

Ceci conclu la premièrepartie de l’article dansla-
quelle nousavons présentétrois approchespour ré-
soudredesproblèmesde contrôleoptimal en la pré-
senced’un adversaire.La premièreapprocheétaitba-
séesur l’optimisation en dimensionfinie et horizon
borné.Les deux autresapprochesétaientbaséessur
la propagation de coûtssuivant les chemins,soit en
arrière(programmationdynamique)soitenavant.Ces
approchesont été décritesen utilisant des � et 

discretset leur adaptationà des domainescontinus
n’est pasévidente,à moinsqu’ils ne soientdiscréti-
sés.La discrètisationde � peutconduireà uneperte
d’optimalité et la discrétisationde 
 - à desvaleurs
optimistesde la stratégiechoisie.Dans les sections
suivantesnousdémontronscetteapprochesurun type
intéressantde jeu joué avec desvaleursdiscrètessur
un tempscontinu; pour êtreplus précis,l’ordonnan-
cementavectâchesdeduréesincertaines.

7. L’ORDONNANCEMENT EN TANT QUE JEU

Les problèmesd’ordonnancementapparaissentdans
diversessituationsoù l’utilisation de ressourcesau
coursdu tempsdoit êtrerégulée.Un ordonnancerest
un mécanismequi décideà chaqueinstantd’allouer
ou pasuneressourceà l’une destâchesqui en a be-
soin. Malheureusement,la recherched’ordonnance-
ments’étalesur plusieursdomainesd’application,et
dansplusieursd’entreeuxdesproblèmessontrésolus
enutilisantdesméthodesspécifiquesaudomaine,sans
conduirevers une théorieplus générale(sauf, peut-
être,la rechercheopérationnelleoù l’ordonnancement
esttraitécommeunproblèmed’optimisationstatique,
similaire à l’approche décrite en Section 4). Dans
cettesectionnousallonsreformulerl’ordonnancement
dansnotre terminologiede jeux dynamiquesà deux
joueurs.

D’un côté du problèmenous avons les ressources,
un ensembleá �â�$/ ��� ?,?O? � / q � de “machines”
dont noussupposonsqu’ellessontfixées.De l’autre
côté nous avons des tâches, des unités de travail
qui requièrentl’allocation decertainesmachinespen-
dantcertainesduréesafin d’êtreaccomplies.Dansun
mondede ressourcesnon bornéesl’ordonnancement
n’est pasun problème: chaquetâchechoisit desres-
sourcesdèsqu’elle en a besoinet s’achève dèsque
celaconvient.Lorsquecen’estpasle cas,deuxtâches
peuvent avoir besoinde la mêmeressourceen même
tempset l’ordonnancerdoit résoudrececonflit et dé-
cider à qui donnerla ressourced’abord. Les tâches
peuvent être liéesentreelles par diversesconditions



d’interdépendance,dont la plus typiqueest la précé-
dence: une tâchene peut commencerqu’aprèsque
certainesautrestâches(sesprédécesseurs)soientter-
minées.Dans cet article nous supposonsque l’en-
sembledestâchesestfixeet connuà l’avance.

Pourmodéliserdetellessituationsentantquejeuxdy-
namiquesnousdevonsd’abordfixer l’espaced’états.
Pour nos objectifs nousprenonsl’état du systèmeà
tout instant donnépour inclure les étatsdes tâches
(en attente,active, finie), le tempsdéjàécoulé(pour
les tâchesactives)et lesétatscorrespondantsdesma-
chines(au repos,ou occupéequandelle est utilisée
par une tâcheactive). Les actionsde l’ordonnancer
sontdedeuxtypes,le premierétantdesactionsde la
formestart(p)qui signifieallouerunemachine/ à la
tâche@ pour qu’elle puisses’exécuter. L’effet d’une
telle action sur un état où @ est prêt a exécuté(tous
sesprédécesseurssontachevés)et / estinactive, est
derendre@ activeet / occupée.Notonscetensemble
d’actions ã . L’autre “action” de l’ordonnancerestde
ne rien faire,notée ä . Dansce casles tâchesactives
continuentd’exécuter, lestâchesenattentecontinuent
d’attendreet le tempss’écoule.Les actionsde l’en-
vironnementconsistenten un ensembled’actionsde
la forme å&2¢æh<=@ > dont l’effet, lorsquela tâchea passé
suffisammentdetempsenétatactif, estdefairepasser
la tâcheàunétatfinal et libérerla machine.Noussup-
posonsque l’environnementest déterministe,c’est-
à-dire,chaquetransition å&2¢æh<=@ > a lieu exactementæ
fois aprèsle �'cO)O+.cH<=@ > où æ est la duréepré-spécifiée
de la tâche(par la suite,nousrelâcheronscettehypo-
thèse).Danscecaslastratégiepeutêtrevuecommeun
uniqueordonnancement,unefonction �ç�x"¢èé Eã³Ò�9ä�� . Pour tout sauf un nombrefini d’instancesde
tempsnousavons �;<=c > ��ä et l’ordonnancementest
déterminépar un nombrefinie de datesspécifiantle
debut d’activationpourchaquetâche.

8. ORDONNACEMENTDE “JOB SHOP”
DETERMINISTE

Un problèmede “job shop” consisteen un ensemble
fini ê��ë�.ê � � ?O?O? � ê:ì�� detravaux(“job”) qui doivent
êtretraitéssur un ensembleá de machines.Chaque
job ê Z consisteen une séquencefinie de tâchesqui
devrait êtreexécutéesl’une aprèsl’autre, où chaque
tâcheestcaractériséeparuncoupledela forme <=/ � æ >
avec / �íá et æî��ï , indiquant l’utilisation
nécessairede machine/ pour une duréede temps
fixée æ . Chaquemachinepeut traiter au plus une
tâchesimultanémentet, à causedes contraintesde
précédence,une tâche au plus de chaquejob peut
être actif à tout instant. Les tâchesne peuvent pas
être préempt’eune fois commencée.Nous voulons
déterminerles tempsde début pour chaquetâchede
manièreà ce que le tempstotal d’exécutionde tous
les jobs (le tempsoù la dernièretâches’achève) soit
minimal.
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FIG. 3. Deux ordonnancement� � and ��� pour
l’exemple.

En tantqu’exempleconsidéronsle problème

ê � �x<=/ ��� � >%� <=/A� �&óô> ê � �x<=/ ���&õô>
pour lequel il y as un conflit sur / � . Ce conflit
peut être résolu de deux manières,soit en donnant
la priorité à ê � soit à ê � (ordonnancements� � et�$� de la Figure 3). La longueurinduite par � � est ö
et il est l’ordonnancementoptimal pour cet exemple.
La difficulté du problèmevient du fait que parfois
un ordonnancementoptimalestatteintenn’exécutant
pasunetâchedèsqu’elle estprêteafin degarderune
machinelibre pouruneautretâchedontonaurabesoin
à l’avenir.

La manièretraditionnellederésoudreceproblèmeest
d’assignerdes variables, ÷ � , ÷$� et ÷ � aux tempsde
début destrois tâches,unevariable ÷ � à la longueur
totale de l’ordonnancementet de résoudreun pro-
blèmed’optimisationsouscontraintes.Lescontraintes
deprécédencepour ê � sontexpriméespar ÷$�ÕøØ÷ �kQ �
(elle ne peut pasutiliser /A� avant de finir / � ). Le
fait qu’uneseuletâchepeututiliser / W � à un moment
donnéestexpriméparla condition

Da÷ ��� ÷ ��Q � IBù Da÷$� � ÷$� Q³õ9I �ØÑ
déclarantquelespériodesd’utilisation de / � par les
deuxjobs ne doiventpascoïncider. Tout le problème
estainsiformulépar:

47}w�»<%÷ �k> subjectto÷$��d|÷ � ø �÷ � d|÷$��ø ó÷ � d|÷ � ø õ<%÷$��d|÷ � ø �Õú ÷ � d|÷$��ø õô>
Le format de ce problèmeest en mêmetempsplus
simple et plus complexe que la programmationli-
néairegénérale.D’un côté les contraintessont tou-
jours de la forme ÷ Z dØ÷JûAø�æ plutôt quedesinéga-
lités linéairesarbitraires.De l’autre côté, la dernière
contraintedisjonctive, qui exprime un choix discret,
rend l’ensemblede solutionsfaisablesnon-convexe.
Quandle problèmedevient plusgrand,l’ensemblede
solutionsfaisablesdevient de plus en plus fragmenté
en une union disjointe de polyèdresconvexes dont
le nombreest exponentielen le nombrede conflits.
Commebeaucoupd’autresproblèmesd’optimisation
combinatoire,le problèmedejob shopestNP-difficile
et cela suggèreque tout algorithme pourrait, dans
certainscas,finir par énumérertoutes les solutions
possibles.

Il mérite d’être mentionnéque les genshabituésà
l’optimisation continuetendentà transformerle pro-



blèmeen un problèmede programmationlinéaireen
variablesmixtesenintroduisantdesvariablesentières
avec lesquellesil est possiblede coderdesdisjonc-
tionssousformedecontraintesarithmétiques.Le pro-
blèmeestalorstransformévia la relaxation(ensuppo-
santtemporairementquecesvariablessontdesvaleurs
réelles)en un programmeconvexe linéaire qui peut
êtrerésoluefficacement.Il restealorsà transformerla
“solution” obtenueen unesolution faisableavec des
valeursentièresà la placedesvariablesrelaxées.Bien
que cette approchefonctionne bien pour certaines
classesde problèmes,j’ai desdoutesconcernantson
utilité pour l’ordonnancement,un problèmedominé
pardeschoix discretsn’ayantpasd’interprétationnu-
mérique.

9. ORDONNANCEMENT AVEC AUTOMATES
TEMPORISÉS

Dans ce chapitre je décrit plus en détail la modé-
lisation de situationsd’ordonnancementen tant que
systèmedynamiquesur lequeldescheminsoptimaux
etdesstratégiesoptimalespeuventêtrecalculéenuti-
lisant l’algorithme de rechercheen avant décrit dans
la section6 Nousutilisonsle modèled’automatetem-
poriséqui s’estétablientantqueformalismedechoix
pour décriredescomportementsdiscretsdépendants
du temps.Les automatestemporiséssont des auto-
matesopérant*dansle domainedutempsdense.Leur
espaced’étatsestle produitd’un ensemblefini d’états
discretset de l’espacedeshorloge "Óüè (ensemblede
valeursdesvariablesdeshorloges).Le comportement
de l’automateconsisteen une alternancede période
de passagedu tempsoù l’automateresteau même
lieu et les valeursdes horlogesgrandissentunifor-
mément,et de transitionsinstantanéesqui peuvent
être prisesquandles valeursdes horlogessatisfont
certainesconditionset qui peuvent ramenercertaines
horlogesàzéro.L’interactionentrelesvaleursdeshor-
logeset les transitionsdiscrètesestspécifiéepar des
conditionssur l’espacedeshorlogequi déterminent
quelleévolution future,un passagedu tempsou fran-
chissementd’uneouplusieurstransitions,estpossible
àcetétat.

Quanddesautomatestemporisésmodélisentdespro-
blèmes d’ordonnancement,les états discrets enre-
gistrent l’état qualitatif du problèmed’ordonnance-
ment (qui s’exécute,qui est terminé)et les horloges
donnentla composantequantitative de l’état, autre-
mentdit le tempsquechaquetâcheactiveadéjàpassé
à s’exécuter. Noussupposonsici qu’il y a uneseule
machinede chaquetype et qu’ainsi les étatsdesma-
chinessont impliquéspar les étatsdestâches.Nous
épargneronsau lecteur la définition formelle exacte
desautomatesà temporiséset illustreronsnotre ap-
prochedemodélisationvia un exemple.

Nouscommencconsparmodéliserchaquejob comme
un automatesimpleavecunehorloge.Les automates
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FIG. 4. Automatespourlesdeuxjobs.

pour notreexemplesontreprésentésdansla figure 4.
L’automate

� � commenceavec l’état / � où il at-
tend la machine / � . Il restedanscet état jusqu’à
ce qu’unetransitionpour activer l’état / � soit prise.
Cettetransition“start” est fournie par l’ordonnancer
et elle remetl’horloge � � à zéro.L’automateresteà
cet état jusqu’à ce que l’horloge atteigne

�
et passe

alorsà l’état /A� , attendantla prochainetâcheet ainsi
de suite jusqu’à atteindrel’état final. Les transitions
“end” partantd’états actifs sont réaliséespar l’en-
vironnementet sont considéréescommedesactions
non contrôléespar l’ordonnancer. Les horlogessont
considérées“inactives” aux étatsd’attentecar elles
sontremisesàzéroavantd’êtretestées.

Cesautomatesdécrivent lescomportementspossibles
dechaquejob defacconindépendant.Leurcomporte-
mentjoint souscontraintesderessourcesestmodélisé
parleurproduitmontréà la figure5. C’estessentielle-
mentunproduitcartésiendesautomatesdejob, où les
contraintesde ressourcessontexpriméesen enlevant
desétatstels que <=/ ��� / �O> où plus d’un job utilise
la machine.Cela produit un “trou” dansl’automate
et l’ordonnancerdoit décidercommentcontournerce
trou, en donnantla machineà ê � ou à ê � . Les deux
ordonnancementsde la figure 3 correspondentaux
deux comportements(chemins,éxecutions)suivants
de l’automate(nousutilisons la notation ä pour in-

diquerdeshorlogesinactives,et
]dR pourdesactions

discrètestellesquecommenceroufinir unetâche):

� ¤��� � ¤
	 � ¤
	��
	���� ¥��� ��� ¤
	 � ¤
	���	���� §��� � � ¤
	 � ¤
	���	���� ¥���� � ¦ 	 � ¤ 	��
	���� ¥��� � � ¦ 	 � ¤ 	���	���� ¥��� � � ¦ 	 � ¤ 	���	��
� ¨������ ¦ 	 � ¤ 	��
	���� ¥��� ��� ¦ 	 ��	 �!	���� ¦��� � � ¦ 	 ��	 "!	���� ¥���� ��	���	��#	����
� ¦$�� � ¤
	 � ¤
	��
	���� ¥��� � � ¤
	 � ¤
	��#	��
� ¨��� � � ¤
	 � ¤
	��#	 �%� ¥���� � ¤ 	���	��
	���� ¥��� ��� ¤ 	 ��	���	���� §��� � � ¤ 	 ��	���	���� ¥���� � ¦ 	���	��
	���� ¥��� ��� ¦ 	 ��	���	���� ���� � � ¦ 	 ��	 "!	���� ¥���� ��	���	��#	����

Il n’est pasdifficile de voir la correspondanceentre
l’ensembledes comportementspossiblesde l’auto-
matequi atteignentl’état final et l’ensemblede tous
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FIG. 5. L’automateglobal pour les deux jobs. Les
cheminsqui correspondentaux deuxordonnan-
cementssontindiquésparlestraitsgras.

les ordonnancementsfaisables.Ainsi le problème
d’ordonnancementoptimalestréduità trouver le che-
min le plus court dans un automatetemporisé,où
la longueurdu cheminest le tempstotal écoulé.Le
nombredetelscheminsestnon-dénombrable(chaque
automatepeut rester n’importe quelle quantité de
tempsdansun état d’attente)cependantnousavons
montréquel’optimum esttrouvéparmiunnombrefini
decheminsetchaquenoeuddansl’arbrederecherche
aunnombrefini desuccesseursméritantd’êtreexplo-
rés.Le nombrede tels cheminsestencoreexponen-
tiel et unerechercheexhaustive estirréalisable.Notre
implantationd’un algorithmede recherchemeilleur
d’abordsurcemodèlepourraittrouver desordonnan-
cementsoptimauxpour desproblèmesavec 7 jobs 7
machineset õ 7 tâches.Au-delà de cca nousdevons
appliquerune heuristiquecapableà trouver des so-
lutions ó98 de l’optimum connupour desproblèmes
allantjusqu’à G�ó jobs, GJó machineset �;� ó tâches.

Le lecteura probablementremarquéque le modèle
dynamiqueutilisé ici ne rentrepasexactementdans
le cadre synchronede temps discret décrit précé-
demment.En utilisantuneapproche“échantillonnée”
et restreignantles événementsà avoir lieu et à être
observéseulementà des multiples d’une certaine
constante: , nouspouvonsapproximertout automate
temporiséparun systèmeà tempsdiscret.Cependant,

quanddesévénementsont lieu demanièreclairsemée
au cours du temps,l’approcheasynchroneà temps
continu est plus efficacecar elle permetd’accélérer
l’évolution du systèmeen laissantle tempsavancer
jusqu’àl’événementsuivant.

10. ORDONNACEMENTSOUSINCERTITUDE

Bien quel’approchequi vient d’être décritesoit élé-
gante,on pourraitaffirmer quele mondede l’ordon-
nancementpourraitvivre sansunetechniquede plus
pour résoudrele problèmede job shop.L’avantage
qu’il y a à utiliser desmodèlesdynamiquesbaséssur
desétatsse manifestequandnouspassonsaux pro-
blèmespluscomplexesd’ordonnancementsousincer-
titude. La rechercheacadémiqueen ordonnancement
a souvent été critiquée d’un point de vue pratique
en causede suppositionsirréalisteset il a été noté
que des vrais ordonnancementssont rarementexé-
cutéscommeprévu.Au coursde l’exécutionil peut
arriverquedestâchesseterminentplustôt ouplustard
queprévu,denouvellestâchespeuventapparaître,des
machinespeuventcesserdefonctionner, etc.Dansde
telles situations,ce qu’il nousfaut est une politique
d’ordonnancement,unestratégiequi s’adapteà l’évo-
lution desystèmea contrôleret modifiesesdécisions
enconséquence.Danscettesectionnousaugmentons
le problèmede job shopavec un type d’incertitude,
plus précisémentl’incertitude liée à la desduréedes
tâches.Celasignifiequ’unedescriptiondetâcheprend
la forme <=/ � D<; �>=�If> indiquantquela véritableduréede
la tâcheestun certain æ �éD<; �?=�I . Chaqueinstancedu
problèmede job shopconsisteà choisirun tel æ pour
chaqueintervalle et nousdevons évaluer une straté-
gie d’aprèssa performancesur toutescesinstances.
Considérezle problème
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où la seuleressourceen conflit est / � et l’ordre de
sonutilisationestla seuledécisiondu contrôleur. Les
incertitudesconcernentlesduréesdela premièretâche
de ê � etdela secondetâchede ê � . Ainsi uneinstance
est un couple æK��<%æ ��� æH� > � D � � � I �¶D � �%N9I . La Fi-
gure6-(a) représenteles ordonnancementsoptimaux
pour les instances< Nx� � > , < Nx� � > et < � � � > qui auraient
pu être trouvéspar un ordonnancernon-causalclair-
voyant qui connaîttoute l’instanceà l’avance.Mais
les instancesserévèlentprogressivementaucoursde
l’exécution: la valeurde æ � , parexemple,estconnue
seulementaprèsla fin dela secondetâchede ê � .
Il setrouve quepourcetypeparticulierd’incertitude,
l’optimisation par rapportau critèredu pire scénario
estquelquepeu triviale. Il y a toujoursune instance
maximale(critique), < Nx� � > danscet exemple,ayant
deuxpropriétésimportantes: 1) l’ordonnancementop-
timal pour cetteinstanceestvalide aussipour toutes
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FIG. 6. (a) Optimalschedulesfor threeinstances; (b)
A static schedulebasedon the worst instance< Nx� � > ; (c) Thebehavior of a holefilling strategy
basedon instance< Nx� � > ; (d) The equalperfor-
manceof thetwo strategieson instance< óx� � > .

lesautresinstancespluspetites(ignorerla résiliation
précipitédecertainestâcheset garderla machineoc-
cupéejusqu’àcequ’un temps= s’écoule); 2) aucune
stratégiene peutmieux répondreà cetteinstance.La
figure 6-(b)) montrele comportementd’une stratégie
statiquedu pire scénariobaséesur l’instance < Nx� � >
et on peutvoir quec’est un gaspillagepour d’autres
instances.Nousvoulonsunordonnanceradaptatifplus
intelligentqui prendla véritableduréede / � enconsi-
dération.

L’une desmanièresles plus simplesd’être adaptatif
estla suivante.D’abordnouschoisissonsuneinstance
nominale æ et trouvonsun ordonnancement� qui est
optimal pour cetteinstance.Plutôt que de prendre �
“littéralement”commeuneassignationdedatedede-
marageabsoluau chaquetâches,nousen extrayons
seulementl’information qualitative, l’ordre dansle-
quel les tâchesen conflit utilisent chaqueressource.
Dansnotre exemplel’ordonnancementoptimal pour
l’instance< Nx� � > estassociéaufait dedonnerla priorité
à ê � sur / � . Alors, au cours de l’exécution,nous
commencconschaquetâchedèsquesesprédécesseurs
se sont terminés,pourvu que l’ordre soit respecté.
Commele montrela Figure6-(c), unetelle stratégie
estmeilleurequel’ordonnancementstatiquepourdes
instancestellesque < Nx� � > elle profitede la résiliation
précipité de la secondetâche de ê � et “décale en
avant” lestempsdedébut destâchesqui suivent.

Notezquecettestratégiede “boucherde trous” n’est
paslimitée aupire cas.On peututiliser touteinstance
nominalepuis faire passerdestâchesen avant ou en
arrièredansle tempsselon le besointout en main-
tenantl’ordre. D’un autrecôté, un ordonnancement
statiquenepeutêtrebaséquesurle scénariodu pire -

un ordonnancerbasésuruneautreinstancenominale
pourraitsupposerqu’uneressourceestaccessibleàun
momentdonné,alorsqu’enréalitéelleseraoccupée.

La stratégiederemplissagedetrousestoptimalepour
toutes les instancesdont l’ordonnancementoptimal
a le mêmeordre que celui de l’instance nominale.
Elle n’est pasbonne,cependant,pour des instances
telles que < � � � > qui ne peuvent pasbénéficierde la
fin précocede / � car fairepasser/ � de ê � enavant
violerait la priorité sur / � . Pour de tels cas il faut
uneforme plus raffinéed’adaptativité. A regarderles
ordonnancementsoptimauxpour < Nx� � > et < � � � > dans
la Figure6-(a), nousobservonsquedansles deux la
décisiondedonner/ � à ê � ou pasestpriseaumême
état qualitatif où / � s’exécuteet / � s’est achevé.
La seuledifférencerésidedansle tempsd’exécution
écouléde / � au point de décision.Ainsi un ordon-
nanceradaptatifdevrait basersesdécisionségalement
surl’information quantitativeencodéedanslesvaleurs
d’horloge.

Considéronsl’approchesuivante : initialementnous
trouvons un ordonnancementoptimal pour une ins-
tance nominale. Pendant l’exécution, chaque fois
qu’unetâches’achève nousréordonnancconsle pro-
blème “résiduel”, supposantdes duréesnominales
pour destâchesqui ne se sont pasencoreachevées.
Dans notre exemple, nous construisonsd’abord un
ordonnancementoptimalpour < N¬� � > et commenccons
à l’exécuter. Si la tâche/A� dansê � setermineaprès�

unitésdetempsnousobtenonsle problèmerésiduel

ê W� �x<ESUT ��VR>%� <=/ �9� � >%� <=/ �9�&óô> ê W� �x<=/ ���6W9>
où les lettres en gras indiquent que / � doit être
exécutéeimmédiatement(elle s’exécutedéjàet nous
supposonsqu’il n’y a aucunepréemption).Pour ce
problèmela solutionoptimaleseradedonner/ � à ê � .
Demême,si /A� setermineà N nousavons

ê W� �x<ESUT ��XR>%� <=/ �9� � >%� <=/ �9�&óô> ê W� �x<=/ ���6W9>
et l’ordonnancementoptimalconsisteà attendrela fin
de / � pourdonner/ � à ê � . La propriétédesordon-
nancementsainsiobtenusestqu’ils sontoptimauxpar
rapportà l’hypothèsenominaleconcernantle futur à
toutétatatteignabledurantl’exécution.Nousappelons
de telles stratégiesoptimales æ -futur. C’est le prin-
cipesous-jacentdu contrôleprédictif demodèleoù à
chaqueétapes,lesactionsà l’état “réel” courantsont
ré-optimiséesen supposantune prédictionnominale
pour un horizonde futur borné.Un défaut majeurde
cetteapprocheestqu’elleimpliquebeaucoupdecalcul
“en ligne”, résolvant un nouveauproblèmed’ordon-
nancementchaquefois qu’une tâches’achève. Cela
limite son applicabilitéaux processus“lents”. Dans
la prochainesectionnous présentonsune approche
alternative où une stratégieéquivalenteest synthéti-
séehorsligne enutilisantunevariantesymboliquede
la programmationdynamiqueadaptéeaux automates
temporisés.



11. PROGRAMMATION DYNAMIQUE SUR
AUTOMATESTEMPORISÉS

L’espaced’étatsd’un automatetemporiséconsisteen
despairesde la forme <�Y � � > où Y � <�Y �J� ?,?O? � Y ì > est
un étatdiscret,indiquantles étatslocauxde tous les
jobs,et �ç� <%� �J� ?,?O? � � ì > estun vecteurdevaluations
d’horlogesappartenantà un sous-ensemblebornédes
réelsnon négatifs. On y trouve une fonction valeur±² telle que ±² <�Y � � > dénotele tempsminimum pour
atteindrel’état final àpartirde <�Y � � > , ensupposantdes
valeursnominalespour les tâchesqui ne sesontpas
terminées.Avantdedonnerla définitionformelledon-
nonsuneexplication intuitive. Étantà <�Y � � > , tousles
choix locauxdel’ordonnancerpeuventêtreramenésà
la forme suivante: laisserun tempsc passeret alors
exécuterunetransitionqui est renduedisponiblepar
lesvaleursd’horloge.Cettedéfinitioncouvreaussila
possibilitéd’uneactionimmédiate(c7� F ), ainsi que
la possibilitéd’attendrejusqu’à ce qu’une transition
incontrôléesoit prisepar l’environnement.La valeur
induiteparcechoixestla sommedutempsd’attentec
etdela valeurdel’état atteintaprèsla transition.Cela
cerésumeparla définitionrécursivesuivante:

±· º)Z�Ã=É�½B¾[D
±· º)\;Ã=ÉO½B¾¿ÓÀÄÂ^]E_&Í ±· º)\�`MÃ=É%`_½ A º)\.ÃËÉ�½baced º)\;Ã=É Íf_ 1½ �ced º)\�`_ÃËÉ%`_½�g

Pourillustrer le calculde ±² nousconsidéronsunever-
sion simplifiéede l’exemplede la sectionprécédente
avecuneseuleduréeincertaine:
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La figure7 montrela partiefinaledel’automateglobal
correspondantauproblème,qui inclut l’état <=/ �J� / �k>
où unedécisionde l’ordonnancerdoit êtreprise.Le
calcul commenceavec ±² <Ii � i � ä � ä > �ØF . La valeur
de <=/ ��� i � � ��� ä > estle tempsqu’il fautpoursatisfaire
la condition � � � ó , qui est ó d�j³� � . De mêmepour±² <Ii � / �9� ä � �&� > � W d
j7�%� . Dansl’état <=/ �9� / ��> les
deuxjobssontactifset la transitionà prendredépend
decelui qui “gagnela course”et termined’abord:

±² <=/ ��� / �9� � �J� �&� >

�u47}t� W d j �%� Q ±² <=/ �9� i � � ��Q < W d j �%� >%� ä >%�ó d j � �,Q ±² <Ii � / �9� ä � �&� Q < ó d j � �O>'>
�u47}t� � ó d j � ���6W d j �%���
� ó d j � � if �%��d j � � ø��W d j �%� if �%��d j � �lk �

Notez que les deux transitionssont des transitions
de fin incontrôléeset qu’aucunedécisionde l’ordon-
nancern’est requiseà cet état.Le calcul procèdeen
arrière,calculant±² pourtouslesétats.En particulier,
pour l’état <=/ ��� / �k> où nous devons choisir entre
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FIG. 7. Unepartied’automatglobal.

donner/ � immédiatementà ê � ou attendrela fin de/ � pourdonner/ � à ê � , nousobtenons:

±² <=/ �J� / �9� � �J� ä > �ë47}t�Y� G 7 � � G d j � � �
� G 7 if � �lk|ó

� G d j � � if � � ø ó
Ainsi, si / � se termineaprèsmoins de ó unitésde
tempsil vaut mieux donner / � à ê � , sinon il vaut
mieux attendreet la donnerà ê � . La Figure 6-(d)
montreque,eneffet, lesdeuxstratégiescoïncidenten
performancequand� � � ó .
Le lecteurne doit passelaisserabuserpar le succès
de notrestratégieà atteindrela performanced’un or-
donnancerclairvoyantdanscepetitexemple.Dansdes
problèmeslégèrementplus complexesavec plusieurs
incertitudesil estimpossiblede concurrenceravec la
connaissancedu futur et êtreoptimal æ -futur estsuffi-
sant.

Le calcul en soit de la fonction valeur est implanté
en utilisant destechniquesd’atteignabilitéstandards
pourdesautomatestemporisésqui sontendehorsdu
champdel’article présent.Nousavonstesténotreim-
plantationsur un problèmeavec

�
jobs, 7 machines

et � � tâches,dont N ayant des duréesincertaines.
Nous avons fixé deux instances,une “optimiste” où
chaqueduréede tâcheestfixéeà ; , et une“pessimis-



te” avec = durées.Nous avons appliquénotre algo-
rithmepour trouver deuxstratégiesoptimalesæ -futur
et deuxstratégiesde remplissagede trousbaséessur
cesinstances.NousavonsgénéréG F;F instancesaléa-
toiresavecdesduréesrécupéréesuniformémentdans
chaqueintervalle D); �?=�I , et comparéles résultatsdes
stratégiesmentionnéesplushautavecun ordonnancer
clairvoyant optimal qui connaîtchaqueæ à l’avance,
etavecl’ordonnacerstatiquedupirecas.Il ressortque
l’ordonnancementstatiqueest,enmoyenne,pluslong
que l’optimum de G � �'ó � 8 . La stratégiede remplis-
sagedetrousdéviedel’optimum de

� � ö9F 8 (pourdes
prédictionsoptimistes)et

� � �9� 8 (pourdesprédictions
pessimistes).Notrestratégieproduitdesordonnance-
mentsqui sont plus long que l’optimum de G.� � F 8
et G.�HG � 8 , respectivement.La bonnenouvelle estque
notre stratégieest bien meilleureque l’ordonnance-
mentstatique,et peutêtreconsidéréecommeun bon
outil pour dessystèmesavec descritèresde perfor-
manceen tempsréel “mou”. La mauvaise nouvelle
estqu’elle estbeaucoupplus coûteuseque la straté-
gie de remplissagede trous.Cettedernièrerésoutun
problèmesansadversaireetpeututiliserunerecherche
enavantintelligentetandisquele calculdenotrestra-
tégie doit explorer tout l’espaced’état. L’adaptation
d’une rechercheen avant sur les arbresde jeu à ce
problèmen’est pasévident,à causede la densitéde
l’ensembled’actionsdel’adversaire,etelleestsujette
à des recherchesen cours bien que l’adaptationde
cetteapprocheà d’autrestypesd’incertitudetels que
destempsd’arrivéimprécisouuneincertitudediscrète
associéeà desdépendancesconditionnellesentreles
tâches.

12. DISCUSSION

Les gens qui sont experts dans leur domainesont
souvent sceptiquesenvers despropositionsde théo-
ries unifiées.En effet, comparéesaux succèsde la
recherchededomainespécifique,diverstendancesho-
listiquestellesquela “théorie généralede systèmes”
sesontrévéléespar le passécommeétantplutôt sté-
riles.Dire que“tout estdessystèmes”etqueplusieurs
chosesqui ont l’air si différentessont,à un certainni-
veaud’abstraction,similaires,nerésoutpasnécessai-
rementdesproblèmes.J’espèrequele cadreprésenté
danscet article subiraun meilleur sort. Il est moins
ambitieuxque certainsde sesprédécesseursdansle
sensoùil n’essaiepasdeprédirel’imprévisibleetfaire
semblantde donnerdesrecettesoptimalespour des
phénomènessocio-économiquesou biologiquescom-
plexespourlesquelsnousneconnaissonsmêmepasle
vocabulairedemodélisationapproprié.Il estrestreint
à des situationsoù des modèlesdynamiquesutiles
et descritèresde performanceexistent,desmodèles
qui sontdéjàutilisées,implicitementouexplicitement,
pour la simulation,vérification ou optimisation.Ce
cadre est orienté vers un but concret : développer
un outil pour définir et résoudredes problèmesde

contrôleoptimalpourdessystèmesavecdiverstypes
dedynamiques.

Certainsprincipessous-jacentsd’un tel cadre(dont
certainsexistent déjà dansdes domainesrespectifs)
sont mentionnésplus bas.D’abord, je crois que des
systèmesdoivent être définis avec une sémantique
claireà partir de laquelleil estfaciledevoir qui sont
les joueurs,quellessont les variablesqu’ils peuvent
observeret influencer, qu’est-cequi constitueuncom-
portementdu système,qu’est-cequi EST supposé
concernantl’environnementet quelssont les critères
de performancenaturels.A ce niveau,la description
devrait être séparéedes techniquesde calcul spéci-
fiquesqui sontutiliséespourraisonnersur le modèle.
Ceci est en contrasteavec les approchesà domaine
spécifiqueoù les problèmessontsouvent énoncésen
termesbiaisésenversdestechniquesde solutionpar-
ticulièreset,parfois,accidentellesqui sontcommunes
dansle domaine.

Après qu’un contrôleur optimal idéal ait été ma-
thématiquementdéfini, les problèmesalgorithmiques
doiventêtreadressés.Ici la différenceentrelesclasses
de dynamiquesde systèmesest manifestéepar le
type de problèmed’optimisation souscontraintesà
résoudre,discret (logique), continu (numérique)ou
hybride. Dansla plupartdescasl’optimalité globale
dela solutionestuneaffairecérémonial.Personnene
comptevraimentêtreoptimal et les modèlessontde
toutefacconimprécis.Danscertainscas,prouver une
relation entredessolutionsapproximatives et l’opti-
mum estunebonnemesurede la qualitéd’une tech-
nique, mais ce n’est ni une condition nécessaireni
suffisantepoursonutilité.

Puisqu’il restede l’espace,permettez-moid’ajouter
quelquesremarquespolémiques.Il me sembleque
dansde nombreuxdomainesayantrapportà cet ar-
ticle, il y a unetensionentrelesapprochesmathéma-
tique(théorique)etd’ingénierie(“hacking”).Le (vrai)
pratiquantnepeutpaschoisir lesproblèmesqu’il doit
résoudreet n’a pasnon plus le tempsde développer
de bellesthéories.Dansplusieurscasil adapterades
solutionsfournies par les mathématiciensde précé-
dentesgénérationspour faire le travail. Le théoricien
est supposéavoir l’esprit plus ouvert et explorer de
nouvellesclassesde modèlespour de nouveauxphé-
nomènesmais la structuredu mondeacadémiquene
l’encouragepastoujoursà faire ainsi. Les membres
des communautésscientifiquess’imposent souvent
descritèresd’évaluationintrinsèquesqui dévientavec
le temps de la raison d’être du domaine.Il n’y a
aucunmal aux (bonnes)mathématiquespour les ma-
thématiquesensoit, maisil ne fautpaslesconfondre
avec la résolutiondevrais problèmesd’ingénierieou
mêmeavec le fait de poserles fondationspour des
solutionsfutures.Ce qui est vraimentnécessaireest
un milieu entre la mathématiqueet l’ingénierie, qui
nouspermettentdevoir lesobjetsmathématiquesgé-
nériquesderrièresles instancesd’ingénierie,avec un



senscritiquefort enverslestraditionsdeschampsaca-
démiquesrespectifs,qui sont souvent des effets de
bord de la sociologiedescommunautésscientifiques
plutôt que le résultatd’une véritabletentative d’être
pertinent.
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