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1. Premier exemple : plus longue sous-suite croissante



Plus longue sous-suite croissante

Définition

pLssc(T): plus longue sous-suite croissante Tj;; < Tpp < -+ < Tpjy '6'
avec0 < h < h<---<i,<n
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Formalisation du probléme

Entrée Un tableau T de n entiers
Sortie 1 La longueur d’une pLssc de T
Sortie 2 Une pLssc de T

Exemple précédent
Entrée T =1[6,1,9,5,13,3,11,7,15,2,10,6,14, 4,12, 8,16, 3, 10]

Sortie 1 6

Sortie 2 [ 1 3117 10 12.2.16 ]
ou [ 1 5 7 10.0.14 16 ]
ou...

Quel(s) algorithme(s) ?
> Recherche exhaustive : parcourir toutes les sous-suites ~» O(2")
> Algorithme de complexité polynomiale ?



Formule récursive pour pLSSC

» ((T): longueur des pLssc de T
» {;:longueur des pLssc de T finissant en case T[;

Lemme
» ((T) = maxo<i<n¥i

1 sifi=0
> 4=
T+ max{{;: j < itelsque T < T} pour1<i<n (max(0) = 0)
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Traduction directe : algorithme récursif!

sii=20

1
o {1 +max{¢;: j <itelsque Tjy < T3} pour1<i<n

rALGoL( T,i):
1. Si i = 0:Renvoyer 1
2. max <0

3. Pourj=0ai—1:

4. Si T[]] < T[,]Z

5 L < ALcoL(T,))

6 Si L > max: max < L;

7. Renvoyer 1+ max

\

Correction
> Immédiat d’apres la formule

Complexité
(i) < 32 t0) ~ t(i) = 0(2))

> pareil que la recherche exhaustive!
> pourquoi?



Arbre des appels récursifs




Arbre des appels récursifs
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Arbre des appels récursifs




Mémoisation : éviter les appels récursifs inutiles

[ Memo(T, i/L):
1. Si i = 0:Renvoyer 1

- Si L[j # None: Renvoyer L[;
max < 0
. Pourj=0ai—1:
Si UTUTE

L[J] — I\/\EMO(T,j7 L)
Si L[j] > max: max <— LU]
. Renvoyer 14 max

® N DGR W N

Analyse de complexité
> (i) = Zj<i t(j) si Ljjj n’est pas encore connu
o(1) sinon

> Chaque Ly est calculé une seule fois, en O(i) opérations ~ 0(n?)



Version itérative : calcul des ¢; par i croissant

rPLSSC—VALEUR( T):

1. L < tableau de taille n
2. L[O] +—1

3. Pouri=1an—1:

4. I—[i] — 1+ max{LU] j<iet T[J] < T[,-]} —5%\'.\) % %_—("‘L)
5. Renvoyer max;(Lp;)

Correction
> L[;) calculé exactement avec la formule — L[ = ¢;
> K(T) = max,-ﬁi

Complexité ;g(rxl)
4. < max <0

Pourj=0ai—1: 9(&\

Si Ty < Ty et L) > max:max < Ly
Ljj <= 14 max



Obtenir la solution

Comment calculer une pLssc (en plus de sa longueur)?
> Retenir les indices des max
> Reconstruire a posteriori

Exemple

- 0RO O E



Algorithme pLssc avec reconstruction

Lemme

rPLSSC+(T) : ) rPLSSC-SOLUTlON(T, 0,i,P):
1. L, P + tableaux de taille n 1. S < tableau de taille ¢
2. Loy =1 2. Sp—q) < Tpj)
3. Pouri=1an—1: 3. Pourj=¢—2a0:
4. L[,-] — 14 max{L[j] j<iet TL/] < T[,-]} 4. I P[i]
5. P < indice du max précédent 5. S ¢ T
6. Renvoyer max;(L{j), 'indice du maximum et P 6. Renvoyer S

L’algorithme PLSSC-SOLUTION reconstruit une pLssc de T en temps O(X).
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2. Qu’est-ce que la programmation dynamique ?



Idée générale

Programmation dynamique = récursion sans répétition

Ingrédients

» Formule (récursive pour la valeur optimale
> en fonction des valeurs de sous-problémes
> sous-problémes possiblement nombreux et non disjoints

> Algorithme 'récursif avec mémoisation ou 'itératif pour la valeur optimale
> en commencant par les plus petits sous-problémes
> approche « bottom-up »

> Reconstruction de la solution |a posteriori
> ajout d’informations a I’algorithme pour la valeur
> algorithme de reconstruction indépendant

« Diviser pour régner »

Sous-problémes disjoints, approche « top-down »



Ingrédient 1: Formule récursive
Partie la plus importante (et difficile) !
Etapes
1. Spécification précise du probleme
2. Formule récursive
Exemple de pLssc

1. Définition des /; et pas seulement £(T)
2. Expression de ¢; en fonction des ¢;, j < i

En pratique, étape souvent (tres) guidée




Ingrédient 2: Algorithme pour la valeur

Partie plutot facile... mais attention quand méme !
Etapes
» choix d’une structure de données (trés souvent un tableau)

> écriture effective de I’algorithme
» mémoisation: assez direct
> itératif: ordre de calcul si tableau multi-dimensionnel

> analyse de complexité
» mémoisation : raisonnement global
> itératif: assez classique

Exemple: pLssc

> Tableau L
» Ordre croissant

cf. ex. suivants

En pratique, étape souvent non guidée




Ingrédient 3: Reconstruction
Partie de difficulté tres variable !
Etapes
> ajout d’informations supplémentaires a 'algorithme pour la valeur
> redescente depuis la solution générale vers les instances petites

Exemple : pLssC

» tableau P, indice i du maximum
> descente depuis T[;}, en suivant P

En pratique, étape pas toujours effectuée




Problématique de la mémoire

Exemple de pLssc

» Tableau P et L de taille n
» Complexité en espace O(n)
» Sin=2%:env. 1Mo de mémoire

En général
» La programmation dynamique est gourmande en mémoire
> Parfois le réactif limitant
> Utile de limiter 'espace mémoire quand c’est possible
> En général uniquement sans reconstruction
» Formulation itérative plus adaptée

— exemple suivant



Conclusion sur la programmation dynamique

Comparaison avec « diviser pour régner »

> Similitude : expression récursive de la solution

> Différences:
> nombre de sous-problémes: O(1) en général en ppr
> taille des sous-problémes: division de la taille par une constante en bpPrR
> écriture de I'algorithme directe en DPR

> Remarque: choix du type d’algorithme en fonction de la formule récursive

D’ou vient ce nom?
Programmation : planification, ordonnancement
Dynamique: « it’s impossible to use the word dynamic in a pejorative sense »

> Bellman (1940) : travaux en optimisation mathématique
> Origine en fait peu claire: référence a la programmation linéaire, et/ou problémes de
financements (cf Wikipédia)
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3. Deuxiéme exemple: la distance d’édition



Corrigeons les erreurs

A quelle distance se trouve-t-on du mot correct ?

GORRYTNE
HEORRERE
ALGORITHME



La distance d’édition
Définition
La |distance d’édition entre deux mots A et B est le .nombre minimal de désaccords dans
un alignement de A et B

HA 'GORRYT NE
ALGO_RITHME



Définition du probléeme

Entrée Deux mots A et B sur un alphabet

(mot: chaine de caractére ou tableau de caractéres ou ..

Sortie 1 La distance d’édition entre A et B
Sortie 2 Un alignement optimal de Aet B

Utilité

» Orthographe:
> Correcteur orthographique
> Reconnaissance optique de caractéres
> Linguistique (proximité de langues)

> Bioinformatique:
> similarité de séquences ADN
> similarité d’arbres phylogénétiques
>

)



Formalisation et formule récursive

Distances entre préfixes

> A;;:distance entre Af ;| et Bjp j{ ou
> Ap,i = A Ap - Ajig Big=1i
> Byo,jt = BlojBpy - By Boj=]
» Onveut Ay ,oum=#Aetn=#B

Lemme
A,'_Lj +1

A,‘J = min Ai,j—1 +1
Aj_yj—1+doud =1siAjj_y # Bjj_qy, 0 sinon

Preuve : alignements possibles

BT T T
A EE Ap,i B A An
A-(_“ + 4 k‘.’w\ + ) A‘-‘hh*\ + 8



Algorithme : exemple
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Algorithme : exemple
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L’algorithme (itératif)

VEDITION(A, B):
1. (m, n) < tailles de A et B
2. A < tableau de dimensions (m+1) x (n+1)
3. Pouri=0am:Afg i
4. Pourj=0an:Ap;<«j
5. Pouri=1am:
6. Pourj=1an:
. 5 0 si A[i—1] = BU_1]
1 sinon
8. A[i,j] — min(A[,-_Lj] +1, A[,-J_ﬂ +1, A[i—1,j—1] +9)
- Renvoyer A,

-]

\

Lemme
L’algorithme EpiTioN renvoie la distance entre A et B en temps O(mn) et espace O(mn).



Version efficace en mémoire

'EDITIONMINMEMOIRE(A, B):
1. (m, n) < tailles de A et B
2. A7, A « tableaux de dimension n + 1 (lignes précédente et courante)
3. Pourj=0an: A[,.]I —
4. Pouri=1am:
0 .
5. A[o] <— i ‘
6. Pourj=1an:
7 0 < 0si A[i—1] = BU‘”’ 1sinon
0 N 0 -1
8. A[i] — mln(AU] +1, A[/.q] +1, A[/'—ﬂ +9)
9. Pour j =0 a n: A[;] — A([)j] (courante — précédente)
10. Renvoyer A([)n]
Lemme

EpiTloNMINMEMOIRE calcule la distance entre A et B en temps O(mn) et espace O(n).



Reconstruction : exemple
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Algorithme de reconstruction

'ALIGNEMENT(A, B/A):

1. (i,j) « tailles de Aet B

2. Tantquei>0etj > 0:

3. 0 < 0si Ajj_q = B, 1sinon

4 Si A[I,j] = A[,‘_Lj_ﬂ + 0:

5 (i) = (i=1,j=1) A=l By
6. Sinon si A[l,_[] = A[i—T,j] +1:

7 Insérer « _» en j°M position dans B; i < i — 1 Ali—ll—
8. Sinon (A = A[i’j,J] +1):

9. Insérer « _» en ™€ position dans A; j < j — 1 _IIBjj—y

10. Insérer j symboles « _ » en téte de A ou i symboles « _» en téte de B
11. Renvoyer Aet B

\ J

Lemme
L’algorithme ALIGNEMENT aligne les mots A et B de maniére optimale, en temps O(m + n).



Conclusion

Théoréeme

Soit A et B deux mots de tailles respectives m et n.
> La distance entre A et B peut étre calculée en temps O(mn) et espace O(min(m, n))
» Un alignement de A et B peut étre calculé en temps O(mn) et espace O(mn)

Peut-on faire mieux?
> Temps:
» Un peu: O(mn/ log max(m, n))
> Sans doute pas bien mieux (pour le résultat exact) — borne inférieure conditionnelle

> Espace: alignement en temps O(mn) et espace O(min(m, n))
» Programmation dynamique + diviser pour régner Cours 10

> Probléme trés important en pratique... et en théorie!
» Beaucoup de résultats trés récents (2024!) sur le sujet



Conclusion

Théoréeme

Soit A et B deux mots de tailles respectives m et n.
> La distance entre A et B peut étre calculée en temps O(mn) et espace O(min(m, n))
» Un alignement de A et B peut étre calculé en temps O(mn) et espace O(mn)

Peut-on faire mieux?

emps O(mn) et espace O(min

e
e 1S
et g AN e

» Probléme trés imp t en pratique... et en théorie!

» Beaucoup de résultats trés récents (2024!) sur le sujet
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