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Introduction

Les débuts de la logique formelle

Depuis la fin du X[Xeme siécle, de nombreux philosophes et mathématiciens se sont
penchés sur la question suivante : qu’est-ce qu’un raisonnement logique? En effet, les
progrés des mathématiques, notamment en analyse numérique et en algebre, s’étaient ac-
complis en se fondant sur une notion intuitive de ce qu’est une démonstration valide. Le
développement de théories mathématiques de plus en plus complexes souleva alors chez
les philosophes la question de la validité de la démarche mathématique : ils remirent en
question ses bases logiques.

En réponse a ce questionnement, plusieurs philosophes et mathématiciens proposérent
des descriptions trés précises de ce qu’était pour eux un raisonnement logique, en créant un
langage pour exprimer des concepts et propriétés logiques ainsi que des régles permettant
de déduire la validité d’une proposition de celle d’autres propositions. On considére que
c’est Gottlob Frege, dans son ouvrage de 1879 intitulé Begriffschrift, qui donna la premiére
présentation formelle du calcul des prédicats du premier ordre, ou logique du premier ordre.
Son second ouvrage, Grundsetze der Arithmetik |Fre03|, étendit et précisa ce systéme.

Méme si Bertrand Russell démontra I'incohérence du systéme formel de Frege, celui-ci
inspira de nombreux travaux. Le mathématicien David Hilbert établit alors un programme
formaliste destiné & encadrer les recherches dans le domaine des fondements de mathéma-
tiques. En 1933, le théoréme de complétude de Kurt Godel [G6d34| permit de fixer les
bases conceptuelles de la logique du premier ordre.

Ce théoréme établissait qu’il existait un systéme de déduction D simple et effectif
(calculable) tel que toute proposition valide de la logique du premier ordre, c’est-a-dire
satisfaite dans tous les modéles booléens, était démontrable dans ce systéme D. En re-
vanche, son théoréme d’incomplétude de 'arithmétique du premier ordre mettait a bas le
programme de Hilbert en établissant 'impossibilité de créer un systéme formel «idéal».

En 1934, Gerhard Gentzen publia le livre Untersuchungen diber das logische Schlies-
sen |Gen34] qui fonda la théorie de la démonstration en définissant la notion de régle de
déduction et de séquent. Ces concepts permirent de prouver facilement les propriétés de
systémes déductifs. Gentzen proposa ainsi les calculs de séquents LK et L.J pour le calcul
des prédicats respectivement classique et intuitionniste. La logique intuitionniste [Hey56]
se caractérise principalement par I'impossibilité de prouver qu’une propriété A quelconque
satisfait le tiers exclus : « ou bien A est vrai ou alors A est faux ».
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L’approche purement automatique

Un succés indéniable

L’avénement de l'informatique, dans les années 1950-1960, provoqua l'apparition de
systémes de démonstration automatique (automated theorem provers). Malgré les résultats
d’Alan Turing sur I'indécidabilité de la logique du premier ordre, les informaticiens par-
vinrent & mettre au point des méthodes efficaces en pratique pour résoudre partiellement
ce probléme indécidable.

La méthode de démonstration automatique la plus populaire fut incontestablement
la résolution [Rob65], que 'on doit & J. A. Robinson. Cette technique, particuliérement
adaptée a la logique classique, passe par une réduction du probléme considéré a une forme
spécifique appelée forme clausale. Elle utilise ensuite une unique régle de déduction, la
régle de résolution, pour démontrer que la négation de la proposition de départ permet de
dériver la clause vide et donc que cette négation est contradictoire.

La popularité de la résolution fut telle qu’elle conduisit a l'invention de la program-
mation logique, fondement théorique du langage Prolog [KvE76]. Un programme Prolog
se compose d'un ensemble de clauses, et l'exécution de ce programme est l'application de
I’algorithme de résolution a cet ensemble de clauses avec une stratégie bien précise.

La résolution du premier ordre et ses avatars constituent encore aujourd’hui la base d’un
nombre important de systémes de recherche de preuve. Une autre méthode trés utilisée est
la méthode des tableaux. Cette approche consiste a optimiser la recherche de dérivations
d’une proposition donnée dans un calcul de séquents, en accumulant des contraintes d’uni-
fication, puis a essayer dans un second temps de résoudre ces contraintes avec une stratégie
déterministe.

Limites des méthodes automatiques

Malgré le succés de la résolution et des tableaux, ces méthodes souffrent de la faiblesse
du langage de base : la logique du premier ordre. En premier lieu, on rencontre de ma-
niére quasiment systématique le prédicat d’égalité, or la résolution fonctionne trés mal en
présence de la transitivité de ’égalité. Ce probléme a conduit a proposer des régles de
déduction spécifiques pour 1'égalité, comme la paramodulation |[RW69|, et de nombreux
travaux sur la logique équationnelle [NRO1|.

En second lieu, la résolution et la paramodulation, ainsi que la méthode des tableaux,
déstructurent complétement le probléme pour arriver a le résoudre. En effet, en cas d’échec,
il est difficile de remonter a la cause de cet échec, et en cas de succeés, il est également difficile
de comprendre pourquoi la proposition que ’on veut prouver est valide. Enfin, ces méthodes
ne permettent pas de continuer « a la main » des démonstrations de propriétés simplifiées
automatiquement.

En troisiéme lieu, la logique du premier ordre considére la validité dans tous les mo-
déles, or on souhaite parfois raisonner dans des modéles spécifiques : I'exemple le plus usité
— notamment pour la preuve de programmes — est I'arithmétique linéaire sur les entiers.
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Pour ces théories plus complexes, on cherche plutét a mettre au point des procédures spé-
cifiques. Parmi les problémes toujours a I’étude, citons d’une part le mélange de plusieurs
théories [NOT9, CKO04|, et d’autre part les raisonnements a base de récurrence qui per-
mettent d’établir la validité des formules vraies dans la classe des modéles engendrés par
des constructeurs.

De plus, la communauté mathématique reste trés sceptique vis-a-vis de la capacité
des ordinateurs a effectuer des raisonnements corrects. L’exemple le plus célébre de cette
réticence est le refus de considérer comme valide la vérification par ordinateur des cas
irréductibles dans la preuve du théoréme des quatre couleurs [AH76]. En effet, le programme
en question ne fournit pas un objet témoignant de la véracité de la preuve et vérifiable
indépendamment par ’homme ou par un autre programme, c’est-a-dire qu’il ne satisfait
pas ce que l'on appelle le critére de deBruijn. La preuve formelle récente du théoréme des
quatre couleurs par George Gonthier et Benjamin Werner [Gon| satisfait ce critére.

L’approche interactive

Parallelement a I’essor des démonstrateurs automatiques de théorémes, d’autres logiciels
furent développés afin de résoudre le probléme — décidable — de la vérification de preuve,
et ce pour des langages et des systémes déductifs de plus en plus complexes.

Mentionnons notamment le vérificateur de preuve de Boyer et Moore qui, bien que basé
sur la résolution, permet & 1'utilisateur de donner des directives pour guider le systéme de
preuve. On peut considérer ce logiciel comme un vérificateur de preuve au sens ol 'ensemble
de ces directives constitue la preuve. Cependant la forme des preuves acceptables dépend
fortement de I'implantation du systéme et par conséquent il satisfait difficilement le critére
de deBruijn.

Nous allons maintenant décrire une classe de systémes de preuve dont 'architecture
est beaucoup plus uniforme et qui, eux, satisfont le critére de deBruijn : les assistants de
preuve fondés sur la théorie des types.

Du M-calcul & la Théorie des Types

Afin d’éviter I'incohérence que Frege avait introduit dans son systéme, Russell et Whi-
tehead proposérent dans le Principia mathematica [WR10| une Théorie des types reposant
sur une stratification des formules — chaque strate étant désignée par un type — et I'inter-
diction des substitutions qui ne respecteraient pas cette stratification. Aprés la découverte
du A-calcul [Bar84| par Alonzo Church, Curry et Howard [How80|. parvinrent & établir une
correspondance entre les régles de déduction logique et certains systémes de types concus
pour ce calcul. Per Martin-Lof s’appuie sur cet isomorphisme pour proposer une Théorie
des Types Intuitionniste [ML84]| plus riche que celle de Russell et Whitehead : elle permet
de quantifier sur tous les ensembles — et ainsi d’exprimer la théorie des catégories — et elle
est plus proche des langages de programmation : les formules logiques peuvent contenir des
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termes du A-calcul, expressions que I'on peut calculer. Notre travail se sert particuliérement
de ce second aspect.

Le A-calcul est une théorie de fonctions construites par application et abstraction sur une
variable. Sa description, bien que relativement simple, conduit a une théorie des modéles
trés complexe et trés riche. Le langage du A-calcul est défini par :

L:=z|(LL)| \x.L

ou Az.u désigne la fonction qui & x associe u et (f ¢) désigne I'application de la fonction f a
'objet c. Ce langage est muni de la régle de calcul suivante : un terme de la forme (Az.u)t,
appelé (-redex, se réduit en u{t/x}, c’est-a-dire le terme u dans lequel x a été remplacé
par t. Cette régle de calcul s’appelle la g-réduction. Grace a ce systéme de calcul, il est
possible de simuler une machine de Turing et, en particulier, on peut écrire un terme dont
le calcul ne termine pas, par exemple Q = (Az.(z x) A\z.(z 2)).

Un systéme de types pour le A-calcul est la donnée d’un ensemble d’objets, appelés
types, permettant d’annoter les A-termes et accompagnés de contraintes donnant le type
d’un terme en fonction des types de ses sous-termes. Ainsi, 'expression I' =t : 7 se lit « Le
terme ¢ a le type 7 dans le contexte I' ». Parmi les systéemes des types existants, un certain
nombre ont la propriété de garantir la terminaison des termes bien typés.

La Théorie des Types repose sur la découverte suivante : il est possible de choisir un
systéme de types dont les types sont des propositions logiques, et tel que les régles de
typage n’autorisent que des déductions correctes. Le systéme le plus simple pour lequel ces
remarques s’appliquent est le A-calcul simplement typé : les types sont formés a partir d’un
ensemble de types atomiques «, ... et de Popérateur —. Les régles de base de ce systéme
sont :

rx:alFu:0 'Ft:a—p T'Fu:a«a
TFru:a—p 08 TH (thu: 3

La régle Abs dit que si un terme u a le type (3, sachant que la variable x a le type «,
alors on peut donner au terme Az.u le type a—3. A Iinverse, la régle App dit que si 'on
applique une fonction de type a—f 4 un terme de type «, on obtient un terme de type (.
Dans ce systéme, on peut lire le symbole — comme l'implication logique et identifier les
types atomiques a des propositions logiques. On obtient alors, en effacant les termes dans
les régles Abs et App, deux régles de raisonnement logique :

iak (B 'Fa—p T'ka
- -
T-aopd T+ 3

App

—g

Grace a cette correspondance, on déduit que s’il existe un terme du A-calcul tel que
Ft: 7, alors 7 est une tautologie propositionnelle intuitionniste. Cette remarque constitue
la base de I'isomorphisme de Curry-Howard-deBruijn, qui met en correspondance ces deux
lectures du A-calcul : d’abord comme un langage de programmation, puis comme un systéme
logique. Il permet ainsi d’identifier preuves et programmes, de méme que types de données
et propositions.
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En 1969, Howard proposa d’étendre le systéme de types par des types dépendants, c’est-
a-dire des types annotés par des termes du A-calcul. Il permit ainsi d’étendre 'isomorphisme
a la logique intuitionniste du premier ordre. Le systéme F de Jean-Yves Girard apporta
'extension au second ordre, puis le systéme Fw et le Calcul des Constructions [Coq85]
(Thierry Coquand) permirent de traiter la logique d’ordre supérieur.

Parallelement, des outils logiciels furent développés pour profiter de ces avancées théo-
riques. Le premier vérificateur de preuve en théorie des types s’appelle Automath [dB80], il
fut écrit en 1968 et est dit & N. G. deBruijn. Le défaut principal de cette premiére tentative
est qu’il fallait saisir & la main l'intégralité des termes de preuve & vérifier. Le systéme
LCF, fondé sur un formalisme de Dana Scott et dont le langage de preuve est a l'origine
des langages de programmation fonctionnels modernes tels Standard ML [MTHM97| ou
Objective Caml [Obj|, apporta les concepts d’architecture logicielle encore utilisés de nos
jours, notamment la saisie de preuve par composition de commandes appelées tactiques qui
se réduisent a un petit nombre d’opération élémentaires dont I'interface, lesquelles sont vé-
rifiées par un noyau de taille réduite (critére de deBruijn). LC'F' utilise des types abstraits
pour empécher la création de faux théorémes en dehors de ce noyau.

Dans les années 80, deux familles de prouveurs basées sur les systémes de types ont vu le
jour. D’une part, les Logical Frameworks [Pfe91|, qui utilisent la Théorie des Types comme
une méta-logique permettant de décrire les régles d’inférence d’une logique axiomatisée
appelée logique objet. Ces systémes offrent 'avantage d’une grande souplesse malgré leur
caractére axiomatique. Les outils les plus connus dans cette famille sont Isabelle [Isa],Agda
[Coq00] et plus récemment TweLF [PS00].

L’autre famille, elle, a tiré parti de la richesse expressive des systémes de types pour
construire des systémes de preuve qui sont en fait des vérificateurs de types pour la Théo-
rie des Types de Martin-Lof [ML84] (notamment NuPRL [Kre02]) pour le Calcul des
Counstructions (Lego |[Leg| et Coq [Coq04, BC04|). Ces derniers outils sont fondés sur un
Calcul des Constructions étendu par des types de données dits types inductifs : le Calcul
des Constructions Inductives qui est le calcul & la base du systéme Coq [Coq].

Logique et calcul : le systéme Coq

Le systéeme Coq est composé de deux parties bien distinctes : d’une part, le noyau, de
taille réduite, qui contient uniquement ’algorithme de vérification de types dans le Calcul
des Constructions Inductives, et d’autre part, le moteur de preuve, qui permet d’indiquer
a Coq comment construire le A-terme de preuve a ’aide de commandes.

Comme dans toute extension du A-calcul, les termes du Calcul des Constructions In-
ductives peuvent se réduire, c’est-a-dire que 'on peut effectuer des calculs a ’aide de ces
termes. Par exemple, on peut formaliser 'arithmétique de Peano [Pea89] de facon a ce que
le terme 2 + 2 puisse se réduire sur le terme 4. Ceci entraine que les termes apparaissant
dans les types dépendants peuvent eux aussi se réduire par calcul pour donner d’autres
termes. Si nous lisons ces types dépendants comme des propositions logiques, cela implique
que 'on peut par calcul obtenir des propositions logiques différentes : par exemple, si Pair
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est un prédicat sur les entiers, alors la proposition Pair(2 + 2) se réduit par calcul sur la
propriété Pair(4).

Pour tirer parti de ce constat, le Calcul des Constructions Inductives posséde une régle
de typage appelée régle de conversion qui dit que deux types équivalents par calcul —
c’est-a-dire pouvant se réduire sur un méme type — sont des types pour les mémes termes.
Autrement dit, un terme de type 7 est également un terme de tous les types équivalents a
7. Ainsi, une preuve de Pair(2 + 2) sera également une preuve de Pair(4) et vice-versa, ce
qui peut étre utile si 'on a prouvé par exemple que Vz. Pair(z +x) et que 'on veut prouver
Pair(4). Ainsi, il existe dans Coq un nombre important de tactiques qui ne construisent
pas le terme de preuve mais modifient uniquement la propriété a prouver en effectuant des
calculs dans son énoncé.

Limites de ’approche interactive

L’expressivité du Calcul des Constructions Inductives permet de s’assurer plus facile-
ment de 'adéquation entre les propriétés formelles énoncées dans le systéme et les idées
informelles de 1'utilisateur. En effet, plus un formalisme est expressif et plus les concepts
informels de 1'utilisateur s’y expriment de facon naturelle, assurant ainsi ’adéquation entre
visions formelle et informelle. Cette expressivité a un inconvénient de taille : les étapes de
raisonnement interactif sont élémentaires et effectuer une preuve peut s’avérer extrémement
pénible et répétitif.

De plus, la puissance de la logique rend 'automatisation difficile. En effet, dans le cas
du Calcul des Constructions Inductives et des autres calculs avec types dépendants, on se
heurte & 'indécidabilité de 'unification d’ordre supérieur : on sait vérifier si deux termes
sont équivalents par calcul, mais on ne sait pas si 'on peut donner aux variables de deux
termes des valeurs rendant ces termes équivalents. Or, I'unification est a la base de la
plupart des méthodes de recherche de preuves, que ce soit par résolution ou par tableaux.
On en est alors réduit a utiliser des variantes de 'unification du premier ordre, qui sont
incomplétes.

En outre, la logique induite par le Calcul des Constructions Inductives est intuition-
niste, comme dans le cas du A-calcul simplement typé. Or la résolution, comme beaucoup
d’autres méthodes, s’adapte trés mal aux logiques constructives. Plus encore, les connec-
teurs logiques habituels (A, Vv, 3...) ne sont pas primitifs dans le calcul mais sont définis
par des constructions inductives (voir chapitre 3). Une direction naturelle pour automatiser
la construction de termes de preuve est d’utiliser les méthodes automatiques connues, sur
les fragments logiques concernés. Mais alors celles-ci doivent étre instrumentées de maniére
a produire des termes de preuve ou toute autre forme de trace de preuve revérifiable au-
tomatiquement dans Coq. Les premiers fragments ainsi automatisés dans Coq ont été le
calcul propositionnel — César Munoz [Mun95| a développé la tactique tauto qui produit
directement un terme de preuve —, et I'arithmétique linéaire sur Z — Pierre Crégut a
développé la tactique omega qui fournit une preuve par application successive de lemmes
arithmétiques élémentaires.
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On peut noter la tentative de Huang visant a automatiser toute la logique du premier
ordre en utilisant la procédure de semi-décision Jprover et en produisant directement des
termes de preuve. Cuihtlauac Alvarado [Alv02] a proposé une automatisation des preuves
par réécriture, en produisant une trace d’une forme spécifique dont la revérification passait
par l'application d'un lemme général de validité des traces, ce que 'on appelle principe
de réflezion. Pierre Crégut a récemment proposé une version de omega utilisant un tel
principe [Cré01]. Samuel Boutin [Bou97| a utilisé une forme plus avancée de réflexion pour
automatiser certaines théories équationnelles en prouvant la correction de I'algorithme de
décision plutot que celui de vérification de trace.

Preuves par réflexion

Réflexion logique

La réflexion logique est un outil dont la principale application fut la preuve du théoréeme
d’incomplétude de Godel. Godel utilisa pour prouver son théoréme un encodage concret
des formules logiques a l'aide d’entiers. Dans le cadre d’un systéme formel, cet encodage
appelé réification permet d’exprimer une propriété logique ¢ a ’aide d’un objet du systéme
formel que Pon note ¢. Gidel se placa dans Parithmétique du premier ordre et utilisa des
entiers — nommés par la suite nombres de Gédel — pour les représenter.

Godel parvint alors & définir une représentation pour une dérivation de son systéme
formel, ¢’est-a-dire un encodage p de la preuve d’une propriété ¢. Il relia cette représentation
a celle des formules par la définition d’un prédicat Prov représentant la relation « étre une
preuve valide de la formule ... ». A l'aide de Prov, on peut construire le prédicat de
démontrabilité Dem(¢) = Ip.Prov(p, ¢).

Deés lors, on va s’intéresser a deux types de propriétés de cet encodage :

~ la correction : toute formule ¢ telle que Dem(¢) est une formule valide.

— la complétude : toute formule valide ¢ vérifie Dem(é).

Dans un systéme du premier ordre, ces propriétés ne sont pas exprimables a l'intérieur
du systéme car elles nécessiteraient de pouvoir quantifier sur les formules logiques, or on ne
peut quantifier que sur les objets. De plus, la réification d’une formule n’est pas exprimable
a 'aide d’une fonction ou d’un prédicat fonctionnel du premier ordre puisqu’une telle
fonction ou un tel prédicat serait appliqué a une formule.

Les propriétés de correction et de complétude ne sont donc pas des propriétés dans le
systéme formel mais @ propos du systéme formel, c’est pourquoi on parle parfois de méta-
propriétés et de méta-théorémes. La propriété de correction est celle qui va nous intéresser
ici, et c’est celle que 'on nomme le plus souvent principe de réflexion.

Réflexion calculatoire

Dans son article récapitulatif Metatheory and Reflection in Theorem Proving : A Survey
and Critique [Har95|, John Harrison explique que lorsque 1'on se place dans le cadre d’une
logique d’ordre supérieur, la distinction entre propriétés et méta-propriétés disparait. Il
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explique ainsi ce phénomeéne : on entend souvent par propriétés celles exprimables dans le
cadre de la logique ou de 'arithmétique du premier ordre, et les méta-propriétés a propos
de ces fragments sont souvent suffisamment simples pour entrer dans le cadre de la logique
d’ordre supérieur.

Cela permet, dans la logique d’ordre supérieur, de prouver des résultats a propos d’un
fragment du premier ordre de cette logique. C’est notamment possible pour le principe de
réflexion modifié que nous allons décrire maintenant.

Dans un principe de réflexion calculatoire, la quantification ne porte plus sur les propo-
sitions logiques, mais sur leur représentation par les objets de la logique. Pour cela, il est
nécessaire d’utiliser une fonction réciproque de la réification : I'interprétation réflexive, que
'on note [ |, et qui vérifie [[¢]] = ¢ pour toute formule ¢ réifiable. Par ce moyen, le champ
d’application du principe de réflexion est restreint a 'image de la fonction d’interprétation.
Dans ce contexte, le principe de réflexion modifié s’énonce de la facon suivante :

VF, (3, Prov(m, F)) — [F]

Supposons que 'on ait défini le prédicat Prov de sorte que si 7 est une preuve de F,
Prov(w, F) donne par calcul la propriété triviale T par calcul, on pourra par ce moyen
obtenir une preuve de [F] par un calcul : la vérification de la trace .

Vers une combinaison des approches interactive et auto-
matique

La premiére application des assistants de preuve tels que Coq a été la formalisation
des preuves de théorémes mathématiques, mais ces assistants de preuve sont également
utilisés pour la certification de logiciels, c’est-a-dire pour la preuve de programmes. Dans
ce genre d’applications, les problémes rencontrés sont relativement simples du point de vue
conceptuel puisqu’ils font appel & des notions mathématiques élémentaires, mais complexes
du point de vue de la preuve automatique dans la mesure ot ils font appel & une combinaison
d’arithmétique et de théorie des structures de données (tableaux, listes chainées, etc.), et
sont souvent de grande taille (beaucoup d’hypothéses dont peu sont utiles a la preuve).

Pour résoudre ce genre de problémes, il existe un grand nombre de démonstrateurs
automatiques spécialisés dont les résultats sont remarquables. Face au succés de ces outils
automatiques, les développeurs ont adopté des attitudes différentes. Tandis que les uns
optent pour la confiance aveugle vis-a-vis de la réponse de ces outils, les considérant comme
des oracles, les autres optent pour ’approche sceptique : ils ne font confiance a la réponse
d’un outil externe que si celui-ci fournit & ’assistant une trace vérifiable de la validité de
sa réponse. Cette attitude sceptique est celle adoptée par 'outil Coq.
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Apports de la présente thése

Le but de nos travaux est d’accroitre ’automatisation de la preuve de théorémes en
Théorie des Types, avec deux objectifs majeurs : la couverture de fragments logiques les plus
larges possibles, et 'utilisation de la réflexion pour construire de facon flexible et efficace
des preuves a partir de traces fournies par les procédures automatiques. Nous commencons,
dans le chapitre 1, par présenter briévement les notions de base utilisées dans cette thése,
notamment la logique du premier ordre et le Calcul des Constructions Inductives. Les trois
chapitres suivants présentent trois contributions distinctes vers 'objectif fixé. Enfin, nous
concluons et envisageons des perspectives dans le dernier chapitre.

Preuves d’égalités entre termes clos avec constructeurs

Dans le Calcul des Constructions Inductives, les constructeurs de types inductifs et
co-inductifs possédent des propriétés spécifiques : injectivité et élimination forte (deux
termes construits par application de constructeurs distincts ne peuvent étre égaux). Ces
propriétés induisent une théorie équationnelle particuliére. De plus le Calcul des Construc-
tions Inductives permet d’écrire des égalités entre objets de type fonctionnel et d’appliquer
partiellement des symboles de fonction.

Dans le chapitre 2, nous formalisons la notion de termes avec application partielle et
celle de constructeur et nous montrons que la satisfaisabilité d’une conjonction d’égalités
et de diségalités entre termes clos avec constructeurs peut étre réduite a 1’existence d’un
modéle pour une partie finie de I'univers des termes. Nous expliquons comment 1’algo-
rithme de cloture de congruence peut étre étendu pour tenir compte de la sémantique des
types inductifs en propageant les conséquences équationelles de I'injectivité et dérivant des
contradictions par élimination forte, afin de rechercher un tel modéle, ou, au contraire, de
dériver une contradiction.

Nous prouvons la correction et la complétude de cet algorithme et décrivons son im-
plantation dans le systéme Coq sous la forme d’une tactique : congruence.

Preuves intuitionnistes dans le Calcul des Constructions

L’utilisation dans Coq du calcul de séquents sans contraction LJT (ou G4ip) de Roy
Dyckhoff est a la base de la procédure de décision tauto pour la logique intuitionniste
propositionnelle. Pour traiter la logique du premier ordre, Dyckhoff a étudié I'extension
G4i de ce systéme a la logique du premier ordre. Ces calculs de séquents sont limités
au langage logique utilisant les connecteurs standard, sans tenir compte des possibilités
offertes par les types inductifs de Coq.

Dans le chapitre 3, nous expliquons comment étendre le langage logique de maniére
a traiter de facon uniforme les connecteurs logiques définis par des types inductifs non-
récursifs. Nous appliquons a ce systéme la technique des calculs de séquents sans contrac-
tion. Nous établissons les propriétés fondamentales de ce nouveau systéme : élimination
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des contractions (théoréme 3.15) et des coupures (théoréme 3.17). Ces résultats nous per-
mettent de dériver une procédure de recherche de preuve en logique du premier ordre,
firstorder dont nous décrivons les principes de base.

Nous étendons également ces résultats a une extension du calcul avec le prédicat d’éga-
lité (théoréme 3.29).

Preuves réflexives en logique du premier ordre avec égalité

L’interfacage de Coq avec des procédures de décision externes s’avére souvent complexe
en raison d’une part de la différence entre les formalismes et entre les formats de traces, et
d’autre part en raison de la taille excessive de ces traces, qui peut nécessiter une quantité
importante de ressources — temps de calcul et espace mémoire — pour étre vérifiée.

Dans le chapitre 4, nous décrivons une architecture générique permettant de définir une
structure d’arbres de preuve ainsi qu'une fonction vérifiant leur validité et nous utilisons une
preuve de la correction de cette procédure comme un principe de réflexion. Dans un premier
temps, nous nous limitons & la logique propositionnelle, et nous décrivons I'implantation
d’une variante rtauto de la tactique tauto utilisant ce principe de réflexion pour produire
ses preuves.

Ensuite nous montrons comment ’on peut passer au premier ordre dans le cadre d’'une
logique typée comme celle induite par le Calcul des Constructions Inductives, et comment
nous traitons le cas de 1'égalité. Le résultat principal est le théoréeme 4.10 qui établit la
correction de notre schéma de réflexion.

Nous expliquons également comment ce cadre permet l'interprétation de traces de ré-
écriture obtenues lors de la résolution de problémes équationnels par complétion ordonnée.
Les traces vérifiées permettent d’obtenir un certificat de validité du calcul de complétion;
la génération de ces traces est validée par une série de tests sur des problémes de la librairie
TPTP.



Chapitre 1

Eléments de logique du premier ordre et
de Théorie des Types

Dans ce chapitre, nous rappelons d’abord les définitions des notions de base que sont
les termes et les formules du premier ordre, et ensuite les notions de systéme d’inférence et
de calcul de séquents afin de décrire le systéme L.J de Gentzen. Enfin, nous donnons une
courte introduction au Calcul des Constructions Inductives et au systéme Coq.

1.1 Logique du premier ordre

1.1.1 Termes du premier ordre

Pour construire un langage du premier ordre, il faut d’abord disposer d’un ensemble de
sortes dans lesquelles on peut définir les termes. Ces sortes sont le support d’un ensemble
de fonctions que I'on représente par des symboles regroupés dans une signature.

DEFINITION 1.1 (SIGNATURE)
Une signature du premier ordre est une paire 8,3, ot S est un ensemble fini d’objets
appelés sortes et > un ensemble de triplets contenant chacun :

— un symbole de fonction f.

— une liste (finie) de sortes [s1,...,s,] représentant son domaine, c’est-a-dire la liste
des sortes des arguments de la fonction représentée par le symbole f. L’entier p est
appelé arité de f.

— une sorte s représentant le codomaine de la fonction f, c¢’est-a-dire le domaine des
valeurs prises par la fonction f.

Pour simplifier les notations, nous supposerons dans la suite S et X fixés et nous no-
terons f : (s1,...,8,)— s au lieu de (f,[s1,...,$,],$) € 3. Les symboles d’arité 0 seront
appelés constantes.

DEFINITION 1.2 (TERME)
On suppose que 'on dispose pour chaque sorte s € S d’un ensemble infini X, de symboles
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distincts des symboles de fonctions de X tels que Xy N Xy = () si s # s'. Un élément de
X, est appelé variable de sorte s. Un terme de sorte s est un arbre fini t dont la racine est
étiquetée par un symbole qui peut étre :
— soit une variable x € X, et alors I'arbre est réduit a une feuille.
— soit un symbole de fonction f : (s1,...,s,)— S, et alors la racine de I'arbre doit avoir
n fils t1,...,t, qui doivent eux-mémes étre des termes de sorte respective si,..., Sy.

Pour désigner les sous-termes d’un terme, on a besoin de pouvoir noter leur position.
Pour définir ces positions, plusieurs solutions sont possibles, voici celle que nous avons
retenue ici :

DEFINITION 1.3 (POSITION)
Une position est une liste finie d’entiers iy; .. .;1i,, potentiellement vide (on note A la liste
vide). On note ul|, le sous-terme de u a la position p, que I'on définit ainsi :

—ulp=u

~Sip=i;qetu= f(t,...,t,) avec i < n, alors ul, = t;,.
Dans tous les autres cas, la position est invalide pour le terme u. On note Pos(u) I'ensemble
des positions valides du terme u, et u[v], le terme u dans lequel on a mis le terme v 4 la
position p.

Pour pouvoir remplacer une variable par un terme dans un autre terme, on définit la
notion de substitution :

DEFINITION 1.4 (SUBSTITUTION)
Une substitution o est une fonction de I'’ensemble des variables dans I’ensemble des termes,
telle que o(x) = x sauf pour un nombre fini de variables qui forment le domaine de o, noté
Dom(c). On définit 'application to de la substitution o au terme t par les équations
suivantes :

— x0 = o(x)

— ft1,... ty)o = f(tio, ... t,0)
La composition de deux substitutions o et T s’écrit 7o, elle est définie par (1o)(z) =
(7(z))o. En particulier on voit par définition que le domaine de To est bien fini.

DEFINITION 1.5 (VARIABLES INDEPENDANTES)
On note Fv(t) I'ensemble des variables apparaissant dans le terme t. On note Fv(o) 'en-
semble défini par :

z€Dom(o)

Une variable x est dite indépendante d’une substitution o si, et seulement si, x ¢ Fuv(o)U
Dom(o).
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1.1.2 Logique du premier ordre

DEFINITION 1.6 (PREDICAT, FORMULE ATOMIQUE)

Pour définir les prédicats, on utilise une sorte distinguée * n’apparaissant pas dans S. Un
prédicat est alors un symbole de fonction a valeurs dans cette sorte *, appelée sorte des
propositions. On appelle formule atomique tout terme de sorte .

DEFINITION 1.7 (FORMULE)
Une formule est un objet défini par la syntaxe suivante :

formule .= formule atomique
| formule — formule
| formule A\ formule
| formule V formule
| L

| Vsz.formule

| dsz. formule

Une formule est bien formée si toutes ses formules atomiques sont des termes de sorte
utilisant le cas échéant les variables liées par les quantificateurs V et 3.

Dans une formule, le symbole 1 désigne la proposition absurde, les symboles A et V
correspondent respectivement au et logique (conjonction) et au ou logique (disjonction). Le
symbole — désigne 'implication logique : A— B est valide si B est toujours valide lorsque A
est valide. Enfin les connecteurs V, et d; sont les quantificateurs respectivement universel
et existentiel sur les objets de sorte s : V x.Px exprime la validité de Pt quel que soit
I’objet t de sorte s, tandis que Jsx.Px exprime l'existence d’un objet ¢ de sorte s tel que
Pt.

DEFINITION 1.8 (VARIABLES LIBRES, VARIABLES LIEES)
L’ensemble Fv(F') des variables libres de la formule F' est défini par les équations récursives
suivantes :

Fu(P) ={x|3dp € Pos(P) : P|, = x} si P est atomique
Fv(A—B) = Fv(A) U Fu(B)

Fv(ANAB) = Fuv(A)U Fu(B)

Fv(AV B) = Fv(A) U Fu(B)

Fu(l) =1

Fo(Vsx.A) = Fuv(A) \ {z}

Fv(3s2.A) = Fuv(A) \ {z}
Les variables apparaissant dans F' sans y étre libres sont appelées variables liées dans F'.

L’extension de la notion de substitution aux formules du premier ordre nécessite que 1’on
prenne des précautions & cause de la présence des quantificateurs. Une définition incorrecte
peut conduire & la capture de variables comme le montre I'exemple de la variable y dans
la figure 1.1.
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DEFINITION 1.9 (SUBSTITUTION SANS CAPTURE)
L’application Fo d’une substitution o (voir définition 1.4) a une formule F est définie par
les équations suivantes :

Po avec P atomique, est défini comme dans la définition 1.4.
A—B = Ao—Bo
ANB = Ao A Bo
AVB = AoV Bo
lo =1
(Vsz.A)o = Yy.(F{y/xz}o)
(Jsz.A)o = Jy.(Fly/x}o)
avecy ¢ Fv(F)U Fv(o) U Dom(o)

Comme la définition de la substitution sans capture dépend du choix de la variablefraiche
y, on définit une relation d’équivalence permettant d’identifier deux formules ne différant
que par le nom de leurs variables liées.

DEFINITION 1.10 (a-CONVERSION)
Deux formules sont dites a-convertibles si, et seulement si, elles sont équivalentes pour la
plus petite relation =, satisfaisant les conditions suivantes :

— Pour toute formule F', F =, F.

— Pour toutes formules A, A’, B et B’ telles que A =, A’ et B=, B’, on a A—B =,
A—-B , ANB=,ANB et AVB=,AVDB.

— Pour toutes formules F', F' telles que F' =, F' et y ¢ (Fv(F)U Fu(F"))\ {z}, on a
Vo F =, Yy F'{y/x} et Jz.F =, Jy.F'{y/z}.

Par construction, si F' =, F’, alors Fuv(F) = Fu(F'), et la relation =, est une rela-
tion d’équivalence passant au contexte, c’est-a-dire une congruence. En outre, toutes les
formules possibles comme résultats d’'une méme substitution sont a-équivalentes (changer
la variable y choisie revient a renommer une variable liée). C’est pourquoi les formules que
I’on manipule sont en réalité des classes d’équivalence pour la relation =,, et cela donne
un sens a la notion de substitution sans capture.

substitution avec capture

(Fy.y > z){y + 1/x} Jyy>y+1
renommage de la variable liéel 7§
substitution sans capture
(Fz.z > x){y +1/z} Jzz>y+1

FiG. 1.1 — Substitution naive et substitution sans capture
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1.2 Systémes formels

1.2.1 Systéme d’inférence

DEFINITION 1.11 (JUGEMENT, INSTANCE)

Un jugement est un mot d’un langage J muni d’une notion de substitution. Un jugement
exprime une propriété logique. On appelle instance d’un jugement J € J tout jugement
Jo résultant de I'application d’une substitution o au jugement [J.

DEFINITION 1.12 (REGLE D’INFERENCE)
Un régle d’inférence R est la donnée d’un nombre fini (éventuellement nul) de jugements

Hi, ..., H, appelés prémisses de la régle et d’un jugement C appelé conclusion de la régle.
On note alors une telle régle sous la forme d’une fraction :
H, ... H,
C R

On appelle instance de la régle R toute régle formée d’instances des prémisses et de la
conclusion par une méme substitution o :

Hio ... Hpo
Co

R

Par abus de langage, une instance de R sera également notée R.

DEFINITION 1.13 (SYSTEME D’INFERENCE, DERIVATION)
Un systéme d’inférence ou calcul de dérivation € est un couple (J,R) constitué d’un
langage J de jugements et d’'un ensemble R de régles d’inférence.

On appelle arbre de dérivation du calcul € un arbre fini dont chaque noeud N est
étiqueté par un couple (C,’R) constitué d’un jugement et d’'un nom de régle, et vérifie la
propriété de bonne formation suivante :

Soient Hy, ..., H, les jugements étiquetant les fils de N, alors la régle :

Hi ... H,
C

est une instance de R.
Un arbre de dérivation peut donc étre vu comme un empilement d’instances de régles
tel que la conclusion de chaque régle est une prémisse de la régle du noeud pére :

Hiy oo Mo Hor oo Mo,
, Ri
C

Les noeuds terminaux d’un tel arbre sont étiquetés par des régles sans prémisse. Le
jugement étiquetant la racine d’un arbre est appelé conclusion de cet arbre.




24 CHAPITRE 1. NOTIONS ELEMENTAIRES

On dit qu’un jugement C est dérivable dans le calcul € s’il existe un arbre de dérivation
de € dont la conclusion est C. Par abus de langage, un tel arbre est appelé dérivation du
Jjugement C.

DEFINITION 1.14 (REGLE (FORTEMENT) ADMISSIBLE)
Soit € un calcul de dérivation et soit une régle R dont le schéma est :

H, ... H,

C R

On dit que la régle R est admissible dans le calcul € si, a partir de toute dérivation des
hypothéses de R dans le calcul &, on peut construire, dans le calcul €, une dérivation de
la conclusion de R, ce qui peut étre illustré par le schéma suivant :

A An A
: R : =
Hy H, C
De plus, la régle R est dite fortement admissible si la dérivation A a une hauteur inférieure
a la plus grande des hauteurs des dérivations Aq, ..., A,.

Un exemple simple de régle fortement admissible est la régle de projection :

Hi ... H,

H, R

Un exemple de régle admissible mais non fortement admissible est, par exemple, la régle
suivante :

'-A I'tB T'HC
'FAAN(BAC)

dans un systéme contenant la regle :

'-rA I'+B
'-AAB

La transformation suivante montre ’admissibilité de AA; dans ce systéme :

THB THC
PEA TFB THC ., TrA4 FFBACAI
TAA(BAC) ! T-AABAC) T

Pourtant, on constate que la nouvelle dérivation peut étre plus haute que I'ancienne
car on rajoute une étape de déduction : la régle AA; n’est donc pas fortement admissible.
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DEFINITION 1.15 (REGLE INVERSIBLE)
Soit € un calcul de dérivation et soit R une régle de schéma :

H

C

On dit que la régle R est inversible dans € si, et seulement si, la régle inverse R™' de
schéma
C

L s
HR

est admissible dans €, ce qui équivaut a dire que la dérivabilité de C et celle de 'H sont
équivalentes.
Dans le cas d’une régle a plusieurs prémisses de schéma

Hy ... H,

C R

on parle de régle partiellement inversible par rapport a I’hypothése H;. si la régle

C -1

-~ R

Hy, "k

est admissible dans €. On parlera d’inversibilité totale dans le cas ot la régle est inversible
par rapport a toutes ses hypothéses.

La notion de régle inversible est capitale pour la recherche de dérivations d’un jugement.
En effet, si 'on considére 'ensemble des dérivations d’un jugement qui est la conclusion
d’une régle inversible, alors on sait que deux cas sont possibles : soit cet ensemble est
vide et le jugement n’est pas dérivable, soit il contient une dérivation terminant par cette
régle. Dans le cas d’un calcul de séquents, on parle d’équiprouvabilité de ’hypothése et
de la conclusion. L’utilisation de cette propriété permet d’utiliser en priorité les régles
inversibles pour rechercher la dérivation d’'un jugement. Cette propriété sera utilisée dans
la section 3.4.1 pour optimiser la recherche de preuve.

1.2.2 Calcul de séquents

Les systémes d’inférence sont utilisés principalement dans deux domaines : la séman-
tique des langages de programmation et la logique formelle. Dans ce dernier domaine, la
forme de jugement la plus fréquemment utilisée est le séquent, qui a été inventé par Gentzen

|Gen34].

DEFINITION 1.16 (SEQUENT)

Un séquent est un couple noté I' = A formé de deux listes finies de formules I' et A. I est
appelé contexte du séquent et A conclusion. Les formules de I" sont appelées hypothéses du
séquent. Un calcul de dérivation dont les jugements sont des séquents est appelé calcul de
séquents. Un calcul de séquents est dit mono-successeur si les régles manipulent des séquents
dont la conclusion contient au plus une formule ; sinon, il est dit multi-successeurs.
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Gentzen a mis au point le calcul de séquents LK pour la logique classique du premier
ordre, que nous présentons dans la figure 1.2. Parmi les régles de LK, on distingue les
régles X et Xy d’échange, les régles Cp et Cg de contraction et les regles Wy et Wx
d’affaiblissement, qui sont ce que I'on appelle des régles structurelles. Ces régles ont un
role plus mécanique que les autres car elle ne précisent pas le role des connecteurs logiques.

Les régles d’échange permettent de réordonner le contexte a volonté. Souvent, on consi-
dére que le contexte est un multi-ensemble et on omet d’énoncer ces régles. Les régles
de contraction signifient qu'une formule peut étre répliquée a volonté. Les régles d’affai-
blissement sont souvent omises car on utilise une formulation plus générale de la regle
d’axiome : A

T AFAA T
Avec cette régle généralisée, on peut se passer de I'affaiblissement en ajoutant les nouvelles
formules dans toutes les prémisses jusqu’aux régles Ax ou L.

DEFINITION 1.17 (CONDITION DE VARIABLE FRAICHE)

Dans une régle de calcul de séquents, une variable satisfait la condition de variable fraiche
(eigenvariable condition) si, et seulement si, elle n’apparait pas libre dans la conclusion de
la régle.

Dans les régles Vi et d, la variable z doit satisfaire la condition de variable fraiche,
cela permet d’assurer que, dans le cas de Vg, on a bien prouvé Pz pour z quelconque (on
ne dispose d’aucune information particuliére concernant ).

Gentzen a établi que le calcul LK est correct et complet vis-a-vis de la sémantique
booléenne de la logique classique du premier ordre. Il a également montré que le systéme
LK était équivalent au systéme LK privé de la régle de coupure Cut, établissant ainsi la
propriété d’élimination des coupures en logique classique du premier ordre. Le calcul est
bien classique malgré ’absence de mention explicite a 'axiome du tiers exclus, en effet
celui-ci peut étre dérivé dans LK :

AF AL A"
.

A (A—1)
FAV(A—L1)

VR

1.2.3 Calculs de séquents intuitionnistes

Gentzen s’apercut que si 'on transformait le calcul LK pour en faire un calcul mono-
successeur L.J, on obtenait un systéme de déduction correct et complet pour la logique
intuitionniste [Hey56]. Pour cela, il fallait supprimer les régles Wg, Xg et Cr et diviser la
régle Vi en deux :

r-A I'-B
VR, —— Vg,

I'-AvVEB '-AvB
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TFAA T AFAN

prp” rrEaa  dw
T, A BI'FA T'FAA B, A
I'BAT'FA™" TrFABAANT
T A AFA TFAAA
T AFA L TFAA Cr
T'FA T'FA
RAFAVW FPAAV%
I'BFA TFAA I AF B,A
TA-BEA  ° Tra-B.A
RLFALL
RABFAIM THAA FFRAAR
T ANBF A THAAB,A
T AFA RBFAVL Fh&&A\m
T AVBFE A TFAVB,A
T, A{t/z} F A THAA

I o Vg
V. AFA Ve A A
PAFA T A{t/a) A
T 3r.AFA L TF3z.AA &

FiG. 1.2 — Le systéme LK
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Le défaut de cette approche mono-successeur est qu’elle oblige & choisir immédiatement
entre A et B lors de 'utilisation de la régle Vg, ce qui peut conduire & revenir sur nos pas
(backtracking) en cas d’échec, alors que le calcul multi-successeurs a 'avantage de permettre
d’explorer « en paralléle » les deux possibilités. Pour combiner logique intuitionniste et
calcul de séquents multi-successeurs, Dragalin [Dra87| proposa une modification de la régle
R— dans son systéme GH PC, qui efface tout A dans la prémisse :

T AF B
—R_>
I'HA—B,A

De fait, cette modification empéche que I'on se serve de ’hypothése A pour déduire une
conclusion de A, or c’est précisément ce que 'on fait dans la dérivation du tiers exclus
(voir plus haut). Ainsi, les formules de A se retrouvent isolées, et on peut extraire d’une
dérivation GH PC une dérivation LJ équivalente.

1.3 Théorie des types et logique du premier ordre

1.3.1 Calcul des Constructions Inductives

Le Calcul des Constructions Inductives est un A-calcul typé avec des types dépendants,
étendu par des types inductifs munis d’une construction de filtrage et de récurrence primi-
tive. Coq est un interpréteur et un vérificateur de types pour ce langage. L’interprétation
des programmes de ce calcul comme des preuves de propriétés logiques fait de Coq un
assistant de preuve interactif : la relation de typage I' -t : T peut se lire aussi bien comme
« d’apres les types de variables de ', t est un élément de [’ensemble T' » que comme « des
hypothéses présentes dans I', on peut déduire que t est une preuve de T ». Avec le lieur
de définition de fonction A, 'objet le plus important du langage de Coq est le lieur V qui
construit un produit dépendant, que 'on peut lire aussi bien comme un type de fonction
dépendant que comme une proposition logique universellement quantifiée. Nous écrirons le
terme Vx : A.B sous la forme A— B chaque fois que x n’apparait pas libre dans B. Dans ce
cas, A— B représente I'espace de fonctions du type A vers le type B ou 'implication entre
les propositions A et B. Le détail des régles de typage pour le Calcul des Constructions
est donné dans la figure 1.3. Les types inductifs sont présentés plus bas.

Afin d’établir une séparation claire entre les objets informatifs (types de données et
fonctions) et les objets non-informatifs (preuves de propositions), les types utilisés comme
des types de données sont typés avec la sorte (type de type) Set et les propositions logiques
le sont avec la sorte Prop. Pour assurer la cohérence de cette séparation, un ensemble de
restrictions sur la régle de filtrage empéche toute fuite d’information entre Prop et Set. En
particulier, il est impossible de construire des objets dont le type est dans Set par analyse
de cas sur une preuve.

Pour permettre de parler d’objets plus complexes, les sortes Prop et Set sont placées
dans une sorte notée Type,. Cette sorte est elle-méme placée dans Type,, etc. On dispose
ainsi d’une infinité de sortes Type;, ol 7 est un entier naturel. Dans le systéme Coq, l'indice
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S = {Set; Prop; Type,|i € N}
Fegr ' T'Ht:s

CONT CONT, se€S,x ¢l
|_BF ! I—BFF,x:t 2 ¢
——— SORT s € {Set; Prop; Type,|t < j
TFs: Type, { p; Type;|i < j}

I'Ht:s

— CUuMUL s € {Set; Prop; Type;|i < j
T t:Type, { p; Type;|i < j}

'ET:s T x:THU:Prop
['=Vx:T.U: Prop
'ET:s T,x:THU: Set
I'EVz:T.U : Set
I'=T:s1y Tye:THU: s
I'=Vz :T.U : Type,
Fpp ' (x:T)el Fcu:Ve:T.U THt:T
F'kax:T VAR I'F (ut): U{t/x} APp
De:Truw:U I'EVYx:TU:s
P'FXe:Tw:Voe: T.U
'Et:T THET :s T=3T
LEt:T

ProD; se€ S

PRODy s € {Set; Prop}

PRODy  $1, 59 € {Set; Prop; Type;|i < k}

ABs se€S8

CoNv s€ S8

Fia. 1.3 — Régles de typage du Calcul des Constructions
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des sortes Type est omis, et le systéme s’assure a chaque opération que ’on peut donner a
chaque occurrence de Type un indice de maniére a rendre typables les termes manipulés.
La régle de cumulativité CUMUL indique que les sortes plus petites sont inclues dans les
sortes plus grandes. Dans le systéme Coq, cela implique que si un objet a pour type la
sorte Prop ou Set, il a également pour type la sorte Type.

Une particularité de la théorie des types de Coq qui est fondamentale pour notre travail
est la régle de conversion CONV :si ' ¢ : T alors I' ¢ : T” pour tout type T” équivalent a
T, c’est-a-dire ayant la méme forme normale par réduction selon la théorie des types. Cette
derniére propriété est due au fait que les régles de réduction du langage de Coq en forment
un systéme confluent et fortement normalisant. En particulier, tout terme ¢ est, de fagon
démontrable dans la théorie de Coq, égal a sa forme normale ¢| : nous utilisons ’axiome
de réflexivité refl_equal pour construire la preuve (refl_equal t) : t = ¢ et grace a la
régle de conversion, cette preuve est aussi une preuve de t =t (ces deux propositions sont
équivalentes car elles ont la méme forme normale ¢| = ¢|). Par exemple, si 'on considére
le terme 2 X 2 qui se réduit en 4, (refl_equal 4) est a la fois une preuve de 4 = 4 et une
preuve de 2 X 2 =4,

1.3.2 Représentation de la logique du premier ordre dans le Calcul
des Constructions Inductives

Pour donner aux utilisateurs de Coq une base de travail commune, la librairie standard
fournit aux utilisateurs de Coq un ensemble d’objets prédéfinis et de notations permettant
d’écrire des propositions logiques du premier ordre.

Tout d’abord les sortes de la logique du premier ordre sont représentées en Coq par des
types de données, de sorte Set. Les prédicats sont des objets de type 7 — ... —7,—Prop,
ou 7,...,T, sont des types dans Set. Les fonctions du premier ordre sont des objets Coq
de type m;— ... —7,—T, 0l Tq,...,T,, T sont des types dans Set.

Par exemple, les entiers de Peano sont définis par un type nat, la fonction d’addition
a le type nat—nat—nat, et le prédicat de parité a pour type nat—Prop.

Afin de construire des formules du premier ordre, on dispose déja du produit dépendant
et de sa version non-dépendante, pour représenter le quantificateur universel V et 'impli-
cation —. Pour représenter la disjonction V dans Coq, la bibliothéque standard définit un
type inductif correspondant a 'union disjointe :

Inductive or (A B:Prop) : Prop :=
| or_introl : A — A V B
| or_intror : B — A V B
where "A V B" := (or A B) : type_scope.

Cette déclaration définit en fait quatre objets Coq différents :
— Un type paramétrique or de type Prop—Prop—Prop
— Un constructeur or_introl de type VA, B : Prop. A—AV B
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— Un constructeur or_intror de type VA, B : Prop. B—AV B
— Un principe d’élimination or_ind de type :
VA, B, P : Prop.(A—-P)—(B—P)—AV B—P

Cette déclaration permet aussi d’ajouter du « sucre syntaxique » au langage de Coq, en
définissant la notation A V B comme équivalente & (or A B). Le principe d’élimination
or_ind est la formulation au second ordre de la sémantique de la disjonction or : il affirme
que si chacune des propriétés A et B implique une troisiéme propriété P, alors la disjonction
de ces propriétés implique P également.

EXEMPLE 1.18 (COMMUTATIVITE DE V)
Dans le Calcul des Constructions Inductives, la commutativité de V dont I’énoncé est
VA, B : Prop. AV B—BV A est prouvée par le terme suivant :

A (A,B:Prop) (H:A V B),
(or_ind A B (B V A) (or_intror B A) (or_introl B A) H)

Dans le Calcul des Constructions Inductives, les principes d’élimination sont en fait
définis a I'aide d’une construction syntaxique appelée filtrage, qui est inspirée de celle
définie dans le langage Objective Caml. Ainsi, la preuve de commutativité de \V s’écrit sous
la forme d’un filtrage sur I’hypothése AV B.

A (A,B:Prop) (H:A V B),
match H with
| or_introl HA => or_intror B A HA
| or_intror HB => or_introl B A HB
end.

La conjonction de deux propriétés est définie de maniére analogue par le type inductif
and dont le constructeur est conj :

Inductive and (A B:Prop) : Prop :=
conj : A—B — AAB
where "A A B" := (and A B) : type_scope.

La proposition absurde est définie comme un type inductif sans constructeur, et la
proposition triviale comme un type inductif ayant un unique constructeur constant I.

Inductive True : Prop :=
I : True.
Inductive False : Prop :=.

Pour représenter le quantificateur existentiel, on utilise un type inductif de paire dé-
pendante : le type du second membre (la propriété P x) dépend de la valeur du premier
membre (objet x témoin de I'existence).
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Inductive ex (A:Type) (P:A -> Prop) : Prop :=
ex_intro : forall x:A, P x -> ex A P.

Pour compléter cet ensemble de définitions, la bibliothéque standard fournit également
des définitions pour la négation et I’équivalence logique :

Definition not (A:Prop) := A — False.
Definition iff (A B:Prop) := (A — B) A (B — A).

Traitement de I’égalité

L’égalité Coq est définie par un type inductif ayant un paramétre. LL’unique construc-
teur de ce type est I'axiome de réflexivité, et le principe d’élimination est ’axiome de

remplacement :

Inductive eq (A:Type) (x:A) : A -> Prop :=
refl_equal : x = x :>A
where "x =y :> A" := (eq A x y) : type_scope.

Notation "x = y" := (x =y :>_) : type_scope.

La déclaration finale permet d’omettre le type des membres de I’égalité. Le principe
d’¢limination de I’égalité est le suivant :

eq_ind : V (A : Type) (x : A) (P : A — Prop),
Px — forally : A, x =y - Py

Il exprime le principe de remplacement : deux objets égaux ont les mémes propriétés.




Chapitre 2

Egalités closes avec constructeurs

Parmi les problémes posés par la théorie de I’égalité, le plus important est le probléme
du mot : une égalité est-elle conséquence d’une conjonction d’égalités? En 1947, Post et
Markov [Pos47, Mar47| démontrérent que ce probléme était indécidable. A linverse, on peut
décider si une égalité entre termes clos est conséquence d’une conjonction finie d’égalités
entre termes clos. Ce dernier probléme s’appelle cloture de congruence et sa décidabilité fut
démontrée par Nelson et Oppen [NOS&0]|, ainsi que par Downey, Sethi et Tarjan [DST80].
Les algorithmes proposés dans ces deux articles sont d’une complexité quasi-linéaire. Nelson
et Oppen, ainsi que Shostak [Sho82, Sho84| proposérent des méthodes pour étendre ce cas
clos avec des théories équationnelles particuliéres : théorie des listes, des n-uplets ...

En général, les procédures de semi-décision sur des égalités font appel & des approches
syntaxiques (remplacement, réécriture . ..). L’algorithme utilisé pour la cloture de congr-
uence fait donc figure d’exception puisque son principe est de construire directement un en-
semble de classes d’équivalence de termes. Le lien entre cloture de congruence et méthodes
syntaxiques fut établi par la notion de cloture abstraite de congruence [BT00, BTV03|.

La simplicité et l'efficacité de 'algorithme en font un candidat intéressant pour l'im-
plantation d’une tactique en Coq. En outre, on souhaite enrichir la procédure de décision
afin qu’elle puisse prendre en compte les propriétés spécifiques des constructeurs des types
inductifs et co-inductifs de Coq :

— propriété d'injectivité : Cxy ... 2, =Cy1 ... Yyp =1 = N ATp =Yn

— propriété de discrimination : C'zy ... 2, ZDy1 ... Yp
L’assistant de preuve Coq disposait déja d'une part des tactiques injection et dis-
criminate qui déduisent les conséquences immédiates d’une égalité entre termes avec
constructeurs, et d’autre part de la tactique autorewrite permettant de normaliser un
terme vis-a-vis d’'un ensemble d’égalités orientées. Ces tactiques ne coopérent pas du tout,
une maniére naturelle de les faire coopérer serait une tactique de cloture par congruence
intégrant la théorie des constructeurs.

Lors de mon stage de DEA en 2001, j’ai prouvé dans Coq la correction de I’algorithme
de cloture de congruence et j'ai mis au point un systéme d’annotation de la structure de
données permettant d’en tirer une preuve d’égalité. Cette méthode fut implantée dans Coq
en 2002 sous la forme de la tactique congruence. Cette méthode de production de preuve

33
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fut découverte indépendamment et étudiée en détail par Nieuwenhuis et Oliveras [NOO05].

En 2003, j’ai produit une version étendue de la tactique congruence supportant la
théorie des constructeurs. Aucune base théorique n’avait été décrite sur cette extension
et ce chapitre comble cette lacune. Notre propos est donc de décrire une procédure de
décision capable de traiter complétement la théorie des constructeurs par une extension de
la cloture de congruence. Ceci est possible grace & un théoréme montrant que le probléme
peut étre ramené a un ensemble fini de termes. De plus, la logique d’ordre supérieur de
Coq nous pousse a résoudre ce probléme dans le cadre d’une théorie simplement typée avec
égalité entre objets fonctionnels.

Dans ’ensemble de ce chapitre, nous manipulerons uniquement des termes clos (sans
variables), que nous appellerons simplement termes par souci de clarté. De méme, nous
parlerons d’algébre de termes pour désigner les algébres de termes clos.

2.1 Le probléme de cloture de congruence

Le langage de la théorie de I'égalité utilise un prédicat binaire distingué ~ que 'on
suppose bien sorté, c¢’est-a-dire qu’il met en relation uniquement des termes de méme sorte.
Dans notre langage de formules, ce prédicat polymorphe est une notation pour désigner un
ensemble de prédicats monomorphes (/2 )ses-

La définition du probléme de cloture de congruence nécessite tout d’abord que 1'on
définisse ce qu’est une congruence.

DEFINITION 2.1 (CONGRUENCE)
Une relation bien sortée ~ sur une algébre de termes du premier ordre est appelée con-
gruence si, et seulement si elle vérifie deux conditions :

1. = est une relation d’équivalence, c’est-a-dire qu’elle satisfait les régles d’inférence

suivantes :
st S U u~t
—— REFL SYM TRANS
t~t t~s S U

2. & est une relation passant au contexte, ce qui signifie qu’elle satisfait la régle d’infé-
rence suivante pour tout symbole f, ot n est I’arité du symbole f.

S =1 Sp = t, CONGR;

f(s15-eey8n) & fty, ... tn)

Les congruences possédent un certain nombre de propriétés, elles sont notamment
stables par intersection :

LEMME 2.2

Soient (=),l € L une famille de relations indexées par un ensemble quelconque L. Soit ~
leur intersection, définie par u ~ v < VI € L,u ~; v. Si chacune des relations =2, est une
congruence, alors ~ est une congruence.
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Démonstration : Immédiate d’aprés la définition. [

De ce résultat on déduit que pour toute relation binaire R sur une algébre de termes,
il existe une congruence minimale ~z contenant R, qui est l'intersection de toutes les
congruences contenant R (il en existe toujours au moins une : la relation contenant tous
les couples de termes de méme sorte).

Le probleme de cloture de congruence peut alors s’énoncer des deux maniéres suivantes :

— L’ensemble fini de propositions logiques {s; & t1,..., S, = t,,u % v} est-il satisfai-
sable dans la théorie de I'égalité ?
— Existe-t-il une congruence satisfaisant les axiomes s; ~ t1,...,s, & t, et uZv?

Comme le suggérent ces formulations du probléme, on peut procéder immédiatement
a une généralisation du probléme dans laquelle on peut avoir plusieurs propositions de la
forme u % v, la question étant alors de déterminer si 'une d’entre elles est contradictoire
avec les axiomes de la forme s & t.

L’équivalence de la seconde formulation avec la premiére repose sur deux arguments :
d’une part, si I’ensemble des propositions est satisfaisable par une interprétation I, alors
la relation ~ définie par s ~ t < [(s) = I(t) est une congruence. L’égalité d’interpréta-
tion donne une congruence satisfaisant les axiomes s; &~ ¢; mais pas u =~ v. D’autre part,
s’il existe une congruence satisfaisant les axiomes s; &~ t; mais pas u ~ v, on peut alors
construire une interprétation qui envoie chaque terme sur sa classe d’équivalence. La pro-
priété de congruence montre que 'interprétation des symboles de fonction est bien définie
et que cette interprétation satisfait les axiomes s; &~ t; et pas u =~ v.

La remarque fondamentale permettant de décider le probléme est la suivante : si T
est I’ensemble des termes et sous-termes apparaissant dans les axiomes et la conjecture,
alors toute dérivation de celle-ci a partir des axiomes, a ’aide des régles REFL, SYM, TRANS,
CONGR, peut étre transformeée en une dérivation dans laquelle n’apparaissent que des termes
dans T'. De maniére équivalente, toute interprétation de I’ensemble de termes T satisfaisant
les équations s =~ t et les diséquations u % v peut étre étendue & I'algébre de termes tout
entiéere.

Nelson et Oppen [NO79, NO80|, ainsi que Downey, Sethi et Tarjan [DSTS80], se basent
alors sur cette propriété pour proposer des algorithmes utilisant la représentation de classes
d’équivalence de termes par une forét d’arbres (structure UNION-FIND), afin d’obtenir une
complexité optimale.

Pour simplifier I’algorithme, les deux articles proposent une représentation arborescente
des termes, et décrivent comment transformer ces arbres en ajoutant des noeuds pour qu’ils

deviennent binaires :
f
A7 e
a b c
b/ \
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Ici, nous souhaitons traiter le cas de termes d’ordre supérieur, c’est pourquoi nous allons
utiliser un encodage différent, qui correspond a la vision curryfiée des fonctions a plusieurs
arguments. Ce type de représentation est particulierement adapté pour les formalismes
d’ordre supérieur car il permet de représenter des fonctions partiellement appliquées.

2.1.1 Algeébre de termes simplement typés

Pour introduire la représentation curryfiée de nos termes, nous allons introduire un type
particulier de signatures du premier ordre : les signatures simplement typées.

DEFINITION 2.3 (TERMES SIMPLEMENT TYPES)
Une algébre de termes simplement typés est définie par une signature (S,Y) telle que :
= 8 =U,enSn, 01 Spp1 = S, U{s—5'|(s,5") € S, xSy} et Sy est un ensemble de sortes
aq, ...,y dites sortes de base. Les sortes de S\ Sy sont appelées sortes fonctionnelles.
— Y ne contient que des constantes et un ensemble de symboles de fonctions d’arité 2
appelés applications, de la forme Qg o : (s—s5',s)—s'.

Dans la pratique, I’ensemble des sortes nécessaires pour construire les termes a partir
d’un nombre fini de constantes est fini, de méme que ’ensemble des symboles d’application.
Par abus de notation, nous n’écrirons pas les indices des symboles d’application, et dans
la suite, nous écrirons parfois (f zy) au lieu de Q(Q(f, z),y) pour simplifier.

A toute signature du premier ordre on peut faire correspondre une signature simplement
typée par 'opération dite de curryfication que nous décrivons ainsi :

DEFINITION 2.4 (TERMES CURRYFIES)
Soit (S, Y) une signature du premier ordre. On définit la signature curryfiée correspondante

par (S’ , f)), ot S est ensemble des sortes simples engendrées en utilisant S pour les sortes
de base, et ol )y contient, pour chaque symbole de fonction f : (s1,...,8,)—s € 3, un
symbole de constante f : s;—(...—(s,—s)), ainsi que les symboles d’applications relatifs
alasortede f: Qg 5,y _5,...,Q@

Sn,S*

Dans la suite de ce chapitre, nous supposerons le symbole — associatif & droite et
omettrons les parenthéses en conséquence.
Chaque terme t de sorte s dans I'algébre de départ peut étre représenté par un terme
curryfié t de méme sorte dans l'algébre engendrée par 3.
537

f . (81, S2, 83)—>S 52,53~>s
a: Sy b: sy C: S3 S1,52—53—5

f/ \
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La réciproque n’est pas vraie, y compris lorsque la signature est du premiere ordre,
puisque 'on peut construire des termes curryfiés représentant des fonctions partiellement
appliquées. Cependant, tout terme curryfié ayant pour sorte une sorte de S, dite sorte de
base, est le résultat de la curryfication d’un unique terme ¢ de 'algébre engendrée par .

EXEMPLE 2.5
La signature du premier ordre correspondant a ’arithmétique de Peano est composée de
Iensemble de sortes Sy = {N} et de la signature :

{0:()—N;
S:(N)—N;
+:(N,N)=N;
x : (N, N)—N}
L’ensemble de sortes de la signature curryfiée correspondante est :
S§={N;N->N;N-N-=N}

L’ensemble de symboles curryfiés est alors :

{ 0 :N;
S :N—N;
+ :N—=N-—=N;
x :N—>N-—=N;

@N,N . (N—>N,N>—>N,
Qy yon: (N->N—-N,N)-N-N}

On remarque que 'on peut exprimer, a Iaide de la signature curryfiée, des égalités sur
les fonctions telles que Q(+,@Q(S,0)) ~ S.

On pourrait penser que le fait de pouvoir exprimer plus de propriétés dans le systéme
curryfié rend la théorie de I’égalité plus puissante dans celui-ci que le systéme de départ.
Il n’en est rien, comme le démontre le résultat suivant.

LEMME 2.6 (CONSERVATIVITE DE LA CURRYFICATION)

La curryfication est conservative par rapport a la cléture de congruence, c’est-a-dire que
toute dérivation de U, =~ v a partir d’axiomes $; ~ fl, oo, 8y & t, dans le systéme curryfié
peut étre transformée en une dérivation dans le systéme de départ et réciproquement.

Démonstration : Tout d’abord, on remarque que I'on peut transformer la dérivation de
telle sorte que la prémisse gauche de chaque application de la régle CONGR@g ne se termine
ni par la régle Sym, ni par la régle TRANS. Cela est possible par utilisation répétée des
transformations suivantes :

g~ f SYM
SYM g f y=zx
f~g T~ CONGRa
(Fo) ~ CONGRa@ (gy) = (fz s
r)=I(9Y
(fz)~(g9y)
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f~g g=h
TRANS
f~h TR
CONGRa
(fz) =~ (hy)
|3
REFL
f~g =z ~ Y
CONGRaq CONGRa
(fz)=(gz) gr) ~
TRANS
(fz) =~ (hy)

On appelle hauteur principale d’un arbre de dérivation le nombre maximal d’étapes
de sa racine a la plus profonde de ses feuilles, en excluant les branches qui passent par
la prémisse de droite d’une régle de congruence. L’application répétée des transformations
décrites plus haut termine quelle que soit la stratégie utilisée car elles ne modifient pas
la hauteur principale des arbres, excepté pour la régle CONGRa concernée par la transfor-
mation : la prémisse de gauche de la (des) nouvelle(s) régle(s) engendrée(s) a une hauteur
strictement plus petite que celle de la régle de départ. Les transformations font donc dé-
croitre pour 'ordre multi-ensemble la hauteur principale des prémisses gauches des régles
CONGR. dans l'arbre.

On montre ensuite par récurrence structurelle que tout arbre de dérivation pour l'al-
gébre curryfiée dont la conclusion et les axiomes sont des égalités dans une sorte de base
est transformable en un arbre équivalent dans ’algebre de base.

— Si l’arbre est réduit a un axiome ou a une application de la régle de réflexivité, alors,
comme les termes sont d’une sorte de base, on peut utiliser la version non curryfiée de
ces termes pour reconstruire une arbre réduit, soit a un axiome, soit & une application
de la régle de récursivité.

— Si Parbre se termine par une application de la régle de symétrie ou de transitivité,
alors, comme les termes de la conclusion sont d’une sorte de base, ceux des pré-
misses le sont également, et 'on peut appliquer récursivement la transformation aux
prémisses et utiliser la version non curryfiée des régles de transitivité et de symétrie.

— Si I’arbre se termine par une régle de congruence, alors si I'on suit les prémisses
gauches, on trouve une séquence de régles de congruence éventuellement vide et
terminée par une régle de réflexivité : par hypothése, une prémisse gauche ne peut
étre un axiome car les termes n’y sont pas dans une sorte de base. On est donc dans
la situation suivante :

REFL :
(fSl...Sk)%(fsl...Sk) Sk+1%8;€+1
: CONGRaq
(f51 Sk8k+1)% (fSl Sk5k+1)
(fs1 - 8kSkg1 - Sp—1) = (f81 ... 86 S)q - 55_1) sné " CONGER
a
(fs1 - SkShg1 - Sn) R (fS1 ... SESpyq --- Sy)
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Comme les termes sq, ..., Sy, S, - - . 5, sont dans une sorte de base, on peut construire
une dérivation non curryfiée de s; & s; par réflexivité pour 1 < i < k, et de s; ~ s/

7
par hypothése de récurrence pour k£ < ¢ < n, ce qui donne :

<~ o REFL ~ REFL ~ o ~
S1 =~ 851 S ~ Sk Sk+1NSk,+1 Sp, =~ S

J(815 oy Sy Skgts - - -5 5n) R f(S1,- 00 8ks Spyqs -+ -5 Sp)

/
" CONGRy

Ceci clot notre démonstration par récurrence.

Pour la réciproque, on remarque d’abord que toutes les régles sauf CONGR ne sont pas
modifiées par le changement de signature. Ensuite, on peut obtenir la régle CONGR; a
partir de la régle CONGRq de la maniére suivante :

a~a b=l cxc

CONGR
fla,b,e) = f(a', b, ) /
|3
REFL
F~7 ey
Fa~{d) 0 bhay

— CONGRa
(ab) ~ (Fa'b) e

CONGRa

(fabe)= (fad'b )

Ceci nous permet de conclure que la curryfication est conservative par rapport a la
cloture de congruence. O

2.2 Extension a la théorie des constructeurs libres

Nous souhaitons maintenant étendre la procédure classique pour qu’elle prenne en
compte l'existence de constructeurs de types de données. De tels constructeurs ont pour
propriété d’étre injectifs, ce qui les rapproche des constructeurs de n-uplets, mais ils ont
également la propriété de séparation ou élimination forte : les constructeurs d’un méme
type de données ont des codomaines disjoints. Ces caractéristiques sont communes aux
deux types de constructeurs du systeme Coq : les constructeurs de types inductifs et de
types co-inductifs. Nous ne prétendons pas que ces deux propriétés axiomatisent totale-
ment les constructeurs. En effet, les constructeurs inductifs vérifient également des axiomes
d’acyclicité, par exemple, pour les entiers de Peano, la fonction successeur S vérifie x % S x.
Ces propriétés d’acyclicité ont déja été étudiées, notamment par Oppen dans [Opp78|.

D’autres types d’inférences peuvent étre effectuées si 'on suppose que les types de
données sont totalement engendrés par les constructeurs : en effet, si 'on considére un
type fini tel que le type des booléens, qui a deux constructeurs constants 1" et F', on peut
déduire que 'ensemble de propositions {gT =~ a,g F =~ a, gc # a} est insatisfaisable. Nous
n’incluons pas non plus ces propriétés dans notre théorie des constructeurs.
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DEFINITION 2.7 (SIGNATURE AVEC CONSTRUCTEURS LIBRES)

Une signature avec constructeurs libres est une signature de types simples a laquelle on
ajoute, pour certaines sortes de base, un nombre fini de constantes que I’'on appelle construc-
teurs et qui sont de la forme C{ : my—(... —(1,—a)). C& est alors un constructeur d’arité
n de la sorte «.

La notion de congruence doit alors étre étendue pour tenir compte de l'injectivité et de
la séparation induite par les constructeurs :

DEFINITION 2.8 (THEORIE DES CONSTRUCTEURS)
Une congruence satisfait la théorie des constructeurs libres sur la signature 3. si, et seule-
ment si elle satisfait la régle d’injectivité :

Cfsyo.sy=City ..ty ] C¥sy. s
INJ; si
Si%ti Clqtl...tniOé

De plus, une telle congruence doit séparer les images directes de constructeurs distincts du
méme type, c’est-a-dire que 'on doit avoir Cf* s1...s, % C'ty,... 1, dés que i # j et que
les termes C* sy...s, et C’j‘* t1,...,t, sont de sorte c.

Du fait de l'existence de congruence entre termes dans des sortes fonctionnelles, la
notion de terme résultant de I'application d’un constructeur, ou terme inductif, doit étre
définie relativement a cette congruence.

DEFINITION 2.9 (TERME INDUCTIF)
Un terme t est dit inductif pour une congruence = s’il est ~-équivalent a un constructeur
C¢ ou a un terme de la forme Q(f,x) avec f inductif.

Le lemme suivant permet de parler de classe d’équivalence inductive :

LEMME 2.10
Si s est inductif pour =~ et que t = s, alors t est inductif.

Démonstration : Evidente par transitivité de ~. Il

Le probléme que 'on souhaite résoudre maintenant est la satisfaisabilité d’un ensemble
fini d’égalités et de diségalités de termes dans la théorie des constructeurs libres. De ma-
niére équivalente, on souhaite savoir s’il existe une congruence satisfaisant la théorie des
constructeurs libres ainsi que ’ensemble des égalités et diségalités du probléme.

De méme que pour la cloture de congruence simple, on constate qu'une famille quel-
conque de congruences satisfaisant la régle d’injectivité a pour intersection une congruence
satisfaisant la régle d’injectivité. Il existe donc, pour toute relation R, une congruence
minimale =g satisfaisant la régle d’injectivité, mais pas nécessairement les axiomes de
séparation de 'image des constructeurs. On en déduit que s’il existe une congruence conte-
nant R et satisfaisant a la fois les axiomes de séparation et les diségalités du probléme,
alors cette congruence minimale les satisfait également.
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Avant de transformer toutes ces remarques en une procédure effective, il faut vérifier que
I’on peut, comme dans le cas de la cloture de congruence, restreindre le probléme de décision
a un ensemble fini de termes, pour pouvoir le calculer. Malheureusement, ’ensemble des
termes et sous-termes du probléme ne suffit pas a résoudre la question : supposons que
'on veuille décider si 'ensemble {C¢ =~ f; f ~ CF;a ~ a} est satisfaisable, avec f : f—a
et a : (3, alors on remarque que tel n’est pas le cas puisque 'on peut dériver une égalité
contredisant les axiomes de séparation, mais uniquement si l’on utilise les termes C{ a et

C$ a qui n’apparaissent pas dans le probléme posé :
Caf G
CY =~ Oy

A o~ o
Cia~Cfa

TRANS
a~ a
CONGRa

Pour résoudre cette difficulté, il faut considérer des ensembles de termes clos par applica-
tion :

DEFINITION 2.11 (CLOTURE PAR APPLICATION)

Un ensemble T' de termes simplement typés avec constructeurs est dit clos par application
pour la congruence = si, dans toute classe d’équivalence T/~ dont les termes ont une sorte
fonctionnelle T—7' et qui contient un terme inductif, ou bien il existe un terme t tel que

(tu) € T pour un certain u € T, ou alors il n’existe aucun terme clos de sorte T (y compris
en dehors de T).

Nous pouvons alors définir une version locale de la théorie des constructeurs libres,
qui fait appel & une relation secondaire ~~ afin de ne pas étendre I'’ensemble de termes
considérés plus que nécessaire.

DEFINITION 2.12 (THEORIE LOCALE DES CONSTRUCTEURS)
Soit T un ensemble de termes clos par sous-terme et ~ une relation bien sortée sur T, on dit
que =~ est une congruence locale sur T si, et seulement si =~ est une relation d’équivalence
sur [" qui satisfait toute instance de la régle de congruence CONGRq 0l n’apparaissent que
des termes de T

De plus, on dit qu’une congruence locale = satisfait localement la théorie des construc-
teurs libres si, et seulement si, il existe une relation ~~ satisfaisant les régles suivantes :

Cor f Coty oot~ u Uty =
PROMOTION COMPOSE
Cf‘v—)f Ciatl...tktk_;,_lwv
Csyooosp~u Cfty oo t, ~u
INJECTION
S; = tz
et telle qu’il n’y ait aucun terme t € T tel que C2sy ... s, ~ t €t C’f t1 ...t~ t oun

et p sont les arités respectives de Cf* et C7.

Ceci nous permet d’énoncer le théoréme qui raméne le probléme a un ensemble fini de
termes :
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THEOREME 2.13 (REDUCTION A UN ENSEMBLE FINI)
Soit E' un ensemble fini non vide d’équations et de diséquations et T' un ensemble de termes
contenant tous les termes et sous-termes apparaissant dans FE.

Soit ~ une congruence locale a T' satisfaisant E et satisfaisant localement la théorie des
constructeurs libres, et telle que T' soit clos par application pour ~.

Il existe une congruence ~* sur l'ensemble de I'algébre de termes qui, d’une part,
satisfait E/ et la théorie des constructeurs libres, et qui, d’autre part, est une extension
conservative de =, c¢’est-a-dire que pour tous termes u et v dans T, u =" v < u ~ v.

Pour prouver ce résultat, nous allons construire une relation ~* a I'aide d’une interpré-
tation des termes de ’algébre compléte compatible avec la relation ~.

Construction de la relation ~*

Soit, S I'ensemble des arbres binaires dont les feuilles sont 'ensemble T'/~, des classes
d’équivalence selon =, auxquelles on ajoute un élément supplémentaire e, pour chaque
sorte 7. De plus, on limite S a ’ensemble des arbres bien sortés, c’est-a-dire tels que :

1. e, est un arbre bien sorté de sorte 7.

2. Chaque classe d’équivalence pour = est bien sortée et sa sorte est la sorte de ses
éléments.

3. Si un arbre g est bien sorté de sorte 7—7’ et d est bien sorté, de sorte 7, alors 'arbre
(g,d) est bien sorté, de sorte 7'.

On note S, le sous-ensemble des arbres de S de la sorte 7.

Un arbre a est inductif s’il n’est pas réduit & une feuille, ou s’il est une classe d’équiva-
lence qui contient un terme inductif.

On définit la fonction App,  : Sr— X S;—S. de la maniére suivante : Soient a € S;_,/
etbe S, :

—~ Sia=e;_p,alors App, (e, b) =€,

— Si a n’est pas une feuille, alors App; ,/(a,b) = (a,b)

~SiaeT/x:

~SibeT/s ets'il existe t, € a et t, € b tels que Q. ./ (t,, %) € T, alors soit ¢ la
classe d’équivalence de Q. ./ (t,, %), on pose App, . (a,b) = c. Cette définition est
non ambigué car &~ est une congruence.

— Sinon :
— Si a est inductif, alors App, ,/(a,b) = (a,b)
— Sinon App; ./(a,b) = e,.

Le domaine d’interprétation que nous utilisons est la famille d’ensembles S,. L’inter-
prétation des constantes et constructeurs est leur classe d’équivalence dans T/~ : I(f) = f.
Enfin on pose 1(Q, /) = App, ..

On peut alors définir la congruence ~* par 1’équivalence s ~* t < I(s) = I(t).
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Preuve du théoréme 2.13

Tout d’abord, =~* est bien une congruence car les ensembles S, sont disjoints, ’égalité
dans le modéle est une relation d’équivalence et comme I(Q(f, x)) = App(I(f), (z)), ~*
satisfait la régle de congruence..

Ensuite, par construction, les termes de T s’interprétent sur leur classe d’équivalence
pour =/, donc ~* est conservative par rapport a & et, en outre, ~* satisfait les équations
et diséquations de F.

Enfin, il nous faut montrer que ~* satisfait la propriété d’injectivité et les axiomes de
séparation.

LEMME 2.14 (INVERSION)
Soient u,v,w € T/, tels que App(u,v) = w, alors il existe s € u et t € v tels que
Q(s,t) € w.

Démonstration : Par définition, si tel n’est pas le cas, ou bien App(u,v) est un arbre non
réduit & une feuille, ou alors App(u,v) = €. O

LEMME 2.15 (TERMES INDUCTIFS)
Tout termet de la forme C{'s; ... s est inductif pour ~* et a une interprétation c inductive.

Démonstration : Nous allons montrer le résultat par induction sur k.
1. C# est inductif, I(C¢) est une classe d’équivalence contenant C* donc est inductif.

2. Posons ¢ = I(C%sy ... 8k), ckr1 = I(C&sy ... skp1) et d = I(Sgy1). Supposons
que Cfsy ... s, est inductif, alors par définition Cf'sy ... sp41 est aussi inductif.
Supposons que ¢ est inductif. On sait que c;,; est une classe de =-équivalence ou
un arbre non réduit & une feuille.

(a) Si g1 € T/ ~, alors nécessairement ¢ et d sont aussi des classes d’équivalence.
D’apreés le lemme précédent, il y a dans ces classes deux termes f et x tels que
Q(f,z) € cgy1. Comme ¢ est inductif, il contient un terme inductif ¢ or f ~ ¢,
d’ott f est inductif. Ainsi le terme Q(f,z) est lui aussi inductif et donc cxyq
également.

(b) Sinon ¢ n’est pas une feuille, donc ¢,41 non plus par définition de App.

Ceci clot la démonstration. O

LEMME 2.16 (INJECTIVITE, CAS DE BASE)
SiCfsy ... s, = Cfty ... t, et que I'interprétation commune de ces deux termes est une
classe d’équivalence, alors pour tout j <n, s; =" t;.

Démonstration : Posons tout d’abord u, = C&s; ... s et vy = Cy ... ¢, pour tout
k < mn. Soient (u}, fx, Tr)k<n trois suites de termes définies par le processus suivant :
— Si k=0, alors uy = uy = Cy.
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— Sinon, par construction de App, on déduit de maniére immeédiate que I (ug_1) et I(sy)
sont des classes d’équivalence, donc d’aprés le lemme 2.14, il existe fr_; € I(ug_1)
et xy, € I(sg) tels que (fr_12x) € I(ug). Par récurrence, on suppose uj_; défini et on
pose up, = uj_, T.

Enfin, on pose f, = t pour t arbitraire dans I(u,). Soit ~» la relation qui fait que =~
satisfait localement la théorie des constructeurs; on peut montrer par récurrence que pour
tout k < n, on a uj ~ fi :

— Si k=0, alors fo € I(C{), donc fy = Cf et comme ~ satisfait la régle PROMOTION,
on conclut que uy ~ fo :

PROMOTION

— Supposons que u'k ~ fi, on sait que (fx rry1) = fry1 car ces deux termes sont dans
la méme classe d’équivalence, et comme ~ satisfait la régle COMPOSE, on en déduit

que uy ~> fi -

Ciwy oo~ fro (frkTigr) = frn
Ciaxl o T~ fep

COMPOSE

Ce qui clot la récurrence. On construit de maniére analogue trois suites de termes
(Vks Gks Yk )k<n €n choisissant le méme terme t pour g,. On peut alors appliquer la régle
d’injection :

Coxry ...oxp =t Clyp oo yy > t

— INJECTION
Li ~Yi
Or, par construction, s; &* x; et t; &* y;, donc on peut conclure que s; &* t;. [
LEMME 2.17 (INJECTIVITE)
~* satisfait la régle d’injectivité des constructeurs.
Démonstration : Supposons que Csy ... s, =* Cft; ... 1, et montrons par récurrence
sur k < n que si Cf'sy ... sp =" Ci*ty ... i, alors pour tout j <k, s; = ;.

Si k=0,il n’y a rien a prouver.

Supposons I’hypothése de récurrence vraie au rang k, soit ¢;1 'interprétation commune
des termes Cf'sy ... spy1 et Cf'ty ... tg41. Deux cas sont possibles :

— Si ¢y est un arbre dont les fils sont ¢ et d, alors on a par construction :

[(CZQSl...Sk):Ck:](Ciatl...tk)

On en déduit que C7'sy ... sp =" C*y ... 1 et par hypothése de récurrence on a
s; &=* t; pour tout j < k. De plus, on a I(sy41) = I(tg41) donc sprq & thiq.

— Sinon, ¢4 est une classe d’équivalence qui est inductive (d’aprés le lemme 2.15). Si
k + 1 = n, on peut utiliser le lemme précédent, sinon on s’y rameéne : soit 7 la sorte
de skyo, alors, comme T' est clos par application et que la sorte 7 est habitée par le
terme sg,o, il existe fri1 € cpi1 et xpio € T tels que friq w2 € T. Posons alors :

C;c+2 = I(C’f‘sl v Skl Ik+2) = [(Czatl oo tk—i—l Ik+2)
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On peut affirmer que ¢, est une classe d’équivalence. En itérant le processus n —
k — 1 fois, on obtient deux termes équivalents dont l'interprétation est une classe
d’équivalence :

o ~F Yo
C’isl cee Spr1 T2 oL Ty N Cltl -'~tk+1xk+2 R

On peut alors leur appliquer le lemme précédent et ainsi conclure.
Ce qui clot notre démonstration. [

LEMME 2.18 (SEPARATION, CAS DE BASE)

Pour tous constructeurs C{* et Cf* d’arité respective n et p, et pour toutes suites de termes
(8k)k<n et (t)i<p, si I(Cftsy ... s,) = I(C§ty ... t,) = c avec ¢ € T/, alors la relation ~
ne satisfait pas localement les axiomes de séparation.

Démonstration : Soit t € ¢ un terme arbitraire et ~~ la relation permettant a ~ de
satisfaire localement la théorie des constructeurs. De maniére analogue a la preuve du

lemme 2.16, on peut trouver des termes (xx)r<n €t (yi)i<p dans T tels que CP xy ... @, ~> t
et C5'y1 ... yp ~ t, ce qui contredit 'hypothese que ~~ satisfait les axiomes de séparation.
OJ

LEMME 2.19 (SEPARATION)
~* satisfait les axiomes de séparation.

Démonstration : Supposons Cf*sy ... s, &" Ct; ... t, et montrons que ~ ne satisfait pas
localement les axiomes de séparation. Sans perte de généralité, supposons que n < p.
Montrons par récurrence sur k < n que Cf'sy ... s, &* C’ftl ... tp_nyk est contradic-

toire avec les hypothéses.

— Si k = 0, alors comme I(C{) est une classe d’équivalence, on peut utiliser un pro-
cessus analogue a celui de la démonstration du lemme 2.17 pour se ramener & des
constructeurs totalement appliqués, pour lesquels on peut appliquer le lemme 2.18.

— Supposons 'hypothése de récurrence vraie au rang k, soit ¢y Uinterprétation com-
mune des termes C{*sy ... Sp1 et Cjo‘tl .. tp—ntkt1. Deux cas sont possibles :

— Si ¢g41 est un arbre dont les fils sont ¢, et d, alors par construction on a :

I(Cfsy ... sp) =i =1(Coty ... tynis)

On applique ’hypothése de récurrence.
— Sinon, ¢k est une classe d’équivalence qui est inductive, on peut alors procéder
comme pour le cas k = 0.
Ce qui clot notre démonstration. O

Démonstration du théoreme 2.13 : Grace aux lemmes 2.17 et 2.19, nous pouvons enfin
affirmer que ~* est une congruence satisfaisant la théorie des constructeurs libres, ce qui
clot la démonstration du théoréme 2.13. OJ
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régle d’initialisation

To = {Q(u,v) € Al}
sat(A? B={wulsve )
To, B MU0 | M ={(C2,C|Co € AL}

U=ur (u,{Qu,v) € Al},{Q(v,u) € Al},0)

régles de conclusion

0,0,0,U,S
ST OK{VU%UGA,E#@
T,E,M,U,S
W REFUTE{EU%UEA,@Z’D
T, B, MU{(t,C*@)},U, S Cii:a
INSAT CONFLICT ‘C;"ﬁ.e C(t)
i

régles de déduction

T,EU{(s,t)},M,U,S
TUG(s)UD(s), E,M U{(t,c)|lc € C(s)},union(U, s, t),suppr(S, G(s) U D(s))
T,EU{(s,t)},M,U,S
T,E,M,U,S
T,E,MU{(t,C¥u)},U,S
T,EuU{(u,0)},M,U,S

MERGE {5 #t

NO-MERGE {§ =t

T,B,MU{(t,C*)},U,S
TUG(t), B, M,U{C(t) — C(t)UC*a},S

MARK ou

TU{t},E,M,U,S
T,EU{(t,s)}, MU{(t,Fv)|F €C},U,S

UPDATE; { S(u,v) =

TU{t},E,M,U,S
T,B,M U{(t,Fv)|F eC},U,SU{(a,1)— t}

= )
UPDATE2 { S(u,v) = L

F1G. 2.1 — Algorithme de cloture de congruence avec constructeurs et applications partielles
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2.3 L’algorithme de décision

2.3.1 Description

On souhaite maintenant donner un algorithme permettant de décider la satisfaisabilité
dans la théorie de I’'égalité sans quantificateurs avec des constructeurs libres.

L’algorithme est décrit par un ensemble de régles de transition (lues de haut en bas)
entre des états composés d'un quintuplet (T, E, M, U, S) contenant les objets suivants :

: Ensemble de Termes a mettre a jour (dans S et pour les marquages)

: Ensemble de couples de termes a rendre Egaux

: Ensemble de Marquages de constructeurs a effectuer

: Structure UNION-FIND associant a chaque terme sa classe

: Table des Signatures (La signature d’un terme est le couple des classes d’équi-
valences de ses deux sous-termes.)

De plus, une classe est un quadruplet (r, G, D, C') contenant :

: représentant de la classe

: Ensemble des ancétres Gauches de la classe

: Ensemble des ancétres Droits de la classe

: Ensemble des marquages de Constructeurs de la classe d’équivalence, c’est-a-
dire de termes (potentiellement extérieurs au probléme de départ) équivalents
aux termes de cette classe.

Par abus de langage, on notera U(u) = (u, G(u), D(u), C(u)). Un ancétre gauche d’une
classe ¢ est un terme dont le sous-terme gauche est dans la classe ¢; un ancétre droit d’une
classe ¢ est un terme dont le sous-terme droit est dans la classe c.

La structure UNION-FIND est composée d’une forét d’arbres dont les noeuds sont des
termes et les racines les représentants de la classe. L’opération de recherche de la classe
consiste alors & remonter 'arbre jusqu’a sa racine. L’opération union(U, s,t) qui fusionne
deux classes d’équivalence consiste a placer 5 comme sous-noeud immédiat de ¢, faisant
ainsi de t le représentant des éléments de 'ancienne classe de s. L’ensemble des ancétres
gauches et droits de la classe de s sont alors ajoutés a ceux de la classe de t, mais les
constructeurs de la classe de s ne sont pas ajoutés a ’ensemble des marquages.

La table des signatures associe & un couple de représentants de classe (u,v) un terme
dont les sous-termes sont respectivement dans la classe de u et dans celle de v, si un tel
terme existe, et L sinon. L’opération suppr(S, D) supprime les liaisons qui associent un
couple & un terme de 'ensemble D.

Les régles de transition de 1'algorithme sont décrites dans la figure 2.1. La régle INIT
crée la structure initiale, ol les termes identiques sont partagés, ol les constructeurs sont
a marquer et ou chaque axiome d’égalité est ajouté a 'ensemble E. De plus la table des
signatures est vide et tous les termes non constants sont marqués comme étant & mettre a
jour. L’ensemble A| est ’ensemble des termes et sous-termes apparaissant dans A.

L’algorithme peut se terminer de trois fagons différentes : la régle REFUTE détecte si
une diségalité du probléme est contredite et répond alors que le probléme est insatisfaisable.
Dans le cas contraire, et s’il ne reste plus de contraintes a propager, la régle OK conclut

O =Zm

QLo Q=
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SAT(fara, f(fa)# a)?
{fa, f(fa)} {(fa,a)},0,0,0

INIT

{f a?f(f a)}7®7®7 {f(l = a},@ MERSEDATEZ
{f( a)}v(ba@v{fa'_’a},{(f,a)}—)fa} -
@7{ f(fa),fa)},@,{fa — a},{(ﬁa) — fa} UPDATE, S(f,fa) =fa
MERGE

(
@M{ Ja Ha} {(f.a) — fa}
AR B g f(fa)’_)a ) M

INSAT

REFUTE f(fa)=a=a

F1G. 2.2 — Calcul de satifaisabilité pour {fa ~ a, f(fa) % a}

que I'ensemble d’axiomes est satisfaisable. La régle CONFLICT est déclenchée lorsque I'on
déduit une égalité entre constructeurs distincts et le probléme est déclaré insatisfaisable.

Les régles MERGE et NO-MERGE servent & effectuer les fusions de classes d’équivalence
lorsqu’une congruence est détectée. La régle NO-MERGE permet d’éviter des opérations
inutiles.

Les régles MATCH et MARK permettent d’annoter les classes d’équivalence par les
termes inductifs qu’elles contiennent. Dans le cas de la régle MATCH, on ajoute a ’ensemble
FE les conséquences de la propriété d’injectivité.

Les régles UPDATE, /o effectuent la mise a jour de la table des signatures en ajoutant
une demande de marquage si le sous-terme droit est un constructeur, ou de fusion si un
terme a une signature qui est déja dans la table.

2.3.2 Quelques exemples

Nous faisons la convention de noter les symboles de fonction ordinaires avec une mi-
nuscule et les symboles de constructeurs avec une majuscule. Le premier exemple est une
exemple trés simple destiné & illustrer le fonctionnement de la table de signature et de la
propagation des congruences. Dans I’ensemble U, la notation s — t indique que § = t, pour
les termes non mentionnés, il est implicite que © = u. De méme, sauf mention contraire,

C(t) = 0.

EXEMPLE 2.20
On considére la signature Sy = {s},% = {a : s, f : s—s} et le probléme simple suivant :
{fa=a, f(fa)# a}. Une exécution possible de I'algorithme est donnée dans la figure 2.2.

EXEMPLE 2.21
Pour illustrer I'utilisation des marquages de classes d’équivalence par des termes avec
constructeurs, nous allons donner un exemple qui utilise a la fois I'injectivité et 1’élimi-
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nation forte. Considérons la signature suivante :

So = {bool, box},
¥ ={g : bool—box, B : bool—box,T : bool, F': bool}

Le probléme de satisfaisabilité {B ~ g,gT ~ g F'} est résolu par notre algorithme dans la
figure 2.3.

2.3.3 Terminaison

THEOREME 2.22 (TERMINAISON)
Toute application des régles de I'algorithme jusqu’a saturation débouche en un nombre fini
d’étapes sur SAT ou INSAT.

Démonstration : On appelle taille d’'une sorte la fonction définie par |[7—7'| =14 |7/| et
|a] = 0 si « est une sorte de base. On définit alors un ordre < sur les couples de termes de
méme sorte et sur les termes. On note 7, la sorte d’un terme w et 7,,) la sorte commune
aux deux termes u et v; on pose alors © < y si, et seulement si, ou bien |7,| < |7,| pour
x et y quelconques, ou alors |7,| = |7,| et = est un couple et y un terme. Par construction
I'ordre < est bien fondé.

L’argument de terminaison pour I'algorithme est un ordre lexicographique sur :

1. le nombre de classes d’équivalence
2. P'union T'U M, ordonnée par l'extension multi-ensemble de <
3. le cardinal de I'ensemble F

Examinons maintenant les régles de transition récursives :

MERGE Le nombre de classes d’équivalence décroit strictement car on fusionne deux
classes distinctes (grace a la condition de bord). C’est la seule régle qui modifie
le nombre de classes d’équivalence.

MATcH Comme on enléve un terme de M, T'U M décroit pour I'ordre multi-ensemble.

MARK On remplace un couple (t,u) de M par un ensemble fini de termes G(¢) qui sont
des ancétres gauches de t. Si cet ensemble est non vide, alors cela signifie que t a une
sorte fonctionnelle 7—7' et donc que ses ancétres gauches sont de sorte 7. On en
conclut que Vv € G(t),v < t et que T'U M décroit strictement.

UPDATE;/; Dans 'union T'U M, on remplace un terme ¢ par un ensemble fini de couples
de termes (t,v) de la méme sorte. Pour chacun de ces couples, on a donc (¢t,v) <t
et donc T'U M décroit pour 'extension multi-ensemble de <.

NO-MERGE Le cardinal de E/ décroit strictement, les ensembles 1" et M sont inchangés.

De plus il y a toujours une régle qui s’applique :
— Si E est non vide, on peut appliquer la régle MERGE ou NO-MERGE,
— Sinon :
— si M est non vide, on peut appliquer I'une des régles CONFLICT, MATCH ou MARK.
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SAT (B~ g,gT ~gF)?
{9T,9F} {(B,g),(gT,g F)}, {(T,T),(F,F),(B,B)},0,0

INIT

T gF}. (4T g F)}, (T.T).(F.F).(B.B)}. {B — g}.0 ﬁgiﬁi
T FLOAT TR P B L] 70
MARK
TaryoE e, (), T 00 CT T
MARK
gT—gF C(T)={T}
rarno oo {5700 SO -
{gTHgF C(T) ={T} }
{9T,gF},0,0, B g C(F)={F} ;.0
C(g) — {B} UPDATE
gT —gF C(T)={T} ’
(F}.0{WT.BT)}.! By CF)={F} }.0
=8y )
{ gT—gF  C(T)=A{T}
{gF},0,0, Bryg C(F)=A{F} 0
C(gF)={BT} C(9)=1{B} UPDATE
{ gT—gF  COT)={T} } ’
0.0,{(¢ F,BF)}. Brg  C(F)={F} }.0
CgF) = {BT} Clg)={B}
{ gT = g F O(T):{T} } MATCH BF~BT
0. {(F.T)}.0, Brg  C(F)={F} $.0
C(gF) = {BT} Clg)={B}

gT —gF C(T)

{QF},@,{(RF)},{ Big C(g)
F—T C(gF)

INSAT

CoNnrLICT F=T

F1G. 2.3 — Calcul de satisfaisabilité pour {B ~ g,¢9T ~ g F'}
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— Sinon :
— si T est non vide, on peut appliquer I'une des régles UPDATE; ou UPDATE,
— sinon on peut appliquer REFUTE ou OK.
On en déduit que pour toute entrée A, 'algorithme se termine toujours par SAT ou
INSAT, et ce quelle que soit la stratégie utilisée. O

2.3.4 Correction

Pour nous assurer de la correction, il faut prouver que si I’algorithme retourne la réponse
INSAT, alors le probléme est insatisfaisable :
Pour cela nous allons prouver les invariants suivants :

1. Si u = v, alors u &~ v est une conséquence de A dans la théorie de I'égalité avec
constructeurs libres.

2. Sic € C(u), alors ¢ =~ u est une conséquence de A dans la théorie de I'égalité avec
constructeurs libres.

3. Si (t,c) € M, alors t ~ ¢ est une conséquence de A dans la théorie de I'égalité avec
constructeurs libres.

4. Si (u,v) € E, alors u = v est une conséquence de A dans la théorie de 'égalité avec
constructeurs libres.

5. Si S(u,v) = w, alors il existe u/, v et w' tels que ' = u, vV = v, W' = w et
w' = Q(u,v).

6. Les ensembles G(u) et D(u) contiennent tous les ancétres des termes de la classe de
u et rien que ceux-ci.

Démonstration des invariants : La régle INIT établit ces invariants : si © = v, alors u = v
syntaxiquement et si (u,v) € F, alors u =~ v € A. L'invariant 3 est vrai par réflexivité.
On donne ici les arguments de préservation pour les cas non triviaux :

MERGE L’invariant 1 reste vrai en utilisant la régle TRANS et grace au fait qu’il était
vrai avant I'application de la régle ainsi que grace a l'invariant 4. L’invariant 5 reste
vrai car seuls les ancétres de la classe de s ont changé de signature (invariant 6).
L’invariant 6 reste vrai car 'opération union fusionne aussi les ensembles d’ancétres
des deux classes fusionnées.

NO-MERGE Les invariants sont trivialement préservés.

MATCH L’invariant 4 est vérifié en utilisant la propriété d’injectivité ainsi que les inva-
riants 2 et 3 a I’étape précédente.

MARK [’invariant 2 est une conséquence de l'invariant 3 a I’étape précédente.

UPDATE; Pour linvariant 4, il faut montrer que le nouveau couple (t,s) est correct.
Comme t = @Q(u,v), on trouve, grace a 'invariant 5, des termes u/,v" et s’ tels que
s’ = @(u',v"). Grace a invariant 1, on a u &~ v/, v & v et s & s et on conclut par
les régles CONGRq et TRANS. L’invariant 3 est vérifié par congruence.



52 CHAPITRE 2. EGALITES CLOSES AVEC CONSTRUCTEURS

UPDATE, L’invariant 5 est trivialement vérifié par ¢.

Ceci clot la démonstration de préservation des invariants. [

THEOREME 2.23 (CORRECTION)
L’algorithme est correct.

Démonstration : Sil'on conclut par la régle CONFLICT, alors grace aux invariants 2 et 3,
on peut déduire que Cf'u ~ t et C0 =~ t, donc par transitivité on déduit que I'on ne peut
satisfaire I'axiome de séparation C{*u % CJ'0.

Sinon, on conclut par la régle REFUTE et alors par 'invariant 1, on sait que 'on peut
dériver u ~ v des axiomes de A, ce qui fait que u % v n’est pas satisfaisable. [

2.3.5 Complétude

Pour la complétude, il nous faut montrer que si 'algorithme retourne SAT, alors A est
satisfaisable dans la théorie des constructeurs. Pour cela, nous allons montrer que 1’équi-
valence induite par la structure UNION-FIND & la fin de l'algorithme est une congruence
satisfaisant localement la théorie des constructeurs libres.

LEMME 2.24 (COMPLETUDE LOCALE)

Si l'algorithme retourne SAT, alors, 4 la fin de I'algorithme, la relation d’équivalence =
définie par uw =~ v < u = U est une congruence satisfaisant localement la théorie des
constructeurs libres.

Démonstration : A toutes les étapes de I'algorithme, ~ est une classe d’équivalence car
elle est induite par une partition de I’ensemble des termes en une forét d’arbres. On re-
marque que les régles de déduction préservent 'unicité de la sorte des termes d’une classe
d’équivalence, donc &~ est toujours bien sortée.
Nous noterons ~ la plus petite relation d’équivalence contenant = et les couples de
termes de I'ensemble E. On souhaite alors établir les invariants suivants :
1. SiQ(f,2) € To\ T, Q(g,y) € To\ T, f =~ g et x = y alors Q(f,z) ~ Q(g,y).
2. Si Q(f, ) € Ty\ T, alors il existe w tel que S(f,Z) = w et w ~ Q(f, x).
3. 51 Q(f,tgr1) € To\T et Cty ...t € C(f), alors il existe uy,...,urs1 tels que
pour tout j, u; ~ t; et ou bien Cfuy ... upy1 € C(Q(f,t541)) ou alors il existe
v Q(f, try) tel que (v,C*uy ... upy1) € M.
4. Pour tout constructeur, ou C® € C(Cf), ou il existe ¢ = C? tel que (¢,C{) € M.
5. Si u est dans une sorte de base, C'(u) contient au plus un élément.
6. Siu~wve A, alorsun~wv.

On remarque que les relations & et ~ croissent au cours du temps, c¢’est-a-dire que deux
termes équivalents a une étape donnée le restent toujours.
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INiT Comme T = T, les invariants 1, 2 et 3 sont triviaux. Les invariants 4, 5 et 6 sont
vérifiés par construction.

MERGE On remarque que MERGE préserve la relation ~, et comme les ancétres de s sont
exclus de l'invariant par leur ajout dans 7', I'invariant 1 est préservé. L’invariant 2
est préservé car les termes effacés de la signature sont justement ceux ajoutés dans
T, et les autres termes n’ont pas changé de signature. L’invariant 4 est préservé car si

@~ s, alors (s,Cf) est ajouté dans M. L’invariant 3 est préservé car méme si C'(s)
est maintenant égal a C(t), les ancétres de s sont maintenant dans 7' d’une part, et
on a ajouté les éléments de C(s) dans M d’autre part. Enfin 5 et 6 sont préservés.

NO-MERGE Les invariants sont trivialement préservés.

MATCH Les invariants 1, 2, 4, 5, 6 sont trivialement respectés. L’invariant 3 est respecté
car on a ajouté les couples (ug,vy) dans E.

MARK Les invariants 1 et 2 sont affaiblis donc respectés. Les invariants 4, 5 et 6 sont
préservés. L’invariant 3 est respecté car les ancétres gauches de ¢ en sont exclus par
leur ajout dans 7.

UPDATE; L’invariant 1 est vérifié pour @Q(u,v) carsiu ~ g et v & y, alors S(z,y) = S(u, v)
et comme on a ajouté (¢, s) dans E , on a bien Q(u, v) ~ Q(t, s). D’apreés les conditions
de bord, @Q(u,v) satisfait 'invariant 2. Les invariants 4, 5 et 6 sont toujours vérifiés.
L’invariant 3 est vérifié par ¢ puisque 1'on ajoute les paires (¢, F'v) dans M.

UPDATE, L’invariant 1 est vérifié puisque ’on déduit de 'invariant 2 précédent, qu’aucun
terme n’est congruent & t. L’invariant 2 est verifié car on ajoute t et sa signature
dans S. Les autres invariants sont maintenus pour les mémes raisons que pour la
régle précédente.

A la fin de I'exécution de I’algorithme, on remarque que £ = () donc (=)= (~). Comme
T = (), I'invariant 1 permet de conclure que = est une congruence. Nous noterons ici ~ la
relation définie par C'sy ... s, ~» ¢ si, et seulement si, il existe un terme Ct; ... ¢, dans
C(t) tel que s; =~ t; pour tout j < k. La relation ~~ satisfait alors la régle PROMOTION
puisque M = () et que l'invariant 4 est préservé.

Pour la régle COMPOSE, supposons que Cfuy ... up ~ f et que Q(f upp1) =~ g,

alors il existe vy,..., vy tel que u; = v; pour tout j < k et Cfvy ... v, € C(f). Po-
sons Vg1 = Upy1. D’aprés linvariant 4, il existe w; ~ v; pour tout 7 < & + 1 tel
que Cfwy ... we1€ C(Q(f,ugs1)), on en déduit que CP vy ... vy € C(g) et donc que
Couy ... Upyr ~ g

Pour la régle INJECTION, supposons que C uy ... u, ~ w et que Cf vy ... v, ~ w, ol
n est l'arité de CfY, alors il existe s1,..., s, et t1,...,1, tels que pour tout j < n, u; =~ s; et
v; =t et Cuy ... u, € C(w) et Cfoy ... v, € C(w). D’aprés l'invariant 5, ces derniers

termes sont égaux car C'(w) contient au plus un élément (w est de sorte «), et donc pour
tout 7 <n, u; = v; donc on peut conclure que s; ~ t;.

Les axiomes de séparation sont satisfaits car, d’aprés I'invariant 5, on ne peut avoir
deux constructeurs distincts totalement appliqués dans le méme C'(u).

On en conclut que ~ satisfait localement la théorie des constructeurs libres. O
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Pour établir la complétude globale, il nous manque une hypothése supplémentaire :
Iensemble T' doit étre clos par application pour la congruence induite par la structure
UNION-FIND. Ceci n’est pas vrai en général, mais 'algorithme peut étre adapté pour le
vérifier, grace aux ajouts suivants :

— Au début de l'algorithme, chaque classe d’équivalence est marquée comme étant de

statut INCONNU.

— Lorsqu’on marque une classe de type INCONNU avec un constructeur partiellement

appliqué, on marque la classe avec le statut INCOMPLET.

— Lorsqu’on applique 1'une des régles UPDATE & un terme (f x) et que la classe de f

est de statut INCOMPLET, marquer cette classe avec le statut COMPLET.

— Lorsqu’on fusionne deux classes, la classe fusionnée a le statut le plus évolué pour

Iordre C de ceux des classes fusionnées, avec :

INCONNU C INCOMPLETC COMPLET

Ainsi, lorsque lalgorithme répond SAT, 'ensemble final est clos par application si, et
seulement aucune classe n’est de statut INCOMPLET.
Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme suivant :

THEOREME 2.25 (COMPLETUDE)

Soit A un ensemble fini non vide d’axiomes : si 'exécution de I’algorithme sur A retourne
SAT et que 'ensemble final est clos par application pour la congruence = construite par
lalgorithme, alors A est satisfaisable.

Démonstration :FEn utilisant le lemme précédent en conjonction avec le théoréme 2.13. [

Si I'on dispose d'un oracle capable de retourner un terme d’une sorte habitée, on peut
ajouter a I’état final de I’algorithme I'application des termes inductifs incomplétement ap-
pliqués aux constantes données par ’oracle. On peut ensuite lancer a nouveau ’algorithme
sur I’ensemble complété. La relation construite par la nouvelle exécution de ’algorithme
fera de ’ensemble complété un ensemble clos par application pour ~.

2.4 La tactique congruence

Une version précédente de ’algorithme décrit plus haut est implantée et distribuée dans
I'assistant de preuve Coq (version 8). Cette version souffrait de quelques limitations dont
ne souffre plus la version courante qui est disponible dans la version de développement
de Coq. La tactique congruence se compose d’une procédure extrayant d’un but Coq
I’ensemble des égalités et diségalités qu’il contient, et ajoute la négation du but si celui-ci
est une égalité. Si le but n’est pas une égalité, alors on ajoute au probléme les diségalités
H % C ou H est une hypothése qui n’est pas une égalité, et C' la conclusion du but. De
plus, on ajoute H % H' pour tout couple d’hypothéses h : H et b’ : =H', si H et H' ne
sont pas des égalités.
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Ensuite la procédure exécute I'algorithme de la figure 2.1 avec la stratégie suivante : on
applique MERGE et NO-MERGE si E est non-vide, puis MARK, MATCH ou CONFLICT si
E est vide et M est non-vide, puis UPDATE; , si £/ et M sont vides et T non-vide; enfin
on conclut par REFUTE ou OK.

Si l'algorithme retourne INSAT), il est instrumenté pour produire une preuve de I'éga-
lité niée par ’hypothése. La méthode utilisée pour produire la preuve est une extension de
celle décrite dans [Cor01], ainsi que plus récemment dans [NOO5].

En outre, la tactique congruence peut détecter si I’ensemble final n’est pas clos par
application et tente de le compléter avec des constantes sans signification, de telle sorte
que si 'ensemble complété est insatisfaisable, la procédure suggére a I'utilisateur comment
résoudre son probléme. Nous illustrons cela avec un type inductif représentant un triplet
d’entiers :

Inductive Cube:Set :=
| Triple: nat -> nat -> nat -> Cube.

Nous souhaitons alors prouver le théoréme suivant :

Theorem incomplete : V a b ¢ d : nat,
Triple a = Triple b — Triple d ¢ = Triple d b — a = c.

Grace a la commande intros, notre but contient un ensemble d’égalités sans quantifi-
cateurs :

abcd: nat
H : Triple a = Triple b
HO : Triple d ¢ = Triple d b

La tactique congruence peut alors construire I’ensemble d’axiomes correspondant :
{Triplea ~ Tripleb, Tripledc =~ Tripledb,a % c}

L’algorithme détecte que 'ensemble d’axiomes est satisfaisable mais que I’ensemble de
termes n’est pas clos par application. Il tente de le compléter et parvient & une contradic-
tion, il en informe donc 'utilisateur :

Goal is solvable by congruence but some arguments are missing.
Try "congruence with (Triple a 7y 73) (Triple d ¢ 73)",
replacing metavariables by arbitrary terms.
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L’utilisateur entre alors la commande suivante qui résout sans probléme la question po-
sée, grace & I'addition de termes supplémentaires dans I’ensemble considéré, qui le rendent
clos par application.

congruence with (Triple a 0 0) (Triple d c 0).

2.5 Conclusion

La tactique congruence est une tactique rapide résolvant un probléme trés précis, c’est
pourquoi elle est particuliérement efficace pour « nettoyer » un ensemble de sous-buts dont
beaucoup sont triviaux. Cette caractéristique est particuliérement utile pour travailler sur
les égalités entre booléens, notamment dans les preuves Coq présentées dans le chapitre 4.
Notre étude peut étre prolongée dans plusieurs directions :
— une analyse détaillée de complexité
— une analyse de performances (benchmarks)
— T'utilisation de 'algorithme pour produire des traces de preuve réflexives (cf. cha-
pitre 4)

— I'étude du cas des algébres de termes avec types dépendants, et le probléme de la
conservativité de 1'égalité hétérogéne [McB99| par rapport a Pégalité classique dans
le cas clos.




Chapitre 3

Preuves intuitionnistes dans le Calcul
des Constructions

La classe de problémes considérés dans ce chapitre est d’abord ’ensemble des énoncés
du premier ordre, tels que définis au chapitre 1, puis des extensions de ce langage, que nous
décrivons.

Tout d’abord, nous rappelons dans la section 3.1 les apports des travaux de Roy Dyck-
hoff (notamment [Dyc92|) sur les calculs de séquents sans contraction pour la logique
intuitionniste propositionnelle (calcul LJT) et du premier ordre (G4i).

Dans la section 3.2, nous décrivons une extension de ce systéme appelée LJT'I, et nous
montrons en quoi cette extension est adaptée pour représenter le fragment du premier ordre
du systéme Coq incluant une certaine forme de définitions inductives non-récursives.

Nous établissons les propriétés fondamentales de LJTI dans la section 3.3.

Ensuite nous décrivons dans la section 3.4 I'implantation dans Coq d’une tactique
utilisant ce systéme logique. Nous expliquons les choix d’implantation.

Nous montrons ensuite, dans la section 3.5, comment on peut étendre le calcul LJT'I
pour la logique équationnelle, nous y étendons également les résultats théoriques obtenus.

3.1 Calculs de Séquents sans Contraction

La plupart des calculs de prédicats intuitionnistes présentés a Iaide de séquents [Kle52,
Dra87] — et notamment le calcul LJ — de Gentzen |[Gen34| incluent une régle structurelle
de contraction :

NAAFEG

T AFG Contr

D’autres évitent cette régle et utilisent une version modifiée de la régle habituelle d’éli-
mination de 'implication :

I'-A T,BFG I|[A-B|FA T,BFG
L

rA-pra 7 = ILA-BFG

_>*

a7
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Le probléme est que ces régles Contr ou L—* ont la désagréable propriété, si on les
voit comme des régles de transformation de séquents du bas vers le haut ainsi que le font
certaines procédures de recherche de preuve, de permettre des dérivations infinies si ’on
ne contréle pas leur utilisation, comme le montre la figure 3.1.

T, A A AAFG
T AAAFG
T AAFG

T AFG

Contr
Contr
Contr

I A-BFA T,BFG
L—*
I A-BF A I BFA
I A-BFA T, BF A
I A-BFG

FiG. 3.1 — Dérivations infinies utilisant les régles C'ontr et L—*

Une solution évidente a ce probléme est la définition de stratégies qui limitent 1'utili-
sation de ces régles suivant la forme des formules A et B. L’introduction de ces stratégies
pose alors le probléme de la complétude : peut-on encore prouver les mémes théorémes tout
en respectant une stratégie interdisant certaines dérivations 7 Dans son article Contraction-
Free Sequent Calculi for Intuitionistic Logic [Dyc92|, Roy Dyckhoff apporta une solution
différente! en proposant, dans le cadre de la logique propositionnelle, un calcul de séquents
sans contraction appelé LJT, qui a la propriété de terminaison : toutes les dérivations de
ce calcul sont finies.

Pour arriver a ce résultat, il décida de séparer la régle L— en plusieurs sous-cas selon
la forme de la sous-formule A de la formule principale A— B (voir au bas de la figure 3.3).
Par ce moyen, il réussit a obtenir un systéme complet sans avoir recours a la régle L—*.
Ce systeme est présenté a la figure 3.3 dans sa version mono-successeur.

Dyckhoff établit I'admissibilité? de la contraction dans LJT et 1'équivalence entre la
dérivabilité dans LJ et celle dans LJT. Cependant, il ne donne de preuve de I’élimination
des coupures dans LJT que par le moyen d’une traduction dans L.J sans coupures puis
d’une traduction inverse de LJ vers LJT comme indiqué dans la figure 3.2.

Le calcul LJT mono-successeur (ou G4ip) a été utilisée par César Munoz dans 1’assis-
tant de preuve Coq pour implanter un systéme de recherche de preuves : la tactique tauto.
Cette procédure recherche en profondeur parmi toutes les dérivations possibles, avec pour
stratégie de commencer par les régles inversibles. Cette tactique est aussi utilisée par la

IDyckhoff se fonde sur les travaux de Vorobjev [Vor58] et Hudelmaier [Hud93].
2¢f. définition 1.14.
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Dyckoff (1992)

LJT + Cut LJ + Cut
Dyckoff,Negri (QOOO)H iGentzen (1935)
LJT LJ

Dyckoff (1992)

F1G. 3.2 — Preuves d’élimination des coupures pour LJT

T, AF B
rprp ™ Tirctt Ttrapf
A TFB I A BFG
rranrs ™ Tanpre™
T'FA I+ B I A-G I,BFG
" RV, ——— RV, LV
TFAVB TFAVB T,AVBFG
I,P.BFG I,B-C,AFB TI.,CFG
La— ——
I'P,P-BFG I (A—B)—»CkFG
I'NA—-B—-CFG I'A—C,B—CFG
TANB)—CFG "7 Tavescra “V7

Fi1G. 3.3 — Le systéeme LJT

procédure de simplification intuition (J. Courant, P. Corbineau) en coupant les parties
non-inversibles des branches de calcul qui échouent, et en laissant les buts correspondants
a l'utilisateur. Une autre possibilité offerte par intuition est 'appel d’une tactique ar-
bitraire comme solveur pour les buts pour lesquels aucune régle propositionnelle ne peut
étre appliquée. Ces tactiques ont apporté une réponse satisfaisante pour la logique intui-
tionniste propositionnelle, aussi a-t-on cherché a étendre leur portée aux quantificateurs
du premier ordre.

Deux tentatives d’automatisation du calcul des prédicats dans Coq ont eu lieu précé-
demment : la premiére fut I'implantation d’une procédure de décision pour le Calcul Direct
des Prédicats DPC [KW84, BK92|, un fragment linéaire du calcul des prédicats, qui donna
la tactique linear implantée par Jean-Christophe Fillidtre dans des versions précédentes
de Coq. Cette tactique a ensuite été abandonnée & cause du manque d’expressivité du
calcul DPC.

La seconde tentative fut I'intégration par Huang du module Jprover [SLKNO1|, partie
du systéme Nuprl [Kre02| dans Coq. Le module Jprover est constitué d’un prouveur par
tableaux pour la logique classique auquel est associé un solveur de contraintes destiné a
restreindre les preuves trouvées aux seules preuves intuitionnistes.
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De méme que linear, cette tactique se comporte comme une boite noire qui construit
directement la preuve compléte. Cette opacité de fonctionnement empéche d’en faire une
procédure de simplification de buts. De plus, I'implantation est restreinte aux connec-
teurs logiques standard alors que méme tauto traite certaines extensions comme la dis-
jonction informative sumbool. Il lui manque également un bon traitement des variables
existentielles implicites qui apparaissent parfois dans des preuves de propriétés telles que
(Vz.Px)—(3z.Px).

Selon nous, ces tentatives ne sont pas trés satisfaisantes, une approche plus naturelle
serait d’étendre directement le calcul LJT au premier ordre. Dans un article postérieur
au précédent [DNOO|, coécrit avec Sara Negri, Roy Dyckoff parvint & donner une preuve
directe de I’élimination des coupures pour LJT, auquel Troelstra et Schwichtenberg, dans
leur ouvrage de référence Basic Proof Theory [TS96], ont donné le nom G4ip, en référence
au calcul G3 de Kleene [Kle52|. Dans cet article, il traite également le cas du calcul G441,
Pextension au premier ordre de G4ip, dans les versions mono- et multi-successeurs. Bien
évidemment ce calcul ne peut avoir la propriété de terminaison a cause de I'indécidabilité
de la logique du premier ordre : le systéme G4:¢ contient 'instance LV— de L—* out A est
de la forme Vz.P, et la régle LV qui est 'analogue, pour le quantificateur V, de la régle
L—":

I, (Ve.A)=BEFVz.A T BFG [ Ve A, A{t/z} F G
I, (Ve.A)»BF G Lv Ve AFG

Cette extension au premier ordre est bien celle qui nous intéresse, mais pas directement,
car elle n’utilise pas le caractére inductif des connecteurs logiques de Coq. Les langages de
propositions logiques habituels, comme celui décrit au chapitre 1.7, utilisent presque tous
des connecteurs logiques tels que A, V, —. Les travaux sur la logique classique s’appuient
notamment sur les formes normales conjonctives et disjonctives et transforment A— B en
- AV B. A l'inverse, en logique intuitionniste, 'implication — et la quantification univer-
selle V jouent un role crucial. Ceci est évident lorsque 1'on examine les différences entre
les modéles booléens de la logique classique et la sémantique de Kripke de la logique in-
tuitionniste : la notion de noeud de structure de Kripke (monde de Kripke) n’intervient
que dans la sémantique de — et V, le reste des contraintes ne font d'un modéle de Kripke
qu’un simple produit cartésien de modéles booléens.

De plus, les opérateurs — et V ont des interprétations naturelles par I'isomorphisme
de Curry-Howard-deBruijn [How80| : — et V sont les équivalents logiques des types des
A-abstractions non-dépendantes et dépendantes alors que ’extension de ’isomorphisme de
Curry-Howard aux connecteurs A et V nécessite 'adjonction de constructions algébriques
au A-calcul (les paires et les sommes disjointes) ainsi que celle des constructeurs et destruc-
teurs correspondants, qui permettent d’exprimer les régles d’élimination et d’introduction.

Le Calcul des Constructions Inductives suit ce principe : les symboles — et V sont des
constructions primitives et 'utilisateur peut, a son gré, définir des constructions inductives
de complexité arbitraire malgré certaines restrictions destinées a obtenir un calcul cohérent.
Les connecteurs logiques habituels sont définis comme des types inductifs, et les régles
d’introduction et d’élimination s’expriment de facon uniforme par rapport a leur définition.
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Ceci met a la disposition de 'utilisateur un langage logique qui, s’il ne gagne pas en
expressivité, peut étre étendu par des connecteurs logiques plus complexes qui auront leurs
propres régles d’introduction et d’élimination. D’une part, les nouvelles régles d’inférence
sont plus concises et les preuves en deviennent plus claires et plus courtes que celles qui
utilisent des connecteurs simples imbriqués. D’autre part, les propriétés du systéme formel
peuvent étre établies une fois pour toutes en ce qui concerne le schéma de régles pour les
connecteurs inductifs, ce qui donne des preuves plus courtes et des systémes d’inférence
plus concis.

Le travail réalisé dans ce chapitre est 'adaptation du systéme G4:¢ afin qu’il puisse étre
utilisé de facon naturelle pour chercher des preuves intuitionnistes du premier ordre dans
Coq, ot les symboles logiques A,V, L et le quantificateur existentiel 3 sont des définitions
inductives. Nous proposons en conséquence une variante du calcul G4i, appelée LJTI ou
les constructions logiques primitives sont uniquement V,— et les définitions inductives,
excluant toutefois la récursivité, tandis que les autres connecteurs sont traités comme des
cas particuliers de définitions inductives.

3.2 Le systeme LJT']

3.2.1 Les connecteurs inductifs

Dans la suite du document, nous aurons a traiter des expressions de taille fixée a priori
mais arbitraire, ¢’est pourquoi nous recourrons de facon massive aux notations suivantes :

Hi = Hz"l, ce 7Hi7P

H(—X=H,,—(...—~(H,,—X))
X=T1,...,%
Vle = Vym c. \V/y,L"p.X
{H;}; =H,,...,H,
S )

Il est a noter que I'expression H; change de sens quand elle est située a gauche d’une
fléche, de méme que I'expression x lorsqu’elle est précédée de V. Les formules que nous allons
utiliser ici sont définies de maniére mutuellement récursive avec les familles inductives. Nous
supposons fixée une signature ¥ pour les sortes, les symboles de fonction et les symboles
de prédicat. Les termes et les formules atomiques gardent donc leur définition habituelle.
Nous allons définir d’abord les familles inductives et ensuite les formules.
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DEFINITION 3.1 (FAMILLE INDUCTIVE)

type := (sorte,. .., sorte)—x
| (sorte, ..., sorte)—sorte
constructeur := C : cloture

cloture := Vx.cloture
| clause

clause := formule—clause
| O

définition := inductif (X : type, ..., X, : type)constructeur*

Les formules présentes dans les clauses définissant les constructeurs sont appelées hy-
pothéses de ce constructeur et sont des formules construites sur la signature Y augmentée
des paramétres de la famille inductive.

[’arité des familles inductives, de la forme [ : Ind(py : 71,...,pn : Tn), est alors ajoutée
a la signature Y. Grace a ces familles inductives, nous allons pouvoir construire de nouvelles
formules, dont la définition est donnée ci-dessous.

DEFINITION 3.2 (FORMULES)
Nous partons de la notion de formule définie en 1.1, dont nous enlevons les constructions
A, V, L et 3 et a laquelle nous ajoutons les formules inductives :

formule := V. formule
| formule— formule
| formule atomique
| I(param,...,param)
param = A\xy...T,.terme
| Azy ...z, formule

Les formules inductives sont construites par 'application d’un connecteur inductif a un
nombre fixe de paramétres, qui sont eux-mémes des contextes de termes ou de formules.
Nous matérialisons les places vides de ces contextes en les représentant sous forme de
A-abstractions.

Les formules définissant les constructeurs doivent étre closes. De plus les paramétres des
formules inductives doivent avoir un type correspondant & celui des parameétres formels.
L’ensemble des contraintes de bonne formation des signatures, formules, familles inductives
est résumé dans la figure 3.4.

Les contraintes de bonne formation de la signature > induisent un ordre total <y sur les
familles inductives de cette signature. Cet ordre est défini par I7 <y, I5 si, et seulement si [;
apparait dans la signature au moment de 'ajout de 5. On constate ainsi que si I; apparait
dans la clause de définition d’un constructeur de I, alors nécessairement I; <yx, I». Dans le
Calcul des Constructions Inductives, les définitions peuvent étre récursives ou mutuellement
récursives si les occurrences de I'inductif satisfont la condition de stricte positivité.
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lci, nous interdisons purement et simplement la récursivité parce que d’une part cette
hypothése est nécessaire pour assurer la terminaison du processus d’élimination des cou-
pures, et que d’autre part notre propos ici n’est pas de traiter le raisonnement par récur-
rence.

DEFINITION 3.3 (VARIABLES LIBRES)
L’ensemble des variables libres dans un objet est défini par les équations suivantes :

Fu(D)

Fo(Azy .. C’): Fo(C)\{z1,..., 2z}
Fv(Va:F):FU( )\ {z}
Fu(Fi—F,)=Fv(F) U Fu(F,)
Fo(P(ty, . tn) =Uizy. Fo(ti)
Fv ( (pla"'7pn>:Uz 1...nFU(pZ)

Grace a ces définitions, nous pouvons définir les familles inductives correspondant aux
connecteurs habituels (voir figure 3.5). Les familles inductives A et V ont deux paramétres
propositionnels; T et L n’en ont aucun, et J; en a un d’arité s—x*. Nous donnons ici les
dérivations de bonne formation pour L et ;.

EXEMPLE 3.4 (BONNE FORMATION DE | ET 3)

— | est bien formé : m

— 3 est bien formé : (v:8},{P: s>} Fppa
{z:s},{P:s—x}FprO:cause {x:s},{P:s—x*}tFpp Plx):x*
{z:s},{P : s—x} Fpr P(x)—0: clause
0 Fpp Vsz.P(x)—0O : constr(P : s—x)
0 Fpr (P : s—*){témoin : Vz.P(x)—0}

On peut aussi définir des familles plus exotiques : beaucoup de prédicats peuvent étre
définis par des familles inductives non récursives. Si nous voulons dire qu’une proposition
A satisfait la propriété de tiers exclus, nous allons définir :

(Dec, (A : %), {Vrai : A—0; Faur : (A—1)—0})

Dec est bien formée dans la signature ¥ = {L : Ind()}, comme en témoigne la dérivation
de la figure 3.6.

Un autre exemple pourrait étre un prédicat Constg ¢ (f, P) signifiant « La fonction f est
constante sur le domaine {x € s|Pz} ».

(Consts s, (f:s—s,P:s—x),
{Empty _domain : (Vsx.P(x)—L1)—0;
Unique _value : Vyy.P(y)—(Va.P(x)—f(z) = f(y))—0O})
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signature
Fpr ()
Fer 2
. fév
I_BF hy U {f . (81, e ,Sn)—>8}
Pe¢yx
Fpr BU{P :(51,...,8,)—*} ¢
Fpr 2 EI—BFI(pl:Tl,...7pn:7n){cl:Fl;...;Cp:Fp}] .
Fpr XU{T : Ind(r,...,7)} ¢
terme - r:s€=
E,EI—BFx:Sx °
=2 X bkprtiist ... ZXbprty:s,
B_Fl ! Br fi(s1,...,8,)—s €D
:‘72|_BFf(t1a"'7tn):S
contexte BU{z1 81, T Sy, N ppt T
SV BEPer T su g
EXNbFpr ATyt (81,0, 8) T
formule =X bkprtiisy ... E,XbEppt,:s,

P:(s1,...,8,)—*% € X
E,E"BFP<t1,...,tn)i* (1 >—>

EU{z:s}h Xbpp F:x
=X Fpr Vo F @ %
EXbpr Fiix Z,XFgp Fi:x
=X Fpr Fi—Fy

E,Zl_BFpliTl E,E"BppniTn

— I:Ind(m,...,T)
=3 bFer I(p1,-- -, pn) %

clause de définition de constructeur

=, 2 Fprp O clause
=X bFpr A:clause Z, X Fprp H :
=, X Fpr H—A : clause
{z1 81, T 1 S}, 2 ULp1L 71, ooy pn s Tn} PR F 2 clause

Y bpr Vo, ...,z F constr(py : T, ... Dn : Th)

famille inductive

Y bpp Fy:constr(py i, ... ,Dn i Tn) ... Sbpp F,:constr(py:Ti,....pn: Tn)
Ybtppl(pr:7i, .., pn:m){C1: F1;...5Cp 0 F}
avec Cy,...,C, distincts deux a deux

F1G. 3.4 — Régles de bonne formation pour les inductifs
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(A, (A: %, B:x) {pair : A—»B—0}) : Ind(x, %)
(V,(A: %, B:x),{or_introl : A—[J; or_intror : B—0}) : Ind(x,*)
(L, 0, {}) = Ind()
(T,0),{Z:0}) : Ind()
(35, (P : s—x%),{ex_intro : V,y.P(y)—0}) : Ind(s—*)

Fia. 3.5 — Connecteurs logiques habituels sous forme de familles inductives

0,5 A:xbprpAix 0,5 A xbFgp L:x
@,E,A*FBFA%J_*

0,%;A:*FppO: clause
0,5 A: % Fprp (A—1)—0O: clause
Y Fpr (A—L)—0: constr(A : x)

0,%;A:xFppO:clause 0,3;A:*kFpp A:*
0,3;A:xFpp A—DO : clause
Y bpr A—0O: constr(A : x)
Y Fpr Dec(A : %){Vrai : A—[; Faux : (A—1)—0}

Fic. 3.6 — Bonne formation de Dec

De maniére générale, une famille inductive I(py :7y,...,pn : 7){C1: F1,...,Cp: Fp}
avec :
Fy = Vs, yi.Hi(p, yi) =0
a une signification intuitive qui s’exprime avec les connecteurs habituels par I’équivalence
logique :

I(p) & \/(Hsiyi- /\Hi,j<p7Yi))

DEFINITION 3.5 (SUBSTITUTION)
La définition des substitutions (1.4) est étendue aux paramétres et aux formules inductives
comme suit :

parameétre
(Ax.C)o = A\y.(Cpo) avec p ={y/x} et y ¢ Fv(C)U Fu(o)U Dom(o)
formule

I(pla s 7pn)0 = I(plo—a e ,an)
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Hypothéses de constructeurs

DEFINITION 3.6 (HYPOTHESES D’UN CONSTRUCTEUR INSTANCIE)
Soit la famille inductive I(py : 71,...,pn : To){C1 : F1,...,C,: F,}, avec

E = Vslyi,l, e ?vskiyiyki'HLlH e _>Hi,h¢_>|:|

Soit X1 : 11,...,X, : T, une liste de paramétres. La clause de définition du constructeur C;
instancié par les paramétres X1, ..., X, est définie par :

F,(X) =VY42i1,--- Vs, Zi ;- inst(H; 1, X)p— ... —inst(H; p,, X) p—0O

Ou p ={z1/y1;...; 2k, /Y } avec z1,...,zy, des variables distinctes et n’apparaissant pas
dans |J,_, ,, Fv(X;), et ou I'opérateur inst est défini par les équations suivantes.
terme

inst(z,X) =x

inst(f(ty, ... tm)) = ulinst(t1, X)/z1;. .. ;inst(tym, X)/zm}
sif=p;et X;=Avy...xu

inst(f(ty, ..., tm)) = flinst(t, X);...;inst(t,, X))
sinon
parameétre
inst(Azy ... 25.C,X) = Ayp ... Ym.inst(Cp, X)
avec p = {y1 /215 .. Ym/Tm}
et yi,...,Ym ¢ Fo(C)U U, , Fv(X3)
formule
inst(Va.F, X) = Yy.inst(Fp, X)
avec p={y/x} ety ¢ Fo(F)Ul,_, ,, Fv(X;)
inst(F1—Fy, X) = inst(Fy, X)—inst(Fy, X)
inst(I(qu, ..., qm), X) = I(inst(q1, X), ..., inst(qn, X))
inst(A(ty, ... ty), X) = Glinst(ty, X)/z1; .. .;inst(ty,, X)/xm}
siA=p; et Xp=Mv1...2,.G
inst(A(ty, ..., t,),X) = A(inst(t1, X); . .. ;inst(t,, X))

sinon
L’ensemble des hypothéses du constructeur C; instancié par les paramétres Xq,..., X,
et les termes tq, ..., 1y, est défini comme :

Hyps(C;, X, u) = {inst(H;1p, X)o, ..., inst(H;p,p, X)o}

avec 0 = {t1/z1;.. .t /21, }. Dans la suite, nous utiliserons la notation H; ;(X,u) pour
désigner la formule inst(H; ;p, X)o.
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rprp?

T AF B I.P.BFG
rra-s ™ T pepp_prgl®
A B—CFB I,CFG

r(AsB—Cra 77
Tk A T,Va. A, Alt/)z) F G
I'EVvze.A v I''Vx.AFG

I, (Vo.A)=BFVe.A T,BFG
I (Vx.A) =B+ G
{C'= H; 5(p, ) }j=1..m, R {I Hi(p,yi) F Gliziin
I'+I(p) ’ I, I(p)FG
[ {VyiHi(p,yi)—=B}iz1n G
T, 1(p)—BFG

LV—

LI—

Fig. 3.7 — Le calcul LJTI

Le calcul de séquents LJTI est défini, a ’aide des familles inductives, dans la figure 3.7.
Par ce moyen, nous obtenons un calcul ot le nombre de régles est trés réduit. Dans les
régles Az et La—, P est une formule atomique. Dans les régles RI et LI, H;; désigne
une hypothése du constructeur C; de la famille inductive I. Dans la régle L/—, la formule
Vyi.Hi(p,yi)—B est la clause de définition du constructeur C; instancié par X, dans la-
quelle on remplace [J par la formule B. Dans les régles RV et LI, les variables x et y; sont
choisies de sorte qu’elles n’apparaissent pas libres dans les conclusions respectives de ces
régles.

Par exemple, si nous essayons d’appliquer les schémas de régles RI, LI et LI— au
connecteur inductif L, nous obtenons les régles suivantes :

. r-aG .
— L1 —— L1
(pas de régle R1) 1LEG I 1—-AFG

—

Comme les familles inductives ont une régle d’introduction par constructeur, il n’y a pas
de régle R1, ce qui était aussi le cas dans LJT. La régle L1 est la méme que dans LJT,
a part L1 — qui est en fait une instance de la régle d’affaiblissement (voir section 1.2.2),
qui est admissible dans G4i (voir [DN00]). Pour les autres connecteurs habituels (A, V, 3),
on obtient des régles identiques a celles de G4i.

Les régles pour Dec sont :

A 'FA—_1

——  RD ——  RD
['F Dec(A) e [' F Dec(A) o
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NNAFG TA—-1FG INA—-C,(A—-1)—»CFGE

T Dec(A) G Pee T Dec(A)mC G e

Pour Const, on obtient :

'V, P(x)—L
I' F Const, (P, f)
' P(t) TEVa.Plx)—f(x)=f(t)
I' F Consts (P, f)
[\Ver.P(x) =L EG T,P(y),Vsx.P(zx)—f(x) = fly) G
I, Consts o (P, f) F G
I, (Vsx.P(z)—L1)—A,Vy, Ply)—»(Vex.P(z)— f(z) = f(y)) A G
I, Const(P, f)—AF G LConst, y—

RConst, ¢,

RConst, .

LConst

Dans la régle LConst, ¢,  ne doit étre libre ni dans I', ni dans G, ni dans P ou f.

Si nous avons choisi de travailler sur un calcul mono-successeur plutot qu’avec un calcul
multi-successeurs, c’est parce qu'une version acceptable de la régle RI aurait alors un
nombre de prémisses égal au produit du nombre d’hypothéses de tous les constructeurs.
Prenons 'exemple simple du connecteur & qui signifie qu’il existe un objet satisfaisant
deux des trois prédicats passés en paramétres :

&(P,Q,R: s—x){ : Vo, Pr—Qr—, & : Vz,Qr— Rr—0, &3 : YV, Rv— Px—[}

Dans notre calcul LJTI cette famille a trois régles d’introduction :

Pt THQt I'Qu I't+ Ru I'Rv Tk Pu
IF&P.QR TH&PQR ~—  T-&PQR)

3

Si nous voulons mettre ces trois régles en une seule, nous aurons alors une régle multi-
successeurs a huit prémisses car il faut considérer toutes les combinaisons d’hypothéses
possibles.

' Pt,Qu,Rv,A T'FQt Qu, Rv,A T'F Pt,Ru, Rv,A T+ Qt, Ru, Rv,A
' Pt,Qu,Pv,A TFQt,Qu,Pv,A T'F Pt,Ru, Pv,A T F Qt, Ru, Pv, A A
'F&PQ,R),A

Nous pensons qu’il est préférable de s’en tenir au calcul mono-successeur, car 'incon-
vénient d’avoir a choisir une des branches dans une disjonction, est moins désagréable que
ce phénomeéne d’explosion combinatoire.
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3.3 Propriétés de LJT']

Nous allons maintenant établir les propriétés structurelles de LJT'I, notamment les
propriétés d’élimination des contractions et des coupures. La démarche que nous suivons
est similaire a celle de l'article [DNO0O|, avec globalement moins de sous-cas car LJTT
contient moins de régles que G4s.

Dans nos démonstrations, nous procéderons souvent en explicitant des commutations
de régles. Pour matérialiser I'utilisation des hypothéses de récurrence, nous marquerons les
étapes en question par une double barre, avec 'indication Ind ou le nom de la régle dont
nous prouvons 'admissibilité. Les régles dont 'admissibilité est déja prouvée seront parfois
dénotées par le numéro du lemme de la preuve d’admissibilité.

3.3.1 Lemmes d’inversion

Nous commencons par prouver que le calcul de séquents LJT'I est stable par substitu-
tion, propriété que 'on peut illustrer & I'aide de 'exemple suivant : prenons le séquent :

Homme(z) = Mortel(x)

« St z est un homme alors x est mortel. »

Le lemme de substitution nous garantit qu’il existe une dérivation d’un séquent plus
précis en utilisant la substitution {x/Socrate} :

Homme(Socrate) = Mortel(Socrate)
« 81 Socrate est un homme alors Socrate est mortel. »

Ce lemme est trés utile car il va nous permettre, en particulier, de renommer les variables
libres dans les prémisses des régles a condition de variable fraiche (RY et LI), ce afin d’éviter
des conflits avec de nouvelles variables introduites notamment par I'utilisation de la régle
d’affaiblissement.

LEMME 3.7 (SUBSTITUTION)
Pour toute substitution o, la régle suivante est fortement admissible dans LJTI.

-G

—  Subst,
(C'FG)o

Démonstration : Nous allons prouver par récurrence sur la hauteur de ’arbre de dérivation
de la prémisse que pour toute substitution o, la régle Subst, est fortement admissible.
— Pour les régles simples, on effectue les transformations suivantes :

A A
r.PrP™" = ToPotPo "



70 CHAPITRE 3. PREUVES INTUITIONNISTES

I'AFB
—— Subst,
I'AFB . To, Aot Bo
" R R—s
I'A—-B ot Ac—Bo
IP,BFG
Subst,
I'P,BFG — I'o, Po,Bo - Go
La— La—
I'P,P-BFG I'o, Po, Po—Bo F Go
INA,B—-C+B I ,CHG
——
I (A—B)—»CkFG
\
I'A,B—CFB crG
Subst, =——————— Subst,
l'o, Ao, Bo—Co  Bo l'o,CoF Go
L——

l'o,(Ac—Bo)—Co - Go

— Pour la régle RV, soit z une variable indépendante de o qui n’est pas libre dans I'.
Soit p = {z/x}. Comme x n’est pas libre dans I', on a I'p = T, et donc I'po = I'o.
De plus, on a Vz.(Apo) = (Vz.A)o. On effectue donc la transformation suivante :

'-A
= Subst,,
I'po = Apo
- A Lpo b= Vz.(Apo) v
——— RV =
'tV A Lo+ (Vz.A)o

L’application de la régle RV reste valide car z ne peut pas étre libre dans ['po par
construction.
— Pour la regle LV, soit z une variable indépendante de o qui n’est libre ni dans I' ni

dans G. Soit p = {z/x}.
I'WVe A A{t/z} - G
'V AFG
¥
I WVe A A{t/z} G
Lo, (Vz.A)o, (A{t/z})o - Go
Lo, Vz.(Apo), A_pa{ta/z} FGo
lo,Vz.(Apo) F Go
I'o, (Vaz.Z)a FGo

Subst,,

LY
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- LV—:
I'(Ve.A)=BFVz. A I''BFG
T, (Vz.A) =B+ G L=
Y
T, (Vz.A)— B F Va. A I,BFG
I'o,(Vz.A)o—Bo = (VYx.A)o Subste o, Bo - Go Subst
l'o, (Vx.A)o—Bo F Go Lv=
- RI; :
(I Hij(p, t)}; Subst.

{lo - (Hzi(p, ti))o};

{TFH,;(p.t;)}; . = {l'o b H; ;(po,tio)};
I't-1(p) ' T'o + I(po)

RI;

— LI : Pour tout i, on construit le renommage p; = {z;/yi}, ou les variables z; sont
indépendantes de o, deux a deux distinctes et n’apparaissent pas libres dans I', p ni
dans G.

{I Hi(p,yi) F G
I(p)FG
4
{I,Hi(p,y3) - G}
{Tpio, (Hi(p,y1))pio = Gpio}
{L'o, (Hi(P(;Zi» - Go}
Lo, I(po) - Go

— LI— : Pour tout ¢, soient z; des variables indépendantes de o, deux a deux distinctes,
et n’apparaissant libres ni dans I' ou p, ni dans G ou B.

Subst ,,

I {Vyi.Hi(p,yi) =B} F G

T,I(p)—BFG LI~
()
I, {Vy;.Hi(p,y;)—»B}; - G
Subst,

Lo, {Vyi.Hi(p,yi)—B}i)o - Go

o, {Vzi.H;(po,z;)—»Bo}, - G
l'o, I(po)—Bo - Go

LI—
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Ce qui clot la preuve par récurrence. [

On remarque que cette preuve est constructive et nous donne donc un algorithme
permettant de calculer la dérivation de (I' = G)o a partir de celle de I' - G.

L’étape suivante concerne la régle d’affaiblissement ( Weakening). Cette régle permet
de dire que I'ajout d’hypothéses supplémentaires ne peut rendre une propriété invalide :
elle permet donc de transformer une preuve de :

Homme(x) = Mortel(z)

« Si x est un homme, alors x est mortel. »

en une preuve de :
Homme(x), Plate(Terre) = Mortel(x)

« St x est un homme et si la terre est plate, alors x est mortel. »

THEOREME 3.8
La régle d’affaiblissement W ci-dessous est fortement admissible dans LJTI.
-G

rrra

Démonstration : Par récurrence sur la hauteur de I’arbre de dérivation :
— Pour les régles simples, on effectue les transformations suivantes :

rprpd = rrprp®
T AF B
—— W
T AF B _. TI,IAFB
——— R R
T+ A—B I.T'F A-B
I,P.BFG
I.P.BFG rrreora

—

—

L L
r.PP-BFG TP P—BFG

[ A B—CFB T.CFG
I'(A—-B)—-CFG
Y
I'NA,B—-CFB ICrG
T AB-CrB"Y TI.CrG
I'N(A—-B)—-CFG

L——

w

L——
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— Pour la régle RV, soit z une variable qui n’est libre ni dans I' ni dans I, Soit p =
{z/z}. Comme x n’est pas libre dans I', on a I'p = I". De plus, on a Vz.(Ap) = (Va.A).
On effectue donc la transformation suivante :

'=A
Subst,
Ipt Ap w
Cp, TVE Ap
THA Lo I Fa(Ap)
——— RV =
'FVz. A LIV EVe A

L’application de la régle RV reste valide car z ne peut pas étre libre dans I'p ni dans
IV par construction.
— Pour la régle LV :
[ Ve A, A{t/z} F G
I Vo A, A{t/z} G . LIVo A A{t/x} =G
Ve AFG LIV Ve AF G

- ILV—:
I'(Vx.A)=BFVz.A TI''BFG

T,(V2.A)—BF G
g

T, (Vz.A)— B Va.A I,BFG

IT. (s A)—BrvzA " T.0.BrG z;

I, (V2.A) =B+ G

LV—

- RIZ :
{I' H;;(p,ti)}; w
{rr Hijp.t)ly o = ALTE (b)) o
TF I(p) Z DI+ I(p) Z

— LI : Pour tout i, on construit le renommage p; = {z;/yi}, ou les variables z; sont
deux a deux distinctes et n’apparaissent pas libres dans I', p ni dans G.

{L,Hi(p,yi) F G
{Lpi, (Hi(p, yi))pi b Gpi}i
{Tpi, ', (Hi(p, yi))pi = Gpiti
{I Hi(p,yi) F G} = {, (Hi(p, z:)) - G}
Ip)FG T Ip) -G

Subst,,

LI
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- LI—:

[, {Vy;.Hi(p,y:)—B}i - G
T, 1(p)—BFG
Y
L {Vy;.Hi(p,y:)—B}i - G
0T {Vy: Hi(p,yi) =B} F G
I,T I(p)—BFG

I—

I—

Ce qui clot la preuve par récurrence. [

LEMME 3.9 (REGLES INVERSIBLES)
Les régles suivantes sont fortement admissibles (cf. 1.14) dans LJTI :

'+-A—B I (Vz.A)-»BF G
I AF B (3.1) [BFG (3.4)
I'P—BFG Ii(p) G
I .BFG (3.2) T, H(p,t) - G (3.5)
I, (C—D)—BF G T, I(p)—BF G
I,BFG (3.3) T, (Vyi.Hi(p,yi)—=B); - G (3.6)

Démonstration : Par récurrence sur la hauteur de la dérivation, en utilisant la régle Subst
pour renommer les variables et pour prouver la régle 3.5. Le détail de la preuve est donné
en annexe, dans la section A.1. [

3.3.2 Elimination des contractions

Pour commencer, nous démontrons que la régle d’axiome non restreinte est admissible
dans LJTI. Nous en déduisons ensuite que 1’on peut éliminer les contractions d’une preuve
LJTI. De cela nous concluons que la régle L— du calcul LJ est admissible dans LJT'I.
Afin d’effectuer nos démonstrations par récurrence sur les formules, nous définissons la
notion de poids d’une formule :
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DEFINITION 3.10 (POIDS D'UNE FORMULE)
Le poids d’une formule est défini par les équations suivantes :

poids(P) = 1, si P est atomique
poids(A—B) = 1 + poids(A) + poids(B)
pmds(Vm A) =1+ p01ds(A)
P)) =

Z poids(C

poids(C;(p)) = (2 X taille(y;)) Z 1 4 poids(H, ;(p))

J

si Ci(p) : Vyi.Hi(p,yi)—1(p)

poids(/

Il est a noter que le résultat ne dépend pas du choix des variables y;. L’expression taille(y;)
désigne le nombre de variables dans la liste y;.

Le poids ainsi défini est inférieur a celui utilisé par Roy Dyckhoff [DN00] dans le cas
de la disjonction V mais les démonstrations faites par Dyckhoff sont compatibles avec
notre poids. En revanche, il reste a établir que ce systéme d’équations définit bien une
fonction a valeurs entiéres, dont la propriété principale est que 'application des régles
concernant les formules inductives conduit au remplacement de celles-ci par des formules
de poids plus faible. Il s’agit 1a d’une difficulté nouvelle par rapport a la preuve de Dyckhoff
puisque les hypothéses des constructeurs d’inductifs usuels (A,V,3) sont des paramétres ou
des instances de leurs parameétres, et dans ce cas la définition du poids est purement
structurelle. En revanche dans le cas de nos inductifs, une sous-formule peut avoir une
taille arbitraire et réutiliser ses paramétres un nombre arbitraire de fois.

LEMME 3.11 (BONNE DEFINITION DE LA FONCTION POIDS)
Soit ¥ une signature bien formée, alors la fonction poids est bien définie (c¢’est-a-dire que
son calcul termine).

Démonstration : Nous allons montrer qu’il existe une relation bien fondée <y sur les
formules telle que :

A<y A-B (3.7)
B <y A—B (3.8)
A<y Vsx.A (3.9)
H;;(p,yi) <z I(p) (3.10)

A partir de la signature 3, on définit une signature également bien formée S telle que :

Y= {CS}SGS ) {P : *}P:(Sl,...,sn)—wéz U {] : Ind(pl : 7/:17 «e oy Pn ot ?YL>}[:Ind(plZT17...,anTn))EE
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—

Pour toute arité de paramétre, on définit (sq, ... ,sn)—>7 = 7,007 € SU {x}. Pour
chaque constructeur C; : Vy;; : s; Lo ik Sik, H;1— ... —H,;,,—0 de la famille I, on
a un constructeur C H, 1— . i.h,—0 dans la farmlle I.

On définit également la transformatlon F de la formule F par :

P(t, ... t) =P
A—B=A-B
VoA =YaA
Ipr. o) =15, )
)\xl/\m U=u
tA: si t est un terme de sorte s

On constate que S est bien formée si on la construit avec I'ordre de définition =<5 tel
que I; <g I si, et seulement si, I; <y I»; pour cela il suffit de constater qu’il n’y a plus
de variable libre apres effacement. Par construction, <g est alors bien fondé puisque <y
Iest.

On peut alors étendre <g en un nouvel ordre bien fondé 4% en ajoutant, pour toute
famille inductive I € i, les relations :
/
5
/
5
¢s <5 I pour tout s € S
13<'§fpourtoutﬁ:*€§

V, <

~y )

— =<

Nous définissons alors <g¢ comme 'extension par ordre multi-ensemble sur les chemins
(MPO) de I'ordre de précédence <5. Cet ordre est par construction bien fondé. On définit
alors la relation <y comme l'image inverse de <g par l'opérateur d’effacement ~, c’est-a
dire que F) <s Fj si, et seulement si, ]31 <5 132. La relation <y, est alors bien fondée

comme image inverse d’une relation bien fondée.
Il nous reste a montrer que la relation <y satisfait bien les conditions 3.7 a 3.10.

- (3.7), (3.8) et (3.9) : On a A < A—DB = A—B car A est un sous-terme strict de
A—B. On en déduit par définition que A <y, A—B. Les cas (3.8) et (3.9) sont traités
de maniére identique.

- (3.10) : On veut montrer que H; ;(p,yi) <s I(p), ¢’est-a-dire que HZ-,T(—pTyi) <s 1(p).
Pour cela, nous allons montrer par récurrence sur la forme des formules que toute
sous-formule (au sens large) F' de Hm-/(;yi) vérifie F' <g 1(p).

Soit F' une sous-formule de Hm/(_;yi) :
— Si F' est une formule atomique, alors il existe P e tel que ' = P <’i T donc

comme P n’a pas de sous-termes, on conclut que P <g I(p).
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~ ~

— Si F = A—DB, alors par hypothése de récurrence, A <g I(p) et B <¢ I(p). De
plus, — <’i I, donc A—B <4 I(p).
— Si F = V,z.A, alors par hypothése de récurrence, A < f(ﬁ) De plus, V, <% I,

-~

donc V,x.A <g¢ I(p).

-~

— Si F = J(q), deux cas se présentent :

1. Si J <5 f, alors examinons les paramétres q. Chaque paramétre est soit une
formule @, auquel cas par hypothése de récurrence on peut affirmer que ) <g

I(p), soit une constante cq <’§ I et alors ¢, <g I(p). On en conclut que
J(@ <5 1(p).

2. Sinon, j%i T et donc J As. I, donc par définition, J n’apparait pas dans le
contexte H; ;(_,y;), d’ou jn’apparait pas dans Hm/(_?yi). On en dé(Aiuit que
F' est une sous-formule de I'un des paramétres p; de I, donc F' <g I(p) par
sous-terme.

Ceci clot la preuve par récurrence.
On a bien montré que <y est une relation bien fondée satisfaisant les conditions 3.7 & 3.10,
ce qui permet d’affirmer que la fonction poids est bien définie. [

LEMME 3.12
Les séquents ayant la forme suivante sont dérivables dans LJTI :

1. ' A+ A (axiome généralisé)
2. T, A, A—»BF B (modus ponens)

Démonstration :

1. La preuve est faite par récurrence sur le poids de la formule A.
— Si A est atomique, alors, pour tout I', on a :

rAra?

- Si A= P—B, ou P est atomique, alors on construit :
Ind(B)
I'P,B-B
La—

r pP—-BFB
R—
I'P-~B+ P—B

Ind(B) désigne l'utilisation de I’hypothése de récurrence avec la formule B, de
poids strictement inférieur & P—B.
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- Si A= (C—D)—B, on construit :

Ind(C—D)
I'D—B,C—DFC—D Ind(B)
lemme 3.9 régle 3.1
ID—B,C—D,C+ D I'B,C—-DFB

L——

r(C-D)-B,C—-DFB
I (CoD)—BF (C—D)—B

- Si A =Vz.B, on construit :
Ind(B)
B+ B
IVx.B+ B
I''Vx.BF+Vx.B

LV
RY

Si A= (V2.0)—B :

Ind(Vz.C) Ind(B)
T, (Ve.C)—B,Yz.C Fve.C T,B,Yx.CF B
I, (Ve.C)—B,Yx.C - B
I, (Vz.C)—BF (V2.C)—B

LV—

R—

- Si A = I(p), alors pour tout constructeur C;, on peut trouver des variables dis-
tinctes y; libres dans I' et p. Pour toute hypothése logique, on a alors :

Ind(H;;(p,yi))
I, Hi(p,yi) - Hij(p,yi)
I'H;(p,y:) - I(p)
I I(p) - I(p)

= RI;
- LI

Si A = I(p)—B, on souhaite construire une dérivation se terminant comme 1’'in-
dique le schéma suivant :

C Dy,

L, {VYi-Hi(pa}’i)_;B}zﬁ Hy(p,zx) - B
I {VyiHi(p,yi)—B}i, I(p) - B
I'I(p)—B,I(p) - B
I, I(p)—BF I(p)—B

- LI

—

Ou les zyx sont des variables fraiches pour chaque k, rendant valide I'application
de la régle LI. Maintenant, il s’agit de construire la dérivation ®j correspondant
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a chaque constructeur C,. Pour k£ donné, soit v, le nombre de variables et hy le
nombre d’hypothéses du constructeur Cy. On pose :

I, =T {VyiHi(p,yi)—B}izk
Cbk(zk,l, cee Zk,l) = vyk,Hl <o Yk
Hk(p, Rk Rkl Ykl4+1 - - - yk,vk)—>B

Le séquent que I'on souhaite obtenir s’écrit maintenant :

F;m Hk(pa Zk)7 ¢k() - B

On construit alors la dérivation D, en utilisant v, fois la régle LV avec les dérivés
de la formule ¢() et les zy, puis hy fois la régle 3.1 du lemme 3.9, et enfin en
remarquant que ¢ (zx) = Hy(p, zx)— B, formule de poids inférieur & I(p)—B.

Ind(Hk(p, Zk>—>B)

F;m ¢k()7 gbk(zk,l)v ceey gbk(zk) - Hk(pv Zk)_)B
: régle 3.1 (hy, fois)
D, — I, Hi(p, 2x), ¢r(), Ok(28,1); - O(2) = B
b LV
F?m Hk(pa Zk)7 Qbk;(), Cbk;(zk;J) B
F;mHk(P,Zk),%() =B

Ce qui clot la preuve par récurrence.

LY

2. La preuve est immédiate en utilisant la dérivation suivante :

. 1. (ci-dessus)
I''A—BFA—B

. régle 3.1
I A ASBFB

OJ

Le lemme suivant prouve ’admissibilité de la régle d’élimination de 'implication utilisée
dans le calcul LJ.

LEMME 3.13
La régle suivante est admissible dans LJT'I :

'=D I''BFE
I''D—BFE

Démonstration : Nous procéderons par récurrence sur la hauteur de la dérivation de la
premiére prémisse I' = D, et par cas sur la régle ayant dérivé cette prémisse.
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— Si la derniére régle est Ax, alors D est une formule atomique et est présente dans I'.
Soit I'" tel que I' =TI, D ; on procéde & la transformation suivante :

— 4
I'D-D " TI'DB-E __ T DBFE
I',D,D—BFE I',D,D—BFE

La—

— Si la derniére régle est R—, alors D est de la forme D;— Dy. On effectue la transfor-
mation suivante :

I'Dy F Dy
——— R
T+ Dy—D, IBFE
F, (D1—>D2)—>B FE
4

' Dy = Dy
T, Dy—B, D, - Dy W IBFE
F, (D1—>D2)—>B HE

L——

— Si la derniére régle est La—, alors I' est de la forme IV, P, P—C avec P atomique.
I",P,C+FD
La—
I'P,P—-CHt+ D I'rP,P—-C,B+FE
I, P,P-C,D—-BFE
)
I'rP,P—-C,B+FE
: régle 3.2
I P,C+D I"PC,B-E
I"P,C,D—-B+F FE
L
I'.P,P—C,D—BF E *
— Si c’est L—— alors I'=I", (F—G)—H.
I'G—-H F+-G I"H+D
L——
I, (F-G)—HF D I"(F-G)—H,B+ E
I (F—-G)—H,D—-B+ E
\

Ind

—

', (F—G)—H,BF E
. régle 3.3
I'.G—H,F+G I H+ D I".H B-E
I GoHFD-BLG " I"H,D—BF E
I (F-G)—H,D—BFE

Ind

L——
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— RV:0naD=VxC.

TFC
Trvec ™ rBrE
T,(V2.0)—BF E
IS

'eC
I'Vz.C
I, (Vz.C)—B F Vz.C W I''BHE
T,(Ve.C)=BF E

RV

LV—

— LY : Prenons I tel que I' = 1", Vx.C.

IV,Ve.C,C{t/x} = D
I"Vx.C'+ D Lv I"Vx.C,B+ FE
' Vz.C.D—BF E
4
' Va.C.BF E
I Ve.C,C{t/x} - D @' Va.C,C{t/z},BFE

w

I',V¥2.C,C{t/x},D—BF E Ind
Ve C.DoBRE Y
— LV— : I' est de la forme [, (V2.G)—C.
I, (V2.G)—C FVY2.G T',C'+ D
I', (V2.G)—C D V="t wec)mo BrE
I, (Vz.G)—»C,D—-BFE
v I, (V2.G)—C, B E
: régle 3.4
I, (Ve.G)—C F Va.G rrc+-D I'.C,B+FE
I (92.G)=C. D=B I va.G " rcb—prE
LY—

I",(Vz.G)—»C,D—BF E

— Si la derniére régle est RI;, alors D = I(p). On a besoin de I’hypothése de récurrence
appliquée a la dérivation de chacun des séquents de la forme I' F H, ;(p, t;) pour
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{I'F Hi;(p,ti)};
T+ I(p) I BFE
D, I(p)—BFE
I
{TFH,;(p,t))}; [,BFE
F) Hi(p7 tl)—>B l_ E
I, Vyi Hi(p,yi)—B, ..., Hi(p,t;) =B+ E
. LY (v, fois)
F7VYi'Hi(p7Yi)—)B HE
Fa {VYka(p7 Yk)HB}k FE
I, ](p)—>B FE

i

Ind (hy, fois)
w

w

I—

— LI : T est de la forme [, I(p). Pour chaque constructeur Cy, on choisit des variables
distinctes z, n’apparaissant pas libres dans D,B,E,I" ni dans p.

{I", Hi(p,y:) F D}
', I(p) F D I, I(p),BF E
', 1(p),D—BF E
I
I Hi(p,y;) - D IV I(p),BF E
: Substis, /y,) : régle 3.5
I H;(p,z;) - D I Hi(p,z), BF E
I Hi(p,z;), DB+ E
I 1(p),D-BFFE

Ind

- LI

Le renommage des yy par les zy rend 'application de la régle LI valide. L utilisation
de 'hypothése de récurrence est correcte car la régle Subst est fortement admissible
et n’augmente donc pas la hauteur de I'arbre de dérivation de I, H;(p, z;) F D.
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— LI— : T est de la forme I, I(p)—C.
I {Vy:.Hi(p, y1)—C}i = D I
", I(p)—C F D I I(p)—C,BFE
" I(p)—C,D—-BFFE
Y

I I(p)—C,BFE
. régle 3.6
I AVyiHi(p,yi)—C}Li D 1" {Vyi.Hi(p,yi)>C}i, BF E
I {VyiHi(p,yi)—C}i, D=BF E
I, 1(p)—C,D—BFE

Ind

LI—
Ce qui clot la preuve par récurrence. O

LEMME 3.14
La régle suivante est admissible dans LJT'I.

I(C—-D)—»BrE
¢, D—-B,D—-BFFE

Démonstration : Par récurrence sur la hauteur de la dérivation et par cas sur la derniére
régle. Toutes les régles commutent avec cette nouvelle régle, sauf la régle L—— lorsque
(C—D)— B est principale. Dans ce cas, on effectue la transformation suivante :

I''BFE
F) C’ D—>B |_ D F, C’ D—>B7B |_ E W
I,C,D—B,D—BF E lemme 3.13

Théoréme d’élimination des contractions

Grace a 'admissibilité des régles des lemmes précédents, nous sommes en mesure de
prouver ’admissibilité de la contraction, étape importante vers I’élimination des coupures.

THEOREME 3.15 (ELIMINATION DES CONTRACTIONS)
La régle suivante est admissible dans LJT'I :

T AAFG

m Contr



84 CHAPITRE 3. PREUVES INTUITIONNISTES

Démonstration : Nous effectuons la preuve par récurrence sur le poids de A d’une part et
sur la hauteur de la dérivation de la prémisse d’autre part. Ensuite deux cas se présentent :

- si A n’est pas la formule principale de la derniére régle, alors on peut faire commuter
cette régle avec la contraction, que 1'on peut ensuite éliminer par récurrence de la
dérivation des prémisses puisque le poids de la formule A concernée reste le méme
alors que la hauteur de la dérivation décroit.

- Si A est la formule principale, alors on procéde différemment suivant la forme de A :
— Si A est une formule atomique P, alors la derniére régle est un axiome et G = P.

On effectue la transformation suivante :

Ax

I'P,PrP A
WCOHW _— m x

— Si A est de la forme P— B avec P atomique :

I,P,B,P—BFG

: régle 3.2
I,P,B,P—BF G I,P.B,BFG
TP P—B PoBFG rrpra P
L
T PPoBLrG o I,P,P-BFG
I',D—B, (C—>D)—>B, CHD T.B, (C—>D)—>B FG
L
T,(C—D)—B,(C—D)—BF G o
I, (C—D)—BF G Contr
I
I''D—B,(C—D)—B,CF D
lemme 3.14 F,B, (CHD)HB - G
I'D—B,C,D—B,D—B,C+D : régle 3.3
Ind(D—DB) : '
I,D—B,C,D—BF D I'B,BFG
Ind(D—B) ————— Ind(B)
I,D—B,CF D I,BFG
L——

I'(C—D)-»BFG
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- A=Vz.B:

I'Va.B,Vz.B, B{t/z} + G
[.Ve.B.V.BF G
I Ve BF G
U
I'\Ve.B,Vx.B, B{t/z} - G
I'Va.B,B{t/z} - G
I\Wx.BEG

Contr

Ind

- A= (Vz.C)—B:

T, (V2.0)—B, (Vo.C)—B FVe.C' T, B,(¥2.0)—BF G
I (Vze.C)—B, (V2.C)—»B + G
T,(V2.0)—BF G

Y

IN—

Contr

I''B,(Vz.C)—»BF G
: régle 3.4

T, (V2.0)—B, (Va.C)—B F Va.C I,B,BFG
Ind —=———— Ind(B)
I, (Ve.C)—»B FVz.C I''BFG

LY—

I, (Vz.C)-»BFG

[, I(p), Hi(p,y:) G
I I(p),I(p) F G
LIp)FG

\

F7 [(p)7 Hi(pa yl) =G
: régle 3.5
F? Hi(p7 Yi>7 Hi(p7 YI) = G
: Ind(Hi(p, y1))
I Hi(p,yi) -G
LIp)FG

- LI

Contr

- LI
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[, I(p)—C,{Vy;Hi(p,yi) ~C}L F G
I I(p)—C,I(p)—CHFG
I I(p)—CkFG
J
[, I(p)—C, {VYi-Hi(p7 yi)—Chi -G
: régle 3.6
I, {Vy:.Hi(p,yi:)—C}i, {Vyi. Hi(p,y;:) = C}i - G
. Ind(Vy; Hi(p, yi)—C)
L A{Vyi. Hi(p,yi)—=C}i F G
I I(p)—CHG

LI—
Contr

I—

Ce qui clot notre preuve par récurrence. [

LEMME 3.16
La régle suivante est admissible dans LJT'I :

I'A-BFA T,BFG
I, A->BF G

Démonstration : En utilisant les régles admissibles précédentes, on obtient :

I'BFG
INA—-B+FA T A—-B,BFG
I''A—B,A—-BF A
IA—-BFG

w

lemme 3.13

Contr

O

Ce résultat nous montre que le systéme LJT'I est complet par rapport au systéme LJ I
de la figure 3.8.

3.3.3 Elimination des coupures pour LJTI
THEOREME 3.17 (ADMISSIBILITE DE LA COUPURE)

La régle de coupure ci-dessous est admissible dans LJTI.

T-A T, AFE
IT'+FE

Cut
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rAFa®
I AF B I A-B+FA T,BFG
— R L—
' A—B I'N'A—=BFG
LEA o DVedAft/s}r G
'FVx A i 'V AFG
{I'F Hij(p,ti)}j=1.n, Rl {IHi(p,yi) F Gzt
I+ I(p) ’ I, I(p)FG

Fic. 3.8 — Le calcul LJI

Démonstration : La preuve est réalisée par récurrence d’une part sur le poids de A et
d’autre part sur la somme des hauteurs des dérivations des deux prémisses de la régle Cut.

Si la premiére prémisse est déduite par la régle d’axiome, alors I' est de la forme I, A.
On fait la transformation suivante :

I AFAY ArE " A E
"1 AFE Cut = i are W
Si la seconde prémisse est déduite par la régle d’axiome, alors E € IV, A et deux cas sont
possibles :
SiA=F": Az
'-FE I ERE '-FE
rree ‘W T e
Sinon, I est de la forme I', E :
kA TV EAFE T
rvere Y = rrEre

Sinon, aucune prémisse n’est déduite par un axiome.

Si A n’est pas la formule principale de la derniére étape de la premiére prémisse I' - A,
alors nous raisonnons par cas sur cette derniére étape.

- La—

I P.BF A
" PPoBEAMT AR
I P.P—BT'FE
|3
" PBFA I',AFE
I P.BI'FE
" PP—BITFE

Cut

Ind

La—
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- L——
" (C—D)—B,C+D I".BF A
L——
" (C—D)—BF A I AF E
" (C—D)—B,I'F E Cut
U
" (C—D)—B,C+ D I"BFA TI"AFFE
W Ind
" (C—D)—B,C,I"F D I".BT' FE nd
L——
" (C—D)—B,I'F E
- LV
I Vo.D,D{t/z}+ A
L
I VeDF A VAR E
" Vo.D,I' - E Cut
U
I Ve.D, D{t/x}F A T/ A FE
!
0 VoD, D{t/z},T' - B M
I Vz.D,T' F E
- LV—
" (Vo.D)—C - Va.D T".C'+ A
7 L\v/—> /
I (Ve.D)—CFEF A I"AFE
" (Va.D)—C,I" - E Cut
I
I, (Vx.D)—C + Yx.D I"crA I"AFE
!
M (V2.D)—C.T' Fvz.D rorrp
LY—

", (V2.D)—C,I' F E

— LI : Pour chaque constructeur C;, on choisit des variables distinctes z; non libres
dans I p,I",E.

F//7Hi(p7Yi) - A .
LI

I I(p)F A " AFE
Cut
" I(p),I' F E Y
I
I H;(p,y;) F A
(P Subst(z,/y;)
F”, Hi(p, Zi) HA F/, AFFE
Ind

F//a Hi(p7 Zi)7 F/ -E
I I(p), ' F E

— LI
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- LI—
I {VyiHi(p, yi)—=C}i - A
I I(p)—C+ A L= parp
M I(p)—C,I"+ E
U
" {vy;Hi(p,yi)-Ch+FA T"AFE
I {Vyi.Hi(p,yi)—C};, I" - E
I I(p)—C.I' - E

Cut

Ind

I—

Si A est la formule principale de la prémisse gauche, mais pas celle de la prémisse droite,
on raisonne alors par cas sur la derniére régle concluant sur cette prémisse :

- R—:
" A,BFC I'FA I A BFC
= 5 5 - Ind
TFA T, A+ B=C — I.I",BFC
T oo v T Boc 7

— La— : Comme la prémisse gauche n’est pas un axiome, A, sa formule principale, ne
peut pas étre atomique, ce qui fait que A # P. I est donc de la forme IV, P, P—C.

I A P.CFE
La—
I'FA IV, AP P—CFE
Clut
.1 P,P—C+E “
I
I'FA I",APCFE
I,I".P.C+E
La
[.I".P,P—CF E

Ind

—

— L—— : I" est de la forme I, (C—D)—B.

[ A (C—D)—B,C+D TI" ABFE

L
THA I, A, (C—D)—BF E T
[,I",(C—D)—BF E Cut
U

I'FA I A (C—D)—B,C+D T'FA T" A BFE
- Ind - Ind
I.I",(C—D)—B,C D I.,I[".BFE
L——

L1 (C—D)—-BFE
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— RV : On choisit z non libre dans I', I et B.

" A+ B
I"A- B Subst{z/x}
- RY 'FA I AF B{z/x}
THA [, AF Va.B . e Ind
FFven Y ’ {2/}

T, T+ Vz.B

- LV :
I AVx.B,B{t/z} - E

T-A " AVe.BFE
I.I"Ve.BFE
U
T+ A I AVeB B{t/z} - E
I Ve.B,B{t/z} - E
I vVx.BFFE

LV

Cut

Ind

— LV—:

" A (Ve.D)—CtrVx.D T" A CHE
T A " A, (V&.D)—>C F E
0,1, (Vo.D)—C F E
N2
THA T A (V&.D)—C F Va.D I'FA I ACHE
Ind Ind
0,1, (Vo.D)—C + Yz.D I I".CFE
LVY—

L1, (voe.D)—-CFE

LV—

Cut

- RI; :
I, A+ H; (p,ts)
'-A ["AF I(p)
[,V I(p)
I

I'FA TI" A+ H,;(p,t;)

I F H(p, th)

I AF I(p)

~ RI,

Cut

Ind

= RI,

— LI : On choisit pour chaque constructeur C; des variables distinctes z; non libres dans
p, [, I" et E.
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I‘W’ A7 Hi(p7 yl) FE

kA I A I(p)F E L1
T, I(p) F E Cut
()
I A, Hi(p,yi) FE
Subst z/y:}
I'FA I AH(p,z)FE
T Mot B CW '
LT, I(p) - E L1
— LI—:
]‘_wv A7 {VYi~Hi(pa yi)_>C}i FHE
LiI—
I'-A " A I(p)—C+ E
Cut
DI, I(p)—CF E
()
' A F”, A, {\V/ylI‘Il(p,yl)—>C'}z FE
LI {Vyi Hi(p,yi)—=C}i F E Cut
LI—

I,1” I(p)—CFE

Traitons maintenant le cas ot A est la formule principale dans les deux prémisses. Nous
procédons par cas sur la forme de A (A n’est pas atomique par hypothése).

— A= P—B, P atomique :

IPFB I"P.B+E
7R_>

'+ P—B I',P,P—BFE
I'T'PFE
N2

I'P+-B T',P.B+FE

I'T'P,P+E
I,I',P-E

La—

Cut

Ind(B)
Contr
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- A=(C—-D)—-B

I, C—DF B

I"D—B,C+D T'.B-E

T (C—D)—B I',(C—D)—B+ E

L——

axiome généralisé

D,CFD

R—

I I'FE Cut

U

DFC—D I,C—DFB

I''DFB
I'D—B

Ind(C—D)

R
~ I"D-B,CFD

Ind(D—B)
TT'.CFD

rrrcap ™ rooprB
) ) Ind(C—D)

- A=Vz.B

r
I'=

Va.B r ["Vx.BF FE

I,T,T"+ B I"BFE

T, T'+E
: Contr
I T'FE

Ind(B)

- B I,Ve.B,B{t/z} - E

LY

I'=B
I'F B{t/x}

Subs

I I+ E Cut

¥
I'+B

I'-Ve.B f I".Vo.B,B{t/z} - E
b/} Ind'

[ 1", Va.B,B{t/z} - E
Ind(B{t
TTTFE nd(B{t/x})
Contr
T+ E
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- A= (Vo.D)—B
I'\Vz.D+ B I',(Vz.D)—B FVz.D T'.,BFE
I+ (Vz.D)—B * I',(Vz.D)—B - E
I,I'FE
4

LY—

Cut

I,Vz.D+ B
R—
' (Vx.D)—B I',(Va.D)=B +Vz.D r. v
I.T.I'F B "B+ E
I.I.0'TFE
I T'FE

Ind(B)

Contr

Ik Hi,j(pa tl) P Ce F/, Hi(p7 yl) HE
I'+1(p) I I(p) - E
IN’I"FE
|3
I, Hiy(p,y;) H E
(. ¥3) Substy, /y,
I'FHijp,ti) ... D' Hi(p,t;)FE
Ind(H;(p, t;))
I .T.I'FE

rLI'"eE

Cut

Contr

- A=1(p)—B
[, I(p)FB I {Vyi.Hi(p, yi) = B}i - E
T I(p)—B ', I(p)—BF E
I,I'FE
2

LI—

Cut

II(p)F B
I, Hi(p,yi) - B
I'+Hi(p,yi)—B
['+Vyi.Hi(p,yi)—B

régle 3.5

plusieurs R—

lusieurs RY
P u§1'e'urs IV, {Vyi Hi(p,yi)—B}; F £
r..T0.I'+E Ind({Vy; Hi(p,y:)—B}:)
Contr
I'T'FE
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Ce qui clot notre preuve par récurrence. [

L’admissibilité de la régle des coupures nous permet d’énoncer le théoréme suivant.

THEOREME 3.18 (ELIMINATION DES COUPURES)
Tout séquent dérivable dans le systeme LJTI + Cut 'est également dans LJT1.

Démonstration : D’aprés le théoréme 3.17, on peut éliminer toutes les instances de Cut
de la dérivation, en commencant par les plus hautes dans ’arbre de dérivation. [

3.4 Du calcul LJTT a la tactique firstorder

Nous donnons d’abord des indications sur les stratégies de recherche de preuves dans
le calcul LJTI mises en ceuvre, puis nous expliquons comment nous tirons de ces preuves
des termes de preuve acceptables pour Coq.

3.4.1 Recherche de dérivations dans LJT'1

La recherche de dérivation se fait par application des régles du bas vers le haut, simpli-
fiant ainsi le but jusqu’a pouvoir appliquer une régle sans prémisse. L’espace de recherche a
explorer est trés important méme si 'on fixe une borne de profondeur, car plusieurs régles
peuvent s’appliquer a un but donné : aussi faut-il tout mettre en ceuvre pour réduire cet
espace de recherche.

Stratégies simples

Comme nous le faisions remarquer dans le chapitre 1, 'inversibilité de certaines régles
de LJTI nous permet de les appliquer dés que possible puisque s’il existe une dérivation,
il en existe une finissant par toute régle inversible applicable. Les régles LV— et L——
sont partiellement inversibles par rapport a leur seconde prémisse, nous essayons donc en
premier lieu de résoudre la prémisse de gauche, et, en cas de succés, il n’y a pas besoin de
remettre en cause la décision d’appliquer cette régle.

De plus, il est possible de se départir de la condition d’atomicité présente dans les régles
Ax et La— : les versions généralisées de ces régles sont admissibles dans LJT' I comme en
témoignent, pour la régle Az, le lemme 3.12, régle 1 et pour La— , la dérivation suivante :

lemme 3.12, regle 2
I AA-BFB T.,ABFG
[ AASBT,AFG
. plusieurs Contr

I A A-BF G

Cut

Cette derniére régle est inversible comme le montre le schéma suivant :
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lemme 3.12, régle 1
B,A+B
- @ R_>
B+ A—B A, A—-BF G
A, BFG

Cut

Ces deux régles permettent de raccourcir une dérivation éventuelle en évitant de dé-
structurer complétement deux occurrences de la formule A jusqu’a obtenir ses atomes. Il
faut donc appliquer ces régles prioritairement & toute régle pour les inductifs.

Pour affiner la stratégie employée, il faut également classer les familles inductives selon
leur forme. Le premier critére distingue les familles inductives propositionnelles, dont les
constructeurs sont définis par des clauses sans quantification prénexe, des autres, que I'on
appelle familles du premier ordre.

Ensuite, on peut séparer les familles propositionnelles en trois catégories, selon leur
nombre de constructeurs :

— Les familles sans constructeurs sont appelées absurdités (notamment L).

— Les familles & un constructeur sont appelées conjonctions (A, T, etc.).

— Les familles ayant deux contructeurs et plus sont des disjonctions (V, Dec, etc.).
On peut enfin distinguer les familles triviales, qui possédent un constructeur défini par la
clause L.

GGrace a ces séparations, nous pouvons donner des priorités aux régles applicables a un
séquent donné, de la plus prioritaire a la moins prioritaire :

— régles terminales : Ax, LI quand I est absurde, et RI; lorsque la famille I a un

constructeur Cy, : [.

— régles inversibles, avec en priorité celles engendrant le moins de sous-buts : LI, R—,

RY, La— généralisée, RI pour I conjonction ...

— régles non-inversibles sans instanciation : L——, LY— (avec borne), RI pour I pro-

positionnel

— régles avec instanciation : LV et RI

Heuristiques pour l’instanciation

Le théoréme d’élimination des coupures nous donne une propriété de cloture pour les
preuves dans le systéme LJT'I en affirmant qu’il n’y a pas besoin de faire un détour par
une formule étrangére au probléme pour résoudre celui-ci. Nous pouvons aller plus loin en
définissant la notion de sous-formule atomique.

Dans LJTI, il n'y a malheureusement pas de propriété structurelle de sous-formule
comme dans L.J puisque la régle L—— a dans sa premiére prémisse une formule D— B qui
n’est pas une sous-formule, au sens strict, de la formule (C— D)— B de sa conclusion. Pour
pallier cet inconvénient, nous allons parler, non plus de sous-formules au sens strict, mais
de sous-formules atomiques, similaires a celles que I'on trouve notamment dans [KO99].
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SFH(A) =+A SF (A) = —A (A atomic)
SFH(A—B) = SF~(A) USF*+(B) 5 F(A=B) = SF'(A) USF(B)
SF*(Vx.P) = SF"(P) F~(Va.P) = SF (P{X/x})
SFH(I(p) = U;; SF(Hi;(p, Yix)) 555 (I(p) = U;; SF (Hi;(p,¥ix))

(o X and Y;x sont des méta-variables fraiches)

SFIHG) =8SFHG) U )SF (H

Hel

F1G. 3.9 — Sous-formules atomiques pour les formules avec inductifs

DEFINITION 3.19 (ATOMES SIGNES)
Soit un nouvel ensemble de variables M que I’on nomme méta-variables, on appelle contexte
atomique une formule atomique formée a l'aide des termes et variables habituels et des
méta-variables.

On appelle instance d’un contexte atomique A I'application Ao d’une substitution o
au contexte A, et ce a condition que Dom(c) C M.

De plus, on définit un atome signé comme étant un contexte atomique précédé du signe
+ ou —. La relation d’instance est étendue aux atomes signés avec en outre la condition
de conservation du signe.

La fonction SF décrite par la figure 3.9 permet d’extraire d’un séquent ’ensemble de
ses atomes signés. A 'aide de cette fonction, nous pouvons énoncer une propriété affaiblie
de sous-formule pour LJTI.

THEOREME 3.20 (PROPRIETE DE LA SOUS-FORMULE)

Soit un arbre de dérivation dans le calcul LJTI, de conclusion I'y = Go. Tout séquent
I' - G qui apparait dans Iarbre de dérivation est tel que tout atome signé de SF(I' - G)
est une instance d’un atome signé de SF(I'y F Gy) pour un ensemble de méta-variables
bien choisies.

Démonstration : Pour chaque régle de LJT'I, on vérifie que les atomes signés des prémisses
sont des instances d’atomes signés de la conclusion.

Ensuite, on procéde par récurrence en remarquant que la relation d’instance est tran-
sitive. O

Si l'on regarde les régles Az et La— du calcul en termes d’atomes signés, cela donne :

| I -PCFG
I,-PF+P " T,-P(+P)=CFG

Az

Cela implique que pour chacune des occurrences de ces régles il y a, dans la conclusion
de I’arbre de dérivation, une paire d’atomes (+P;, —P) de signe opposé tels que P =
Pyoy = Pyo5. De plus par définition, on peut mettre o; et oy sous la forme respective oy
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et poTy, ol p renomme les méta-variables de P, vers des méta-variables distinctes de celles
apparaissant dans Pj, et ou o est 'unificateur le plus général de P, et Pp. Cela nous
montre que ’on peut restreindre les termes utilisés dans les régles LV et RI; a des termes
obtenus par unification d’atomes de signe opposé.

De la dérivation LJTI au terme de preuve Coq

Un fois que I'on a trouvé une dérivation dans le calcul LJT'I pour un séquent I' - G,
il faut étre en mesure de construire a partir de cette dérivation un terme de preuve. Pour
cela, nous établissons un ensemble de régles dérivées des régles de typage du Calcul des
Constructions Inductives, qui donnent pour chaque régle la facon de construire le terme de
preuve pour la conclusion en fonction des termes de preuve des prémisses. L’ensemble de
ces régles est donné a la figure 3.10.

Dans les régles RI; et LV, il est nécessaire que les termes employés soient bien typés,
ce qui ajoute une contrainte supplémentaire par rapport a la logique du premier ordre.
Cela peut s’avérer génant si I’on considére le terme de preuve de 'exemple qui suit : on
s’apercoit que le calcul de séquents a provoqué l'apparition d’une variable libre dans le
terme de preuve.

A A
V,z.Pz, Py - Py Lx fiNaPr,h:PyrFh:Py "
Vsx.Px = Py L: f:Vsx.Prtlet h= fyin h: Py e
Ver.Pr b+ d,o.Px f:Vsx.Prt ex_intro® Py (let h= fy in h): 3,2.Px

Dans le cadre du systéme Coq, ce probléme est résolu par la transformation de ce terme
en un autre but, c’est-a-dire que ’on demande & 'utilisateur de nous fournir un objet de la
sorte s, ce qui est en général beaucoup plus simple que de résoudre un probléme de logique
du premier ordre.

3.4.2 La tactique firstorder

La tactique firstorder implante la procédure décrite ici et est distribuée dans le
systéme Coq (version 8.0). Dans I'annexe C.1, nous effectuons une comparaison entre les
tactiques firstorder (version 2) et Jprover, sur un ordinateur équipé de 512 mégaoctets
de mémoire vive et d'un processeur Intel Pentium III cadencé a 1133 MHz, avec une durée
maximale de 5 minutes par test.

Cette comparaison utilise ILTP [ROKO05]|, une bibliothéque de problémes congus pour
tester les prouveurs en logique intuitionniste, et une bonne partie d’entre eux sont purement
propositionnels. Nous avons détecté le succes de la recherche de preuve et mesuré le temps
total de compilation de chaque probléme, ainsi que le temps necéssaire au noyau pour
vérifier cette preuve en cas de succés. Dans certains cas, Jprover échoue pour donner une

3ex_intro est I’unique constructeur de la famille 3
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A
I'z:PFHx: P o

ez:AFu:B lNe:Py:BFu:G
Fl—)\x:A.u:A—>BR—> le:P f:P->BFlety=frinu:G
Ne:A f:B—-Ckru:B Ty:Ckov:G

La—

L——
let g(z: A) =
IVh:(A-B)—CH let f(z:B)=h(\A':Az)inuin : G
lety=hginw
Cz:sku: A L f:Ve A h: A{z/ttFu: G
lﬂl—)\x:s.uzvsx.ARv I'f: Ve AFlet h= ftinu: G

If:(Ve.A)»BFu:Ve. A T,y:BkFov:G
If:(Ve.A) =Bt lety=fuinv:G
{I'yi.8 : Hi(p,yi) Fui: Glicin

LvV—

(match z with
TF o Hiy(e,t)djman | Ciyig1 = w
F'FCiptiu : I(p) ' Lyz:I(p) : -G
| CrnYn8n = Uy
\end
[ {gi : Vyi Hi(p,yi) = Blicin b u: G
LI—
let g1 = Ay1.Ahy : Hi(p,y1).f (Ciy1 hy) in
L, f:I(p)—B*t+ : -G

let g, = Ayn- Ay Hy(p,yn).f (Chynhy) in u

Fi1G. 3.10 — Construction des termes de preuve pour LJT'I
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I.CFG
it = T a=h—cra ="
I, s=t + P[t], I I',s=t + P[s], I
[,s=tPls, ' T,s=tFP[t], ~*
I, s=t, P[t],—C+ G I I',s=t, P[s],—C+ G I

T,s=t,Pls],~CFG % T,s=t,Plt],~CrG 2

Ou P est une formule atomique ou une égalité.

FiG. 3.11 — Régles supplémentaires pour I'égalité

preuve car il construit un terme de preuve contenant une variable libre (par exemple pour
prouver Va.P x - 3x.P x). Firstorder résout le probléme en laissant cette variable comme
un sous-but a prouver par 'utilisateur.

L’analyse des résultats permet d’affirmer que la tactique Firstorder est plus perfor-
mante pour les problémes de nature plus propositionnelle mais souffre d’une stratégie trop
naive d’instanciation de quantificateurs, tandis que Jprover a un comportement inverse :
par conception, il peut avoir besoin d’augmenter arbitrairement la multiplicité pour ré-
soudre une tautologie propositionnelle ; en revanche, il déstructure tout le probléme avant
de procéder a l'instanciation et peut ainsi trouver plus rapidement les bonnes instances
(ou plutot éliminer plus rapidement les mauvaises).

3.5 Ajout de I’égalité

On souhaite ajouter a LJTI une égalité primitive permettant la réécriture dans les
hypothéses et la conclusion. Pour cela, nous ajoutons & notre langage de formules celles
constituées de I'égalité entre deux termes de méme sorte. Cela va permettre d’utiliser les
égalités également dans les familles inductives.

Comme nous souhaitons conserver un calcul sans contraction, nous allons devoir, comme
I’a fait Dyckhoff pour LJT, restreindre le champ d’application de nos régles de réécriture
avant de prouver que les régles plus générales sont admissibles dans notre calcul. Nous
étendons donc LJT'I avec les régles données a la figure 3.11. Le systéme ainsi obtenu est
appelé LJTI_.

Comme pour LJT'I, nous montrons que le calcul LJTI_ est stable par substitution.

LEMME 3.21 (SUBSTITUTION)
La régle Subst est fortement admissible dans LJT'I_.

Démonstration : On ajoute & la preuve pour LJT'I les cas suivants :
- R=":

— R= R
' t=t = Tot to=to
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rCrHG
reee Fa,Cal—GaIndL
I (t=t)—-CFG - = Lo, (to=to)—Co - Go __>
- L=,
I',s=t - P[t],
Ind
I, s=t+ P[t], I l'o, so=to - Po[to], Ln_
[,s=tF P[s], — Lo, so=to - Po[so],
=
—2
I, s=t, P[t],—»C+ G
Ind
I, s=t, Pt],—CFG l'o, so=to, Polto],—Co - Go "
L=z — L=

I', s=t, P[s|,—C + G l'o, so=to, Po|so],—Co - Go

car (P[s],)o0 = Po|so], et (P[t],)o = Po[to],.

— L= etL=_: On procéde de facon similaire & L= et L= .
—1 —2 —1 —2

O

A Tl'aide de ce lemme, on peut prouver que les régles de réécriture non restreintes sont
admissibles dans LJTI_. Pour effectuer cette démonstration, nous réutilisons la fonction
de poids définie en 3.10 en considérant les égalités comme des formules atomiques (de poids

1).

LEMME 3.22 (REECRITURE GENERALISEE)
Les régles de réécriture suivantes sont admissibles dans LJT1_.

I',s=t - G[t], [_= I, s=t - G[s], [

[,s=t-Gls|, ' T,s=tFG[t], ~*

*

I's=t,Clt], - G [_= I's=t,C[s], F G I
[,s=t,C[s],FG —2* TI,s=t,Ctl,FG —*
Dans les régles L=, il est bien entendu que s ou t ne peuvent contenir des variables

liées au-dessus de la position p de C' ou GG. En outre, C' ne peut pas étre la formule s=t
elle-méme.

Démonstration : Pour alléger les notations, nous noterons C’ la formule C' réécrite par
légalité s =t et p’ la liste de paramétres pq, ..., p, dans laquelle p; a été réécrit par s = t.
La démonstration se fait par récurrence sur le poids de la formule réécrite d’'une part,
et sur la hauteur de la dérivation d’autre part.
Si la formule réécrite n’est pas principale, on raisonne par cas sur la derniére régle de
la prémisse :
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— Ax : (seulement L=3)

[ s=t,C', P+ P Zm* P
[.s=t.C,PFP 2 ~ 7 TD,s=t,C,PFP""
— R— : (seulement L=})
I, s=t,C'",A+ B I's=t,C', A+ B
!
T st O'FAB 07 _. T,s=t,C,AF B Ind
L=} R—
Is=t,C+ A—B I's=t,C+A—B
- La— :
1. Pour L=7 :
T, s=t,P,AF G s=t, ARG
L
Ts=t,P,P—AFG 7 _  T,s=t,PAFG Ind
T,s=t,P,P—AFG | [ st PPoALG L%
2. Pour L=5 :
SiC =P
T,s=t,P',AFG
Ind(P)
Is=t,P,AFG Is=t,PAFG
La— La—
,s=t,P,\P—ArG " _. T,s=t,P,P-ArG
T,s=t,P,P'—AFG ° T,s=t,P,PP—AFG
Sinon :
Is=t,C'" P, A+ G I Is=t,C",P,AFG ,
T, s=t,C' P,P—AF G L“:’ _.  T[,s=t,C,PAFG Ind
T.s—t C,P,P—AF G 2 [ s—t.C.P.PoAF G °
- L——:
1. Pour L=7 :

T, s=t,D,B—C,A+ B T,s=t,D,CF G’

T s=t,D,(A=B)—C+FG L==
T,s=t,D, (A=B)—=CFG !
N8
Is=t,D,C+G
Ind

T,s=t,D,B—C,A+B T,s=t,D,C+ G

L——

['s=t,D,(A—B)—CkF G

—
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2. Pour L=5 :

Is=t,D',B—C,A+B I s=t,D',C+G
L——
Is=t,D', (A-B)—CFG .
[',s=t,D,(A—B)—CkF G 2
2
Is=t,D,B~C,AFB  T.s=t.D,CFG
rstpBocArs ™ Tporag ™

T,s=t,D,(A>B)—>CF G L==

— RV : (seulement L=j}) L’ensemble des variables libres du séquent n’est pas modifié
par la réécriture.

Is=t,C'+ A Is=t, 0"+ A
_— !
T st O'FvoA Y . TDs=t,CkA Ind
L=; RY
I's=t,C+FVx.A I's=t,C+FVx.A
— LV:
1. Pour L=7 :
I, s=t,Vz. A, A{u/a} - G o I, s=t,Vo. A, A{u/z} = G /
I, s=t,Ve. A+ G I . Ds=t,Vo. A Au/z} G ind
I s=t,Vx. AFG ! I s=t,Ve. A G v
2. Pour L=;:
T, s=t,C",Vo.A, A{u/z} F G . [, s=t,C" Vo . A, A{u/z} - G ,
Ls=t.0'\VeAFG v . T st.CveArGg 1nd
T, s=t,O\Vz.AFG ~ ° T, s=t,C,V2.AF G Ly
- LV—:
1. Pour L=7 :
I s=t, (V. A)»BFVz.A TI'|s=t,B+ G
LNY—
I,s=t,(Vo.A)=B+-G |
T, s=t,(Voe.A) =B+ G = '
3
I's=t,BF G
Ind

T, s=t, (Vo.A) =B FVe.A T,s=t,BF G
I, s=t, (V2. A)—»BF G

LV—
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2. Pour L=5 :

[, s=t,C" (Ve.A)—»B+FVx.A T,s=t,C',BF G
[, s=t,C",(Vz.A)=B+-G |
I s=t,C,(Vx.A)—»B+ G 2
U
" s=t,(Vx.A) =B V. A IC',s=t,B-G
T Cooet (ved)Brved ™ Teosmpra ™
T,C,s=t, (Va.A)—BF G L=

LV

— RI; : (seulement L=3})

F, S:t, C'+ Hz i ,ti .
J(Psti) RI,

[ s=t,C"+ I(p)
,s=t,CFI(p) °

I
I's=t,C' - H; ;(p, t;)
I's=t,C'+ H,;,;(p,ti)
I s=t,C+ I(p)

Ind

- RI,

- LI
1. Pour L=7 :
I, s=t,H;(p,yi) F G’
[,s=t, I(p) F G .
Ts=t,I(p)F G '
3

I, s=t,H;(p,y:) F G’

[, s=t,H;(p,yi) F G

Is=t,I(p) G

- LI

Ind

- LI
2. Pour L=} :
[, s=t,C" Hi(p,yi) F G
Is=t,C" I(p) F G
T,s=t,C. I(p) -G 2
Y
I, s=t,C" Hi(p,yi) - G
I, s=t,C,Hi(p,yi) - G
Is=t,C,I(p) F G

LI

Ind
- LI
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- LI—:
1. Pour L=7 :
[, s=t,{Vy;.Hi(p,yi)—~B}i - G’
T,s=t, [(p)—BFG =
T,s=t,I(p)—B+G
U
I, s=t, {Vyi.Hi(p,y;) =B} - G
[, s=t, {Vy;.Hi(p,yi)—B}i - G fnd
I st I(p)—BF G =
2. Pour L=5:
I, s=t, C'{Vy;.Hi(p,yi)—=B}: F G
Ls=t.C\Ip)=BFG L=
-2

,s=t,C,I(p)—BFG
3
[, s=t,C" {Vyi. Hi(p,y:) =B} F G
T, s=t,C, {Vy;.Hi(p,y;)— B} - G
I's=t,C,I(p)—»B+ G

Ind

I—

Si la formule réécrite est principale :
— Az : Pour L=7, la régle est déja une instance de L=;. Pour L=} :

A 4
D=t PEP Y Ts=t,PEP

Iys=t,P+ P

— I—
2 T,s=t,PFP ~ °

*

— R— : Deux cas sont a traiter, I'un ou I’hypothése de récurrence utilisée est L=7] et
lautre ot celle utilisée est L=;. Cela nous montre qu’il est impératif de démontrer
simultanément ['admissibilité des deux régles.

1. Si la réécriture a lieu dans A :

I's=t, A+ B I,s=t, A+ B A
Do—tr 4B 7 = T.garp )

L=} R—
T s—th A-B T s—th A>B

2. Si la réécriture a lieu dans B :

Is=t,A- B’ I's=t,AF- B’
I's=t+ A—-B’ = = I',s=t,AFB Ind(B)

*

L=} R—
I's=t+- A—B I's=t+- A—B
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— La— : Si la réécriture a lieu dans P alors notre instance de L=} est une instance de
L=, ; sinon la réécriture a lieu dans B :

T,s=t,P,B'+ G T, s=t,P,B'F G
[ st PP—B Gl [nd(B)

. I.s=t,PBFG
=5 La
I,s=t,P,P—-B+G ° T, s=t,P,P—BFG

—

B SN
1. Si la réécriture se fait dans A :
I's=t,A,B—-CFB I,s=t,C'"+G
I'ys=t,(AA—=B)—-CFG
I s=t,(A—-B)—CF G
\

L——

*

2

T, s=t A", B=C+ B
Ind(A)
T.s—t, A, B—CF B I s=t,CF G
I, s=t,(A—-B)—CFG

L——

2. Si la réécriture se fait dans B :
Is=t,A,B—-CFB T,s=t,C+FG
I's=t,(A—=B")—CFG

I s=t,(A—B)—CFG

L——

*

2

J
Is=t, A, B—C+ B
Ind(B—C)
I's=t,A,B—>C+F B’
Ind(B)
I's=t, A, B—C+ B [s=t,C+HG
L——
I, s=t,(A—-B)—CFG
3. Si la réécriture se fait dans C' :
Is=t, A, B—-C'-B T,s=t,C'"+G
L——
I'ys=t,(A—B)—C'"F G .
I,s=t,(A>B)—»C+G ~°*
Y
I',s=t,A, B—C'+ B Is=t,C'"+G
Ind(B—(C) Ind(C)
Is=t,A,B—CFB Is=t,C+G
L——

['s=t,(A—B)—C+ G
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- Lil : Nous traitons ici le cas Li; lorsque la réécriture se produit a la position p

dans le membre gauche u de I’égalité ; les autres cas se traitent de fagon analogue :
I, s=t, ult],=v = P[v]y
I, s=t, ult],=v = Plu[t],]y
L, s=t, u[s],=v = Plu[t],], -2
4
I, s=t, u[t],=v - Plvly
I, s=t, u[s],=v = P[v]y
I', s=t, uls],=v - Pluls]
I, s=t, u[s],=v - Plult]

I nd’

p]p’ L
o

/

pip
L= L= et L=
—177 2 —

R=: L'instance de L=] est aussi une instance de L=.
L=—:

: de facon similaire au cas L= .
2 —1

[s=t,C'"FG
[s=t,C'FG

Is=t,C+HG
" " 1 L=— L=—
I s=t,u"=u"—C"F G . — I', s=t, u'=u"—CF G

L= L=
I, s=t,u/'=u—CHF P 2 I, s=t,u/'=u—CF P ?

Ind(C)

~ RV :
I, s=t - C[t], Py I s=tt C[t],
o=t va Ol ™ Tt (Cloly)
I, s=t - Vz.(C[s],) ! I, s=t - Vx.(C[s],) 1

Ind(C)

- LV :
T, s=t,Yz.(C[t],), (C[t],){z/u} - G "
I, s=t,Vz.(Clt],) F G »
I, s=t,Va.(C[s],) F L=
(8
I, s=t,Vz.(C[t],), (C{x/u}t],) ] p
T, s=t,Ya.(Cls],), (Clt]{z/u}) G "
T, s=t,Ya.(C[s],), (C[s],){z/u} F G I”d(c{x/ u})
I, s=t,Vz.(Cls],) F G

Les positions ol x apparait sont indépendantes de celles oli s apparait : on peut bien
affirmer que :

(Cltp){w/ut = (C{x/u})lt]y
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— LV—:

1. Si la réécriture a lieu dans C' :

[ s=t,(Vx.C") =D FVz.C'" T',s=t,DFG
I, s=t,(V2.C") =D+ G
I, s=t,(Vz.C)—»DF G
I
I', s=t, (Vx.C")—D F Vz.C'
Dot (vo.C)—D - vac 14
Ind(Vz.C)
I, s=t, (Vx.C)—D - Va.C Is=t,DFG
I, s=t, (Vx.C)—»D+F G

IN—

*

2

LV—

2. Si la réécriture a lieu dans D :

L, s=t,(Ve.C)—=D' +Vz.C T,s=t,D'FG
L, s=t, (Vx.C)—D'+ G
I, s=t,(Vz.C)—»DF G

U

I, s=t, (V2.C)—D' +Vz.C I s=t,D'+G
Ind' Ind(D)

I, s=t, (Vz.C')—D F Vz.C I's=t,DFG .
I,s=t, (Va.C)=DF G v

IN—

*

2

— RI; : Il faut réécrire a toutes les positions ot le paramétre p; concerné par la réécriture
apparait, et ce dans chacune des hypothéses H; ;(p,t;). C’est possible car le sous-
terme réécrit dans p; ne contient aucune variable liée par .

I's=t+ H,;;(p,t;)
[, s=t+ I(p)
[',s=t+ I(p)

I

-~ RI,

*

-1

F, s=t l_ Hi,j (p’, ti)
. plusieurs étapes Ind(H;;(p,t;))
Fa s=t I HZ,](p7 tl)

- RI;
I',s=t - I(p)

— LI : 1l faut réécrire a toutes les positions o le paramétre p; modifié apparait (comme
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au cas précédent).

I s=t,H;(p',yi) F G
Us=t,I(p) -G
Ts=t,I(p)FG = 2

4
I, s=t,H;(p',y;) - G
. plusieurs étapes Ind(H;(p,y:))
[, s=t,H;(p,yi) F G
[s=t,I(p) F G

- LI

— LI— : (comme aux cas précédents)

1. Si la réécriture a lieu dans p :

I, s=t, {Vy;. Hi(p',y;) B} F G
[, s=t, I(p') =B+ G
T,s=t, I(p)=BFG
U
I, s=t, {Vy:;.Hi(p',yi)—B}; - G
. plusieurs Ind({Vy;. H;(p,y;)—B}:)
I, s=t,{Vyi.Hi(p,y:)>B}: F G
[, s=t,I(p)—B+G

LI—

I—

2. Si la réécriture a lieu dans B :

[, s=t, {Vy;. Hi(p,yi)—=B'}i - G
I, s=t,I(p)—B +F G i
T,s=t,I(p)—BFG
U
[, s=t, {Vy;.Hi(p,yi)—=B'}i - G
. plusieurs Ind({Vy;. Hi(p,yi)—B}:)
[, s=t, {Vy;.Hi(p,yi)—B}i - G
[s=t,I(p)—B+G

LlI—

I—

Ce qui clot notre démonstration par récurrence.

OJ

Grace a ce lemme, nous pouvons affirmer que le systéme LJTI_ permet de dériver
toutes les conséquences possibles d’'une égalité, malgré les restrictions imposées aux regles

L:1 et L:2.
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THEOREME 3.23
La régle d’affaiblissement W ci-dessous est fortement admissible dans LJTI_.

TG
F,F’I—GW

Démonstration : On procede de facon identique au cas sans égalité, avec les cas supplé-
mentaires suivants :

Fri— = = T,V F t=t ft=
I,CFG
————— Ind
I,CFG I,I,CkFG
Tit—CrG ™" = Trisacra
I, s=t+ P
T, s=t+ P’ LU, otr p 1
—— L= = =1
Is=t- P IV, s=t+ P
Is=t,PP—-CFG
, ; - Ind
Is=t,PP-CFG O, I s=t, P—-CFG
L=y, —7 L=,
T,s=t,P—~CF G 0,1V, s=t,P—~CF G

LEMME 3.24 (REGLES INVERSIBLES)

Les régles du lemme 3.9 (page 74) ainsi que les régles suivantes sont fortement admissibles
dans LJTI_ :

Mt=t-G I's=st—-CFG
_ (3.11) (3.12)
'-G rcraG
Démonstration : On trouvera le détail de ces preuves dans 'annexe A.2. O
LEMME 3.25

Les régles axiome généralisé et modus ponens sont aussi admissibles dans LJT1_.

Démonstration : On ajoute les cas suivants a la preuve du lemme 3.12, régle 1 :

Ind(C)
IC s=t+-C
L=—
I s=s—C,s=t-C
I, s=t + s=s f: I, s=t—C,s=t-C 2

B E— R
Is=tks=t ! [ s=t—CF s=t—C -



110 CHAPITRE 3. PREUVES INTUITIONNISTES

LEMME 3.26
Les régles suivantes sont admissibles dans LJTI_ :

LeD UBRE L(C=D)=BrE
I,D>BFE (1) F,C,D—>B,D—>BI—E() (3.13)

Démonstration : Pour la régle (1), on ajoute les cas suivants a la preuve du lemme 3.13 :

- R=":
R—
Tk =t I,BFE I B-E
[,t=t—BF E — Ti——BrE"
=
I,CFD

L=—
It=t—CHkF D [ t=t—C, B+ FE
I t=t—C,D—BFFE
4
It=t—C,B+-FE
: régle 3.12
r,CrD IC,B+FFE
I, D—-BFE
I't=t—C,D—BFFE

Ind
L=—

— L=1 : D est une formule atomique ou une égalité.

Is=tE D'
TomtrD ' Ts=t,BFE
I''s=t, D-B+FFE
\
Is=t+D" T,s=t,B-F
I,s=t,D'—=B+ E
I''s=t, D-B+F E

Ind

=2
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*ngi

Is=t,C"+ D
Fset.CFD "% I's=t.C.BFE
T,s=t,C,D—BF E
A2
T,s=t,C,BF E
P set.C'D T.smt.C'.BFE "
T s=t,C',D—BF E Ind
T.s=t,C,D—BF E

Ce qui clot la preuve d’admissibilité de (1).

Pour la régle (2), on suit la preuve du lemme 3.14. L=, commute sans probléme puisque
C—D n’est ni une formule atomique, ni une égalité et ne peut donc étre réécrite. Les autres
régles commuttent de fagcon immédiate. O

=2

L=y

Pour réussir a démontrer I’admissibilité de la régle de contraction, il nous faut en fait
montrer I’admissibilité d’une régle plus générale qui permet la contraction de deux formules
égales modulo réécriture par les égalités du contexte.

DEFINITION 3.27 (CONGRUENCE modulo T)

Deux formules A et A’ sont congrues modulo I', ce que I’on note A L a si, et seulement si,
pour toute formule C', il existe une dérivation de I') A+ C a partir de I'; A’ = C' utilisant
seulement la régle L=s.

On remarque que le choix de C n’influe pas sur le fait que les dérivations par L=

soient possibles ou non. De plus, par construction, A Lo si, et seulement si A’ = A ou
A=P—Cet A =P —C avec P et P’ deux égalités ou formules atomiques.

THEOREME 3.28 (ADMISSIBILITE DE LA CONTRACTION)
La régle de contraction modulo ci-dessous est admissible dans LJTI_.

T A A -G

r /
T AL G Contr— (A= A’)

Démonstration : La preuve est effectuée par récurrence sur le poids de la formule contractée
et la hauteur de la dérivation.

Tout d’abord, examinons le cas ou la formule contractée n’est pas principale dans la
régle précédente. Pour les régles de LJTI, on proceéde de la méme fagon que pour le
théoréme 3.15. Nous indiquons ici les cas des nouvelles régles :

— Si la derniére régle est R=, on a :

A A F s=s h= .
Contr— — R=—

I''At s=s I'AF s=s
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— Si la derniére régle est L=y, on a :

T, s=t, A, A'+ P’ T, s=t, A, A'+ P’
L= Ind
T, s=t, A, AP =  I,s=t,AF P
Contr— _— L=
[, s=t,AF P D, s=t, A+ P

— Si la derniére régle est L=y, trois cas sont possibles :

1. La formule réécrite disparait par contraction : on utilise la transitivité de la
congruence.

I, s=t,P—C,P"—CF G I
[s=t,P—C,P'—=C+FG _°  _ TD.s=t,P—C,P'-CFG
Contr—
I, s=t,P—~C+G T, s=t,P—CF G

Ind

2. La formule réécrite est contractée mais ne disparait pas : on utilise la transitivité
de la congruence.

I, s=t,P"—C,P—-CFG I I,s=t,P"—C,P—-CFG
Ls=t,P=C,P—CFG _ ° _,  TstpPocra M
Contr— L=,
I s=t,P-CFG I s=t,P—CFG
3. La formule réécrite n’est pas contractée :
I,s=t,PP—-C,A/A+G I Is=t,PP—-C ,AA+G
= !
Is=t,P—C A A +G ' =  I,s=t,P/—C,AFG Ind
Contr— L=
I's=t,P—-C,A+-G I's=t,P-C,AFG

— Si la derniére régle est L=—, on a :

INC,AAFG INC,AAFG
; L=, Ind
[ s=s—C, A AFFG = INC,AFG
Contr— L=
I s=s—C,AFG Is=s—C,AFG

Traitons maintenant les cas ou la formule réécrite est principale, par cas selon la forme
de A. Les cas non mentionnés ici se traitent comme dans la preuve du théoréme 3.15.
— Le cas ot A est de la forme P— B avec P atomique différe de la preuve pour LJT :

1. Cas ou la formule principale est conservée :

I,P,B,P—BFG

: régle 3.2
I.P,B,P—BFG I.P,B.BFG
[P, P—B,P=BFG " rpora M)

Contr_ - La—
I'PP-BFG I'P,P—-BFG
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2. Cas ou la formule principale est effacée : on utilise la définition de la congruence.

T,P',P—B,BFG

. régle 3.2
I' P B,BFG
Ind(B)
IP.B+FG
/ L
LPP2B BT S TP, P—BrG "
va ) P_>B7P —BEG — plusieurs L:2
Contr— :
IP,P-BFG IP,P-BFG
— Si A est de la forme s=t, on a, avec P atomique ou égalité :
1. Cas L= :
I, s=t,s=t+ P’ . I, s=t,s=t+ P’
os=ts=tbP ' T,s=tF P Ind
Contr— —— L=
I's=t- P [,s=t+ P
2. Cas L=y :
I, s=t,s=t,P’—-C+G I, s=t,s=t,P’-CFG
L=, Ind
I, s=t,s=t, P-C+F G — Is=t,PP—-CFG
Contr— L=,
I,s=t,P-CFG I,s=t,P-CFG

— Si A est de la forme s=t—C' : on utilise la définition de la congruence.
1. Si la formule principale est conservée :
I's'=s"—-C,C+FG

. plusieurs L=
I's=s—C,CFG

: régle 3.12
IC, s=s"-CFG . ¢, CrG -
- by
Ds=s—C,s=s'>CFG  _ rorg MO
Contr— L——

I's=s—CFG [ s=s—CFG
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2. Si la formule principale est effacée :

I's'=s"—-C,C+G
. plusieurs L=,
I's=s—C,CFG

: régle 3.12
o, crG
= [nd(C)
rcraG

/: 1 L:

I,C, s s/ —>HC|—G . s OFG —
I, s=s—C,s'=s"—-CFG Contr. = ! plusieurs L=,
I s=s"-CFG - Is=s"-CFG
Ceci clot la preuve par récurrence. [

Comme pour la contraction, on généralise la coupure en utilisant la relation de con-
gruence, afin de prouver son admissibilité.

THEOREME 3.29 (ADMISSIBILITE DE LA COUPURE)
La régle de coupure modulo ci-dessous est admissible dans LJT1_.

A T AFE
I,I'FE

Cut_ (AZ A

Démonstration : La preuve est réalisée par récurrence, (i) sur le poids de A, (ii) sur la
hauteur de la dérivation de la premiére prémisse, et (zii) sur la hauteur de la dérivation de
la seconde prémisse.

Si A n’est pas la formule principale, on fait comme pour le théoréme 3.17, et on ajoute
les cas suivants :

— L=1 : A est une formule atomique ou une égalité donc A = A’.

I"AFE
— W
I, s=t,A- E X
T, s=t A" T,s=th A" TV s=t,A"FE °
— L= Ind
Is=tH A I"A-E — I, s=t, 1", s=t+ FE
Cut_ Contr—
T,s=t,T'FE I, s=t,I'F E

— L=5 : P est une formule atomique ou une égalité.
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[s=t,PP—CHF A

2

T, s=t, P—CF A I AFE
Cut—
Is=t,P—C,I"+E
I
[,s=t,P'=CFA I AFE
Ind

Is=t,PP—C,I"+E
T, s—t, P—C.I'F E

Si A est une formule principale dans la premiére prémisse mais pas A’ dans la seconde,
on raisonne par cas sur la derniére régle de la seconde prémisse.

2

- R=":
— R=
'FA TV AF s=s
Cut_ I — R=
NIV F s=s I'NI['F s=s
— L=1 : P est une formule atomique ou une égalité.
" A s=t+ P r-A 1A, s=tk P
— L=, Ind"
r-A TV A s=t+P — LI s=t+ P
Cut_ L=
IV s=t- P L[V, s=t- P

— L=5 : deux cas peuvent se présenter :
1. A’ n’est pas la formule réécrite. Soit P une formule atomique ou une égalité.

I"MA,s=t,PP-CFE
T-A I, A, s=t, P~CFE
[T, s=t, P—CF E
g
THA I A s=t, P—CFE
[T, s=t, P—CF E
[T 5=t P—~CtF E

L=,

Cut_

Ind’

L=y

2. A" = P'—C est réécrite, o P’ est une formule atomique ou une égalité.

IV, s=t,P"—-CFE

I—
T-P-C T, s=t,PP—=CFE _°
Cut—
I T, s=tF E
I

T+ P—C T s=t,P"-CH+E
[T, s=tF E

Ind"
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Enfin, si A et A’ sont principales dans chacune des prémisses :
-Si A= P—>Bet A = P—B (P,P atomiques) : on utilise la définition de la
congruence.

T P+ B I". P BFE
- L
rrr—p v p_prE
Cut_
O, P+E
I
IP-B I'.P.B+E
II'.PPFE
: L=} plusieurs fois
LT, P, P+ E
LI, P+ E
- SiA=¢=s"-Bet A =s=s—DB":

Ind(B)

Contr—

I, s'=s"F B "B+ E
'k s'=s"—B = I, s=s—B+FE L==
I I'FE Cut=
4
I's=s"+B 1" ,BFE
OV s=s"FE
: L=} plusieurs fois
I s=skFE
LNI"EE

Ind(B)

régle 3.11

- SiA=A =s=s:
I, s=s+ E
- p— 7‘[/:
FI—S:SR [, s=s+HE
Cut—
| N R )
2
[ s=s+ FE
I"'HE
NI"FE W

régle 3.11

Ce qui clot la preuve de notre théoréme. [

Comme dans le cas de LJT'I, ce théoréme permet d’établir I’équivalence entre le systéme
LJTI_ 4 Cut et le systéme LJTI_ pur.
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3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré qu’il était possible d’intégrer le formalisme des
connecteurs inductifs a la logique du premier ordre, et d’obtenir pour ce systéme formel un
calcul de séquents sans contraction satisfaisant la propriété d’élimination des coupures. Ceci
en fait un bon candidat pour la mise au point de procédures de recherche de preuves dans
le fragment du premier ordre du Calcul des Constructions Inductives. C’est ce que nous
avons réalisé avec la tactique firstorder. Nous avons montré que l'on pouvait également
ajouter a ce formalisme des régles de raisonnement équationnel. La mise au point d’une
tactique utilisant cette extension serait 1’étape suivante naturelle pour ce travail.






Chapitre 4

Preuves réflexives en logique du premier
ordre avec égalité

Dans ce chapitre, nous proposons une alternative a la méthode proposée dans la section
3.4.1 pour transformer une dérivation LJT'I en preuve Coq. Celle-ci fait appel a la réflexion
calculatoire que nous avons définie dans I'introduction.

4.1 Reéflexion en Théorie des Types

4.1.1 Expériences précédentes avec la réflexion

Dimitri Hendriks [Hen03, Hen02| a déja utilisé ce genre de schéma de réflexion afin
de prouver des propriétés des systémes de preuve, ou pour certifier, avec I'aide de Marc
Bezem et Hans de Nivelle [BHANO02|, une procédure de mise sous forme clausale, dans le
but d’interfacer Coq avec le démonstrateur par résolution Bliksem.

Pierre Crégut [Cré01] a utilisé la réflexion dans le domaine de l'arithmétique linéaire
sans quantificateurs. Cuihtlauac Alvarado a automatisé la production de preuves par ré-
écriture au moyen de fonctions transformant des arbres [Alv(2].

Nous proposons ici un cadre plus général puisque I’ensemble de notre travail est para-
métré par 'ensemble de sortes et la signature utilisée, et qu'un soin particulier est apporté
a l'efficacité des fonctions de vérification de preuves écrites dans le langage de Coq.

4.1.2 Conversion et réflexion : un exemple simple

Pour montrer comment la régle de conversion permet d’utiliser la réflexion calculatoire
dans le Calcul des Constructions Inductives, nous allons partir d’un petit exemple en Coq :
I’égalité des entiers de Peano. Les entiers de Peano sont définis en Coq comme un type
inductif nat engendré par deux constructeurs : le premier, 0, représente I’entier 0, et S est
la fonction successeur, qui permet de construire ’entier n + 1 & partir de ’entier n.

119
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Dans Coq, il est possible de définir récursivement une fonction nat_equal de type
nat—nat—bool, qui retourne la valeur booléenne true si ses deux arguments sont des
valeurs identiques de type nat, et false s’ils sont distincts.

Fixpoint nat_equal (m n:nat) {struct m} : bool :=
match m,n with
| 0,0 => true
| Sm’>,S n’ => nat_equal m’ n’
| _,_ => false
end.

Ensuite on peut construire par une séquence de tactiques une preuve du théoréme
suivant :

Theorem nat_equal_semantics
V mn, if nat_equal m n then m = n else m <> n.

Celui-ci établit un principe de réflexion qui relie le résultat booléen de la fonction
nat_equal et 'égalité des deux arguments de cette fonction. Toutefois, cette correspon-
dance nécessite I’évaluation totale de I’expression nat_equal n m vers une valeur booléenne
true ou false pour que 'application du théoréme puisse avoir, selon le cas, le type m =
n oum <> n. [llustrons cela par quelques exemples :

-m=n=1:

Le type de nat_equal_semantics 1 1 est :

if nat_equal 1 1 then 1 =1 else 1 <> 1

Or nat_equal 1 1 se réduit en nat_equal 0 O puis en true. On en déduit que le
type de nat_equal_semantics 1 1 est convertible en if true then 1 = 1 else 1
<> 1 et donc en 1 = 1 par (-réduction, ce qui signifie que nat_equal_semantics 1
1 est une preuve de 1 = 1.

-m=1letn=2:
Le type de nat_equal_semantics 1 2 est:

if nat_equal 1 2 then 1 = 2 else 1 <> 2

Apres calcul de nat_equal 1 2, ce type devient : if false then 1 = 2 else 1
<> 2 puis, aprés une c-réduction (réduction du filtrage), il devient 1 <> 2 donc
nat_equal_semantics 1 2 est une preuve de 1 <> 2.

— m =mn = x (ou x est une variable de type nat) :
Le type de nat_equal_semantics x x est:

if nat_equal x x then x = x else x <> x
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Comme ce type est en forme normale, on ne peut rien en faire directement. Toutefois,
il est possible de prouver par récurrence que

Vn, nat_equal n n = true

puis d’utiliser ce résultat pour réécrire nat_equal x x en true, ce qui permet de
transformer le type de nat_equal_semantics x xen x = Xx.
-~ m=0et n=S8 x (ou x est une variable de type nat) :
Notre implantation de nat_equal est telle que nat_equal 0 (S x) se réduit en
false, on peut donc par exemple construire une preuve de Vx, 0 <> S x a l'aide
du terme
Ax. (nat_equal_semantics 0 (S x))

De cet exemple on tire les conclusions suivantes :

— La réflexion calculatoire permet d’automatiser la construction de preuves de certaines
propriétés.

— Les propriétés concernées sont toujours limitées a une classe restreinte.

— La technique de réflexion, en pratique, est limitée aux objets clos, comme en té-
moigne le troisiéme exemple ci-dessus : le quatriéme exemple est marginal puisque
I'on s’intéressera surtout a des cas ou la fonction booléenne retourne true (propriété
de correction).

4.1.3 Application & la preuve de propositions logiques

L’exemple précédent est de faible portée car la réflexion ne concerne que des égalités ou
diségalités d’entiers. La puissance de la Théorie des Types apparait lorsque 'on construit
des types et des propositions suffisamment variés par filtrage et par récurrence sur des
types de données : étant donné un type form de sorte Set qui nous sert de représentation
concréte pour des formules logiques, et une fonction d’interprétation [ ] : form—Prop, il
est possible de définir une fonction decide : form—bool qui calcule si un objet de type
form représente une tautologie, et de prouver dans le systéeme Coq un principe de réflexion
pour decide :

Theorem decide_correct :V F:form, decide F = true — [F].

Ceci nous donne une méthode utile pour prouver qu'une proposition A dans I'image de
[ ] est valide. Pour commencer, il est nécessaire de trouver une réification de A, ¢’est-a-
dire de trouver une représentation A : form telle que [A] soit convertible en A. Ensuite
on construit le terme (decide_correct A (refl_equal true)), o refl_equal est le
constructeur du prédicat d’égalité, tel que défini dans la section 1.3.1. Trois cas sont pos-
sibles :

— Si decide A se réduit en true, alors le terme (decide_correct A) est de type
true = true — [A]. Or (refl_equal true) est de type true = true, donc le
terme (decide_correct A (refl_equal true)) est un terme de preuve pour [A], et
donc pour A par conversion.
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— Si decide A se réduit en false, alors le terme (decide_correct A) est de type
true = false — [A]. L’application de (decide_correct A) a (refl_equal true)
est alors mal typée. Ce terme n’est donc pas a fortiori un terme de preuve pour A.

— dans le cas intermédiaire ou la forme normale de decide A est un terme b qui n’est
ni true ni false, le type de (decide_correct A) est alors t = true — [A] et on se
retrouve dans le cas précédent : le terme (decide_correct A (refl_equal true))
est mal typé.

L’avantage de cette approche est que la vérification du terme de preuve repose, non
pas sur la vérification du type d’un terme de preuve inerte (c’est-a-dire presque en forme
normale) et souvent de grande taille, mais sur le calcul (potentiellement long) de la forme
normale d’un terme plus petit. En outre, une implantation efficace de la fonction decide
peut permettre de diminuer les besoins en mémoire et en temps de calcul nécessaires pour
vérifier la preuve.

La distinction entre les propriétés logiques (dans Prop) et leur représentation (dans
form) est indispensable puisqu’il n’y a pas moyen de calculer quoi que ce soit par filtrage
et récurrence sur une propriété logique. En particulier, il est impossible de construire une
fonction de type Prop—Prop—bool qui renvoie true si, et seulement si, ses deux arguments
sont syntaxiquement égaux. En revanche, il est possible, si le type form est bien choisi,
de calculer si deux objets F' et G de type form sont égaux, bien que cette condition soit
suffisante, mais non nécessaire, pour que [F] et [G] soient égaux.

En dépit de I'intérét que peut susciter cette approche, plusieurs points sont a surveiller
afin d’en préserver I'utilité :

1. La classe des propriétés potentiellement concernées est limitée a I'image de la fonction
[_] :1il faudra donc veiller & avoir une représentation suffisamment générale pour les
propriétés.

2. Dans I'image de [ ], seules sont démontrables a I’aide de decide_correct les pro-
priétés ayant une représentation F' : form telle que (decide F') = true. On a donc
intérét a avoir une fonction decide renvoyant true pour un ensemble de valeurs le
plus étendu possible.

3. Il faut pouvoir prouver le théoréme de réflexion decide_correct, ce qui est en op-
position avec le point 2 : la fonction ayant la valeur constante false a un théoréme
de réflexion trés facile a prouver mais présente un intérét limité. A Popposé, la fonc-
tion ayant la valeur constante true donne un théoréme de réflexion incohérent, a
moins que 'image de [ ] ne contienne que des tautologies, auquel cas le point 1 est
rarement respecté.

4. Enfin tout en maintenant I’équilibre entre les contraintes 2 et 3, il faut garder un
colit raisonnable pour le calcul de decide F.

Si I'on souhaite s’affranchir du terme (refl_equal true) dans la preuve de [A], on
peut prouver une version équivalente du théoréme de correction :

decide_correct : VF' : form,if decide F then [F'] else True
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Enfin, dans le cas de propriétés décidables, on peut étre en mesure de prouver un
théoréme donnant la correction et la complétude de decide (voir par exemple 4.1.2) :

decide_correct_complet : VF : form, if decide F then [F'] else = [F]

4.1.4 Reéflexion des preuves

Comme la décision de la validité en logique intuitionniste propositionnelle est PSPACE-
compléte [Sta79], il parait difficile d’écrire en Coq une fonction de décision réaliste du point
de vue du temps de calcul, et ce d’autant plus que le critére de terminaison de ce genre
de fonction est souvent complexe. De plus, il serait sans doute difficile de prouver qu’'une
telle fonction est correcte directement.

Pour pallier cette difficulté, nous avons choisi d’ajouter au schéma de réflexion un
objet concret de type proof : Set représentant la preuve de la proposition considérée. La
fonction decide devient donc une fonction check qui vérifie si I'objet en question est la
représentation d’une preuve de cette proposition. Le théoréme de correction prend ainsi la
forme suivante :

check_correct : VF : form. V7 : proof.((check F'1) = true)— [F]

Le déroulement du calcul d’une trace de preuve est décrit dans la figure 4.1. Cette
figure montre comment une procédure de recherche de preuve (aussi bien interne a Coq
qu’externe) peut étre utilisée par l'interface de Coq pour trouver une trace de preuve de
la formule logique donnée en entrée. L’étape de réification se déroule dans le systéme Coq
a ’aide de fonctions Caml et non a ’aide de fonctions de la Théorie des Types.

entrée :lformule A preuve de [A] (convertible en A)
V — : . .
A : Prop check_correct Am (refl_ true) [A] univers logique
V réiﬁcationé interprétation
: . )/ .
A form 7 : proof univers des objets
p
problm réponse COC]

’ procédure de décision ‘

F1G. 4.1 — Schéma de réflexion avec traces de preuves

Si I’on souhaite retrouver une fonction decide comme & la section précédente, on pourra
désormais écrire une fonction search : form —proof qui essaie de retourner une trace de
preuve pour la formule F'. La fonction decide pourra alors s’écrire :

decide := (AF.check I’ (search F"))

Son théoréme de correction aura pour preuve A\F. check_correct F' (search F). Ainsi la
correction de cette méthode ne repose que sur la correction de check et l'utilisateur peut
programmer search comme il le souhaite, il devra simplement s’assurer de sa terminaison.
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Les traces de preuve peuvent revétir des formes trés diverses, aussi faut-il tenir compte
des contraintes qui s’imposent a nous pour ce choix :

1. Tout d’abord, il faut que ces traces soient naturelles pour qu’'un outil externe puisse
les engendrer sans une épaisse couche de traduction.

2. Mais il faut aussi qu’elles soient plus courtes que ne le serait un terme de preuve
classique.

3. Enfin, elles doivent étre relativement explicites pour que la fonction de vérification
soit peu coiiteuse et que sa preuve de correction soit simple. La question cruciale est
donc bien la quantité d’informations implicites que la fonction check devra retrouver
a partir de la trace au moment de la vérification de la preuve par le noyau de Coq :
s’il y a trop de données a recalculer, le théoréme de correction peut devenir difficile
a prouver (par exemple s’il faut recalculer des unificateurs).

La solution que nous avons retenue ici est 'utilisation d’arbres de dérivation dans un
calcul de séquents. Les hypothéses utilisées par les régles de déduction sont désignées par
un indice : leur forme exacte est contenue dans le séquent a prouver. La description détaillée
de cette technique fait I’objet du reste de ce chapitre.

4.2 Reéflexion en logique propositionnelle

4.2.1 Structures de données utilisées

Les premiéres tentatives pour représenter des collections d’objets indexées par des listes
dépendantes représentées par des entiers unaires (type nat) comme Pont fait Marc Bezem,
Dimitri Hendriks et Hans de Nivelle [BHANO02| se sont révélées inefficaces, gaspillant les
ressources en temps et espace. Pour résoudre ce probléme, nous avons donc opté pour des
arbres binaires, indexés par des entiers binaires strictement positifs. Ce type d’arbre est
appelé arbre de préfixes ou trie ([dIB59]). Bien que les arbres de Patricia [Mor68] soient
plus efficaces en général, nous allons ici travailler avec des arbres quasi-complets, ce qui
rend inutiles et coliteuses les optimisations des arbres de Patricia.

Les entiers binaires sont représentés par le type suivant :

Inductive positive : Set :=
| xI : positive — positive
| x0 : positive — positive
| xH : positive.

xH représente le bit de poids fort du nombre représenté tandis que les constructeurs x0
et xI représentent I'ajout de 0 et 1 en position de poids faible. Par exemple, le nombre 6
est représenté par la valeur (x0 (xI xH)). Pour la suite, nous avons utilisé le mécanisme
de section et de décharge de variables de section pour définir tout un ensemble d’objets
paramétrés par un type A : Type.
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Variable A:Type.

Nous avons alors défini des arbres binaires de la fagon suivante :

Inductive Tree : Type :=

| Tempty : Tree A

| BranchO : Tree A — Tree A — Tree A

| Branchl : A — Tree A — Tree A — Tree A.

Le constructeur Tempty construit un arbre réduit a une feuille tandis que les construc-
teurs BranchO et Branch1 en sont des noeuds respectivement vide et contenant un élément
de type A : Type. Pour définir la recherche d’un élément dans un arbre, il est nécessaire de
pouvoir donner une valeur & la recherche d’un élément dans un noeud vide ou inexistant.
Pour cela, nous définissons un nouveau type inductif :

Inductive Poption : Type:=
| PSome : A — Poption A
| PNone : Poption A.

Ce type de définition inductive est la solution la plus naturelle pour représenter le
résultat de fonctions partielles, cela correspond a I'interprétation monadique de la partialité
dans les langages fonctionnels. Le fait que ces types inductifs soient définis dans la sorte
Type est obligatoire pour que ces types puissent contenir un objet de type A : Type. En
particulier, nous allons les utiliser pour contenir des propositions (de type Prop : Type),
mais aussi des objets informatifs dont le type est dans Set, grace a la régle de cumulativité :
tout type de sorte Set est aussi un type de sorte Type.

xH
1
/ \
(x0 xH) (xI xH)
2 3
O >
(x0 (x0 xH)) (x0 (xI xH)) (xI (x0 xH)) (xI (xI xH))
4 6 5 7

F1G. 4.2 — Indexation des noeuds dans les arbres binaires

L’indexation des noeuds (voir Figure 4.2) d’un arbre par des entiers de type positive
se fait par la convention suivante : xH désigne la racine de ’arbre tandis que x0 n et xI n
désignent le noeud indexé par n respectivement dans le fils gauche et dans le fils droit de
Parbre!. La fonction d’accés a I’élément d’un noeud donné, et celle d’ajout d'un élément

'L ordre des bits utilisé (little-endian) fait que la numérotation n’est pas strictement de gauche a droite.
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dans un arbre sont ainsi définies par récurrence de la maniére suivante :

Fixpoint Tget (p:positive) (T:Tree A) {struct p} : Poption :=

match T with

| Tempty => PNone

| BranchO T1 T2 =>
match p with
| xI pp => Tget pp T2
| x0 pp => Tget pp T1
| xH => PNone
end

| Branchl a T1 T2 =>
match p with
| xI pp => Tget pp T2
| x0 pp => Tget pp T1
| xH => PSome a
end

end.

Fixpoint Tadd (p:positive) (a:A) (T:Tree A) {struct p}: Tree :=
match T with
| Tempty =>
match p with
| xI pp => BranchO Tempty (Tadd pp a Tempty)
| x0 pp => BranchO (Tadd pp a Tempty) Tempty
| xH => Branchl a Tempty Tempty
end
| BranchO T1 T2 =>
match p with
| xI pp => BranchO T1 (Tadd pp a T2)
| x0 pp => BranchO (Tadd pp a T1) T2
| xH => Branchl a T1 T2 (* 1’élément a est inséré *)
end
| Branchl b T1 T2 =>
match p with
| xI pp => Branchl b T1 (Tadd pp a T2)
| x0 pp => Branchl b (Tadd pp a T1) T2
| xH => Branchl a T1 T2 (* 1’élément b est remplacé *)
end
end.

Le nombre d’appels récursifs & Tadd et Tget est inférieur a la longueur de I’argument p,
c’est-a-dire & son logarithme en base 2, et non a la taille de I’arbre. Nous allons donc, grace
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a une insertion séquentielle, obtenir une structure dans laquelle I'ajout et la recherche d’un
élément se feront avec une durée logarithmique par rapport au nombre d’objets qu’elle
contient. Afin de faciliter cette utilisation, nous définissons le type Store comme une paire
constituée d’un arbre binaire et de la premiére adresse libre dans cet arbre :

Record Store : Type :=
mkStore {index:positive;contents:Tree A}.

Definition empty := mkStore xH Tempty.

Les fonctions de recherche et d’addition sont définies grace aux projections et a la
fonction Psucc qui calcule le successeur n + 1 d’un entier binaire n.

Definition get i S := Tget i (contents S).

Definition push a S :=
mkStore (Psucc (index S)) (Tadd (index S) a (contents S)).

Par construction, tout objet de type Store construit uniquement a l’aide de empty et
de push contient un arbre complet, c’est-a-dire que tous les nombres inférieurs & son index
pointent sur des noeuds pleins, et que l'index pointe sur le premier emplacement libre.
Malheureusement, il est possible de construire des objets de type Store mal formés en
utilisant mkStore avec un arbre et un entier qui ne se correspondent pas : par exemple
mkStore (x0 xH) (BranchO Tempty (Branchl x Tempty Tempty)) est mal formé.

Pour pouvoir raisonner sur les objets de type Store, nous avons défini un prédicat Full
exprimant le fait d’avoir été construit exclusivement au moyen de empty et de push :

Inductive Full : Store — Type:=
F_empty : Full empty
| F_push : V a S, Full S — Full (push a S).

Ce prédicat est également utilisable comme une liste chainée contenant les éléments de
notre arbre dans 'ordre inverse de leur insertion. Il permet un accés séquentiel impossible
a obtenir structurellement avec les arbres puisque les adresses des éléments sont lues par
le bit de poids faible (codage little endian), ce qui mélange les adresses.

Cette combinaison arbre-liste chainée est toutefois peu performante car elle occupe une
place mémoire proportionnelle a nlog,(n), ot n est le nombre d’éléments dans le Store :
chaque ajout dans le Store crée log,(n) nouveaux noeuds d’arbres, le reste étant partagé
avec l'ancien arbre. Nous utiliserons donc cet objet dans les preuves pour spécifier des
invariants, et dans quelques fonctions que 'on utilise peu.

Dans la suite, nous noterons S; x le terme (push S x), ou encore S; i — x lorsque nous
souhaiterons expliciter I'indice pointant sur x. Nous noterons parfois S; ’élément pointé
par 'index 7 dans S, c’est-a-dire tel que get ¢ S = PSome S,;.
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4.2.2 Représentation et interprétation des formules proposition-
nelles

Pour représenter les formules propositionnelles, nous avons défini un type inductif form,
dans lequel les formules atomiques sont représentées par des entiers de type positive :

DEFINITION 4.1 (FORMULE REIFIEE)
Les formules sont définies récursivement par :

form:= Atom positive

|_

form A form

|
| form — form
|
| formV form

Dans la suite du document, nous noterons ces connecteurs réifiés en les surmontant
d'un point (=, L, A, V) pour les distinguer des connecteurs logiques (—, L, A, V).

Pour interpréter ces objets de type form, nous utilisons d’abord un environnement
de type (Store Prop) qui associe une proposition logique a chaque numéro de formule
atomique.

Variable env:Store Prop.

Les formules atomiques dont le numéro n’est pas dans I'environnement sont interpré-
tées par la proposition triviale True. L’interprétation des formules se fait par la fonction
suivante :

Fixpoint interp_form (f:form): Prop :=
match f with
Atom n =>
match get n env with
PNone => True

| PSome P => P

end
| A - B => (interp_form A) — (interp_form B)
| L => 1

| A A B => (interp_form A) A (interp_form B)
| AV B => (interp_form A) V (interp_form B)
end.

Dans la suite de ce chapitre, 'interprétation réflexive d’un objet = sera dénotée [z] et
sera faite implicitement dans I’environnement env. Lorsqu’une proposition F' : Prop est
représentable par une formule de type form, on notera F' et on appellera réification de F
une telle formule.
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Comme nous faisons la réflexion d’un calcul de séquents a la Gentzen [Gen34], il faut
représenter la partie gauche du séquent qui est constituée d’une liste de formules appelée
contexte. Nous allons utiliser le type ctx = Store form pour représenter ce contexte. L’in-
terprétation d’un contexte I, ..., F, avec le but G est définie comme [Fi]— ... —[F,]—G
a l'aide de la fonction interp_ctx ci-aprés. On notera ici I'utilisation de 'objet F : Full
I' comme une liste des objets du contexte.

Fixpoint interp_ctx
(I:ctx) (F:Full I') (G:Prop) {struct F} : Prop :=
match F with

F_empty = G
| F_push H Iy Fy => interp_ctx [y Fy ([H]—G)
end.

Une fois définis les objets logiques et leur interprétation, passons maintenant aux
preuves. Plusieurs choix sont possibles pour le calcul des séquents que nous allons uti-
liser : nous avons choisi le calcul LJT (cf. 3.3) car nous avions des procédures de décision
basées sur ce calcul. Les preuves sont représentées par des arbres étiquetés par le nom des
régles d’inférence et éventuellement par 'index de I’hypothése ou des hypothéses utilisées,
ce qui donne, dans le cas de LJT :

DEFINITION 4.2 (TRACE DE PREUVE)
Les traces de preuve sont définies récursivement comme suit :
proof := Ax positive
| Cut form proof proof
| —; proof
| —pg positive positive proof
| —p positive proof proof
| Lgp positive proof proof
| Ar  proof proof
| Agp positive proof
| Ap positive proof
| V5 proof
| V5, proof
| Vg positive proof proof
| Vp positive proof

Dans le type proof, les arguments de type proof sont les traces de preuve des prémisses
tandis que les arguments de type positive sont les indices des formules principales des
régles utilisées. Dans la figure 4.3, nous définissons la sémantique des traces de preuve. Le
jugement formel 7 : ' - G y signifie : « m est une trace de preuve correcte pour le séquent
-G ».
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r o m:I'FA m:TAFG
(Ax i): TG ' (Cut Am m):THG

(L) rrali=t
m: AR B m:I''BFG I, =A5B
(=;m): ' ASB (mpijm):T'HG |T;=A4
m: A, BS>CFB m:ICHG
: I, = (A=B)-5C
(—mpimm):THG
m:I'FA m:I'FB T INA,BEG )
Iy =AAB

(A m m):T'H AAB (Agim): TG ™'
m: I A>-B-CFG
(Apinm):T'FGE
m:I'FA m:I'+B
(Vy m):T'H AVB (Vi, m):T'H AVB
m:IAFG m:I;BEG
(Vpim m):THG
m: I A=-C, B=>CFG
(Vpim):I'FG

I, = (AAB)=C

I, = AVB

F1G. 4.3 — Sémantique des traces de preuve

EXEMPLE 4.3 (COMMUTATIVITE DE A)
Pour illustrer I'utilisation des traces de preuve définies plus haut, voici la preuve de AANB F
BANA:

(Ax 3): AAB,A,B+B (Ax 2): AAB,A,B+F A
(A1 (Ax 3) (Ax 2)): AAB, A, BF BAA
(A 1 (A; (Ax 3) (Ax 2))): AABF BAA

Pour vérifier si une trace est une preuve valide d’un séquent, on va définir une fonc-
tion check_proof qui va faire cette vérification par récurrence sur la trace de preuve.
Cette fonction prendra un argument supplémentaire par rapport a la fonction check citée
précédemment : le contexte I' du séquent.

Pour vérifier la correction de la régle d’axiome, il faut étre capable de vérifier si deux
formules sont syntaxiquement identiques (dans le cas des régles Ax et —p). Cela est réalisé
par une fonction trés simple form_eq : form—form—bool dont on prouve la correction :
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Lemma form_eq_refl: V p q, form_eq p q = true — p = (.

Grace a cette fonction, il est devenu possible de vérifier la correction d’une trace de
preuve a l'aide de la fonction check_proof suivante :

Fixpoint check_proof I' G (P:proof) {struct P}: bool :=
match P with
Ax i => match get i ' with
PSome F => form_eq F G
| _ => false end
| —; => match G with
(A — B) => check_proof (I'; A) B p
| _ => false end
| —p 1 j p => match get i I',get j I' with
PSome A,PSome (B — C) =>
form_eq A B && check_proof (I'; C) G p
| _,_ => false end
| —p i pl p2 => match get i [' with
PSome ((A — B) — C) =>
check_proof (I'; B — C; A) B pl &&
check_proof (I'; C) G p2
| _ => false end
| Lp i => match get i I' with
PSome | => true
| _ => false end
| Ar pl p2 => match G with
(A AB) =>
check_proof I' A pl && check_proof I' B p2
| _ => false end
| Ag i p => match get i I' with
PSome (A A B) => check_proof (I'; A; B) G p
| _ => false end
| Ap i p => match get i I' with
PSome (A A B — C) =>
check_proof (I’ A - B — C) G p
| _ => false end
| Vi, p => match G with
(A V _) => check_proof I' A p
| _ => false end
| Vi, p => match G with
(_ V B) => check_proof I' B p
| _ => false end VAR
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| Vg i pl p2 => match get i I' with
PSome (A V B) =>
check_proof (I'; A) G pl &&
check_proof (I'; B) G p2
| _ => false end
| Vp i p => match get i I' with
PSome (A V B = C) =>
check_proof (I’ A - C; B — C) G p
| _=> false end
| Cut A p1 p2 =>
check_proof I' A pl &% check_proof (I'; A) G p2
end.

Preuve du théoréme de réflexion

Le principe de réflexion que nous allons prouver établit la correction de check_proof
vis-a-vis de l'interprétation des formules. La formulation que nous avons choisie pour le
théoréme de réflexion est celle écrite ci-dessous, qui affirme que toute formule ayant une
trace de preuve avec un contexte vide s’interpréte comme une tautologie :

Theorem Reflect: V (G:form) (m:proof),
if check_proof empty G 7 then [G] else True.

On remarquera que ce théoréme est implicitement quantifié sur toutes les interprétations
possibles pour les formules atomiques. Ceci met en évidence le fait que les tautologies
propositionnelles sont valides quelle que soit 'interprétation des formules atomiques.

Pour prouver ce théoréme, nous allons d’abord en prouver une généralisation sur tous
les contextes car, les prémisses des régles de notre calcul ont parfois des contextes distincts
de celui de la conclusion (notamment —).

Theorem interp_proof:
Vol (F:Full I') G,
check_proof I' G m = true — interp_ctx I' F [G].

La démonstration de ce théoréme passe par des lemmes techniques de passage au
contexte qui permettent de prouver le passage des prémisses & la conclusion :

Lemma compose; :
vV I' F (A:Prop) ,A—
interp_ctx I' F A.

Lemma compose; : /.
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VI F (AB:Prop),(A—B)—
interp_ctx ' F A —
interp_ctx I' F B.

Lemma composey :
VI F (ABC:Prop),(A—-B—C)—
interp_ctx ' F A — interp_ctx ' F B —
interp_ctx I' F C.

Lemma composes :
VI F (ABCD:Prop),(A-B—C—D)—
interp_ctx ' F A — interp_ctx ' F B — interp_ctx I' F C —
interp_ctx I' F D.

Le choix de s’arréter a composes est ici purement pragmatique : si nous avions des
régles utilisant plus d’hypothéses ou ayant plus de prémisses, il serait nécessaire d’'utiliser
des lemmes compose,, pour n > 3.

Ces lemmes sont accompagnés d'un autre qui permet d’utiliser les hypothéses du
contexte :

Theorem project : VI F i G,
get i I' = PSome G — interp_ctx I' F [G].

Pour illustrer I'utilisation de ces lemmes, prenons 'exemple de la régle —p : aprés
élimination des cas absurdes, le sous-but correspondant a cette régle dans la preuve de
interp_proof est le suivant :

P pPo : positive

m : proof

I' : ctx

F : Full '

gl £ £, £f5 : form

IH,, : V (I'" : ctx) (F : Full I') (gl : form),
check_proof I' gl m; = true — interp_ctx [' F [gl]

ef() . get Po F = PSome (f1 — f2)

ef : get p I' = PSome f

e : form_eq £ f; = true

check_m; : check_proof (I'; f3) gl m = true

interp_ctx ' F [gl]
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La premiére étape de raisonnement que nous allons ordonner a Coq est 'utilisation de
I’hypothése de récurrence IH,, a ’aide ’hypothése check my, puis la suppression de ces
hypothéses désormais inutiles :

generalize (IH, (I'; f5) (F_push f5 ' F) gl check_m);
clear m check_m; IHp.

Ce qui donne le sous-but suivant :

P Po : positive

I' @ ctx

F : Full '

gl £ £f; £f5 : form

efg . get Po F = PSome (f1—>f2)
ef : get p I' = PSome f

e : form_eq £ f; = true

interp_ctx (I'; f5) (F_push f5 I' F) gl —
interp_ctx ' F [gl]

Ensuite nous allons extraire du contexte les hypotheéses d’indice p et pg a l'aide du
lemme project :

generalize (project F ef) (project F efy); clear p py ef efy.

Nous obtenons alors le sous-but suivant :

I' : ctx

F : Full T

gl £ £f; f5 : form

e : form_eq £ f; = true

interp_ctx ' F [f] —

interp_ctx I' F [f;5f,] —

interp_ctx (I'; f3) (F_push f5 I' F) gl —
interp_ctx I' F [gl]

Une étape de réduction par la tactique simpl permet de déplier les fonctions d’inter-
prétation et de transformer la conclusion de notre but en :




4.2. REFLEXION EN LOGIQUE PROPOSITIONNELLE 135

interp_ctx I' F [f] — interp_ctx I' F ([f;]—[f2]) —
interp_ctx I' F ([fo]—[gl]) — interp_ctx I' F [gl]

Nous pouvons alors appliquer le lemme compose; a l'aide de la commande apply
composes ; clear [' F qui donne le but suivant :

gl £ £, £f5 : form
e : form_eq £ f; = true

[£]—= ([£a] =2 — ([£2]—[g1]) —[81]

L’hypothése e nous permet d’affirmer, & ’aide du théoréme form_eq_refl, que £ = f;.
Nous allons donc réécrire le but par la commande rewrite (form_eq_refl e) et obtenir
une tautologie facile a prouver :

gl £ £, £f5 : form
e : form_eq f f; = true

[£1]— ([£1]—[£2]) — ([£2] = [g1]) —[gl]

Tous les sous-cas correspondant aux autres régles sont traités de fagon similaire, ¢’est-a-
dire par I'utilisation de ’hypothése de récurrence, 'extraction du contexte des éventuelles
hypothéses utilisées et ’application d’un lemme de composition afin qui’il ne reste plus a
prouver que des tautologies propositionnelles. On peut ajouter, si on le souhaite, des régles
supplémentaires pourvu qu’elles se raménent a des tautologies propositionnelles par cette
méthode.

4.2.3 La tactique rtauto

Afin de tester cette méthode, une tactique appelée rtauto a été implantée dans le
systéme Coq. Cette tactique effectue successivement plusieurs taches :

— décomposition du but et réification des hypothéses logiques

— procédure de décision par recherche en profondeur

— analyse de dépendances et simplification de la preuve (pruning)

— synthése d’un terme de preuve utilisant le théoréme de réflexion et la trace de preuve

trouvée.

Le but Coq est analysé pour en extraire les hypothéses et la conclusion. Tout objet de
type Prop qui ne commence pas par un connecteur logique A, V, — et qui est différent de
L est considéré comme une formule atomique. La décomposition crée également une table
globale des formules atomiques et de leur indice. Pour avoir un minimum de flexibilité,
chaque sous-formule est mise en forme normale de téte faible avant d’étre décomposée.
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La méthode utilisée pour la recherche de preuve est classique : nous effectuons une
recherche en profondeur sur les dérivations possibles a 'aide d’états persistants. Chaque
état est une forme simplifiée de zipper [Hue97| dont les feuilles sont les séquents non
prouvés, et dont les arétes portent les étapes de raisonnement utilisées. Lorsqu’une branche
est résolue, elle est transformée directement en arbre de preuve. La stratégie de preuve est
similaire a celle décrite pour la tactique firstorder, avec en plus une pile des régles —g
non appliquées.

Dans ’arbre de dérivation, on note a chaque étape le nom des hypothéses engendrées, ce
qui permet lorsque I'on clot une branche de 'arbre, d’effectuer une analyse de dépendance
sur les hypothéses et la conclusion, et d’effacer les étapes de raisonnement inutiles. Cette
technique permet parfois déliminer des buts non résolus, lorsqu’une régle ayant plusieurs
prémisses est effacée.

Pour engendrer le terme de preuve il faut construire trois sous-termes :

— lenvironnement qui contient les formules atomiques

— la forme réifiée des hypothéses et de la conclusion

— la trace de preuve
Pour la trace de preuve, la partie la plus délicate a gérer est la numérotation des hypothéses
engendrées.

La tactique rtauto est inclue dans la version de développement de Coq.

4.3 Réflexion au premier ordre

Comme les quantificateurs de Coq sont typés, notre représentation des formules du
premier ordre sera paramétrée par une signature de domaines, afin que puissent étre résolus
des problémes portant sur des objets dont les types sont inconnus au moment de la preuve
du principe de réflexion. Cette technique permet la manipulation de problémes multi-sortés
et n’est donc pas limitée aux propositions dont les quantificateurs portent sur un domaine
fixé a priori — c’est-a-dire codé « en dur » dans les fonctions d’interprétation — comme
ce que propose Hendriks [Hen03|. Nos domaines sont représentés par des entiers de type
positive qui pointent sur un arbre de type Store Set, paramétre de notre principe de
réflexion. Les entiers non représentés dans cet arbre seront considérés comme pointant sur
le type unit, qui est ’ensemble & un élément. Dans la suite, nous supposerons définis un
environnement de domaines Denv et la fonction qui calcule le domaine correspondant a un
indice.

Definition domain:=positive.

Definition interp_domain Denv 4 :=
match get d Denv with
PSome S => S
| Pnone => unit
end.
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4.3.1 Représentation des termes et des formules

Nous avons choisi de représenter les variables liées par des indices de deBruijn [dB72]
de type nat et les variables libres par des entiers de type positive qui représentent leur
position dans un contexte de variables. Les symboles de fonctions et les prédicats sont
aussi représentés par des entiers binaires qui pointent sur deux contextes situés dans une
signature.

Pour pouvoir interpréter nos termes dans cette signature, il faut pouvoir y stocker les
symboles : nous avons donc besoin d’encapsuler des objets de type différent dans des objets
d’un méme type afin de les stocker dans un Store ou une liste. La solution & ce probléme
est d’utiliser une paire dépendante contenant a la fois le type de I’'objet représenté et ’objet
lui-méme : ainsi, chaque paire contient un élément de type différent mais toutes les paires
ont le méme type. Notre solution va donc ressembler a ceci :

Record entry: Type := mkE { type:Set; obj:type }.

Ce choix n’est pas acceptable pour autant car il serait alors impossible d’utiliser de
tels objets en établissant une distinction selon leur type, ce que 'on veut précisément faire
puisque 'on veut construire des termes applicatifs bien typés pour la théorie des types
simples.

Par exemple, nous ne pouvons pas définir une fonction coerce ayant pour type
V(A : Set),entry — option A telle que coerce A (mkE A x) se réduise en Some x pour
tout couple (A, x) et en None sinon. Ce résultat est démontré en annexe B.

Pour remédier a ce probléme, nous allons remplacer le type de 1'objet, qui est non
calculatoire, par une représentation de ce type utilisant les domaines de ’environnement
Denv. Ainsi, pour représenter des variables dans un environnement, nous allons utiliser la
paire dépendante suivante :

Record obj_entry: Set := mkOE
{ OE_domain : domain ;
OE_it : interp_domain OE_domain }.

Maintenant, il devient possible d’écrire une fonction £ ayant pour type V(d : domain),
obj_entry—option (interp_domain d) telle que f dom (mkOE d x) se réduise en x
pour tout couple (dom,x), & la condition que x soit une valeur, c¢’est-a-dire que sa forme
normale soit un terme clos :

Definition f expected pair :=
let (dom,it) := pair in
match pos_eq_dec dom expected with
right _ => None
| left e =>
Some (eq_rec dom (interp_domain Denv) it expected e)
end.
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Pour bien montrer comment cela fonctionne, il nous faut d’abord définir les fonctions
et types auxiliaires utilisés. Le type dont les constructeurs sont 1left et right est le type
sumbool dont voici la définition :

Inductive sumbool (A : Prop) (B : Prop) : Set :=
left : A — {A} + {B} | right : B — {A} + {B}

Ce type peut étre vu soit comme le type des booléens annotés par des preuves de proprié-
tés, soit comme la disjonction informative de ces propriétés : étant donné que cette disjonc-
tion est dans la sorte Set, nous pouvons construire notre fonction £ par cas sur un objet de
type {m=n}+{m<>n}. La fonction pos_eq_dec est de type Vm n :positive,{m=n}+{m<>n},
et a la propriété fondamentale suivante : pour tout entier binaire clos n, pos_eq_dec n n
se réduit en left (refl_equal n).

La fonction f commence ainsi par vérifier si 'indice du domaine dom de l'objet it
est bien le méme que celui du type attendu expected. Si c’est le cas, nous pouvons
construire I'objet Some it mais il est du type option (interp_domain dom) et non du
type option (interp_domain expected), méme si nous savons que ces types sont égaux.

Nous allons donc utiliser le principe de remplacement eq_rec qui est le principe d’éli-
mination de ’égalité eq et agit comme une conversion de types garantie par une preuve
d’égalité pour ces types (une version sire de la fonction Caml Obj.magic) .

eq_rec : V(x : domain) (P : domain—Set), P x — Vy, x=y — P y

Le terme (eq_rec dom (interp_domain Denv) it expected e) a donc pour type
option (interp_domain expected), et de plus, eq_rec a pour propriété que (eq_rec d
P x d (refl_equal d)) seréduit en x : or on sait que e se réduit en (refl_equal n), d’on
on obtient que le terme Some (eq_rec dom (interp_domain Denv) it expected e) est
bien de type option (interp_domain expected) et se réduit bien en Some it, ce que l'on
voulait.

Signature : fonctions et prédicats

Dans la suite de ce chapitre, nous supposerons fixé un environnement de domaines Denv
et nous noterons [d]p,,, le type interp_domain Denv d. De plus, nous noterons {xed} la
paire (mkOE d x).

Pour les symboles de fonctions et les prédicats, il est nécessaire de construire des types
du premier ordre & partir des domaines de I’environnement : les symboles de fonction
ont des types de la forme [di]pom— - .. —[du]pom—[d]p,,, €t les prédicats de la forme
[d1]pom— - - - —[dn] pom—Prop. Pour pouvoir construire ces types a partir de listes de types
d’arguments, nous allons utiliser la fonction suivante :
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Definition arity := list domain.

Fixpoint abstract (rge:arity) (hd:Type) {struct rge} : Type :=
match rge with
nil => hd
| r::q => [r]p,,, — (abstract q hd)
end.

Celle-ci nous permet de définir des objets qui encapsulent fonctions et prédicats dans
deux types de paire et triplet dépendants.

Record term_entry : Type := mkTE
{ TE_arity : arity;
TE_domain : domain;
TE_it : abstract TE_arity [TE_domain], 3.

Record pred_entry : Type := mkPE
{ PE_arity : arity;
PE_it : abstract PE_arity Prop}.

Dans le type term_entry, le premier champ désigne la liste des types des arguments et
le second le type du résultat, le troisiéme contient la fonction elle-méme. Pour les prédicats,
seul le type des arguments est nécessaire. La donnée d’une signature pour un probléme du
premier ordre sera alors la donnée de Denv et de deux environnements de type respectif
Store term_entry et Store pred_entry.

Dans la suite, nous utiliserons les notations suivantes :

{f €[dy;...;d,]—d} =mkTE [dy;...;d,] 4 f
{P€[dy;...;d,]—*} =mkPE [dy;...;d,] P

EXEMPLE 4.4
Pour exprimer les propriétés d’entiers de type N et de tableaux d’entiers de type (in Ay),
nous utiliserons la signature de domaines Denv = 1 — N 2 — Ay.

Dans la signature, nous allons mettre la constante 0 ainsi que les symboles de relation
< et > sur les entiers. Nous mettrons également les fonctions select et store sur les
tableaux et le prédicat sorted exprimant le fait que le tableau contient des entiers triés
par ordre croissant. Nous aurons aussi besoin du prédicat valid exprimant le fait qu’un
entier est un indice valide (dans les bornes) pour un tableau.

Si nous faisons le point, les fonctions de notre signature sont :

0:N

select : Ay—N—N
store : Ay—N —=N—Ay
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et les prédicats :
<:N—=N —Prop
>:N—N—Prop
sorted : Ay—Prop
valid : N—Ay—Prop

Dans notre encodage, les environnements correspondants seront :

Tenv = 1+ {0 € [|—1}
2 — {select € [2;1]—1}
3+ {store € [2;1;1]—2}
Penv = 1+ {< € [l;1]—x}
2 {> € [1;1]—x%}
3 +— {sorted € [2]—x}
4 +— {valid € [1;2]—*}

4.3.2 Termes et formules

DEFINITION 4.5 (TERME, FORMULE)
Les termes et les formules sont des types récursifs définis par :

term := Var positive
| DB nat
| App positive args
args := () | term,args
form:= Atom positive args | VaomainfOTM | JdomainfOTM

| L |form - form | form A form | form V form

Dans les termes, le constructeur Var représente les variables libres et le constructeur DB
représente les variables liées sous la forme d’indices de deBruijn|dB72] : les indices sont des
entiers naturels unaires (du type nat := 0 | S nat), 0 représente ainsi la variable liée par
le quantificateur le plus interne, (S 0) = 1 la suivante, etc. Les constructeurs App et Atom
représentent respectivement les termes composés a partir de 'application d’un symbole de
fonction et les formules atomiques (application d’un prédicat a des termes). Leur premier
argument est donc l'indice du symbole de fonction ou de prédicat dans la signature. Les
indices des quantificateurs V et 3 représentent le domaine (selon Denv) de quantification.
Les variables quantifiées ne sont pas représentées au niveau du quantificateur, c’est la
notation de deBruijn qui prend en charge leur identification. La négation de la formule F'
peut étre obtenue par la formule F — 1.

Un terme est dit clos si, et seulement si, il ne contient aucun constructeur DB, et une
formule est dite close si tous ses constructeurs ont des indices inférieurs a leur profondeur
de quantification.
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EXEMPLE 4.6

Dans cet exemple, nous allons utiliser la signature de 'exemple 4.4. Nous allons exprimer
le fait que dans un tableau trié d’entiers, il existe un indice a partir duquel tous les entiers
du tableau sont positifs :

Va : Ay, sorted(a)—3i : N,Vj : N,valid(j,a)—
(7 <i)—(select(a,j) < 0)) A ((j > i)—(select(a,j) > 0))

Pour représenter cette proposition, nous utiliserons la représentation suivante :

Vy(Atom 3 (DB 0)->3,Y;(Atom 4 (DB 0,DB 2))->
(Atom 1 (DB 0,DB 1))->(Atom 1 (App 2 (DB 2,DB 0),App 1 0)) A
(Atom 2 (DB 0,DB 1))—(Atom 2 (App 2 (DB 2,DB 0), App 1 0))

Interprétation des termes et des formules

Dans cette partie, nous supposons fixée, outre 'environnement de domaines Denv, la
signature composée d’un environnement de fonctions Tenv : Store term_entry et d’un
environnement de prédicats Penv : Store pred_entry.

Nous souhaitons maintenant écrire une fonction interp_term dont le type sera :

Store obj_entry—list obj_entry—term—V(d : domain), option [d]p, .

Les deux premiers arguments seront les environnements d’interprétation pour les variables
libres et liées. Pour les termes réduits a une variable libre ou liée, nous allons procéder de la
méme facon que dans notre fonction f précédente, mais pour les termes formés par appli-
cation, il faut définir une fonction interp_args mutuellement récursive avec interp_term
pour interpréter les arguments des symboles de fonction. Le probléme qui se pose alors est
complexe : quel doit étre le type des objets retournés par interp_args ?

La solution la plus simple serait une liste d’'objets du type option obj_entry, mais le
probléme de cette représentation est qu’elle nous contraindrait a parcourir & nouveau cette
liste pour y appliquer le symbole de téte. Plutdét que de faire cela, nous avons choisi de
passer le symbole de téte en argument a la fonction (une sorte de passage par continuation),
notre fonction interp_args aura alors le type :

Store obj_entry—list obj_entry—args—
V(rge : arity)(7 : Type),abstract rge T—Poption T’

Cette fonction est trés simple puisque les coercitions de types auront toutes lieu dans
interp_term, il s’agit simplemement d’'un combinateur d’application n-aire :

Fixpoint interp_args & 0 a rge T {struct rge}:
abstract Denv rge T — Poption T :=
match a,rge return abstract Denv rge T — Poption T with e/
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0,nil => (At. PSome t)
| (t;argv) ,dom::domv =>
match interp_term £ 0 t dom with
None => (Af. PNone)
| Some arg => (Af. interp_args ¢ 0 argv domv T (f arg))
end
| _, _ => (Af. PNone)
end with interp_term ...

La bonne formation de cette fonction repose sur le fait que si x est de type [d]p,,, et £
de type abstract (d: rge) T — qui peut se convertir en [d],,— (abstract rge T) —
alors (f x) est de type abstract rge T. Ce dernier élément nous permet d’écrire notre
fonction d’interprétation des termes.

. interp_term £ & t expected {struct t}:
option [expected],, :=
match t with
App hd a =>
match get hd Tenv with PNone => None
| PSome {head € rge — dom} =>
match pos_eq_dec dom expected with right _ => None
| left e =>
match interp_args & 0 a rge [dom]p, . head with
PNone => None
| PSome it =>
Some (eq_rec dom interp_domain it expected e)
end
end
end
| DB i =>
match Lget i 0 with None => None
| Some {itedom} =>

match pos_eq_dec dom expected with right _ => None
| left e => Some (eq_rec _ (interp_domain Denv) it _ e)
end
end
| Var n =>

match get n { with PNone => None
| PSome {it€dom} =>
match pos_eq_dec dom expected with right _ => None
| left e => Some (eq_rec _ (interp_domain Denv) it _ e)
end /.




4.3. REFLEXION AU PREMIER ORDRE 143

end
end

Dans la suite de ce document, nous utiliserons les notations suivantes :

[[t]]gﬁ = interp_term £ 0 t d
[[<I>|a]];5 = interp_args { d a1 T @

Interprétation des formules L’interprétation des formules se fait de facon similaire au
cas propositionnel :

Fixpoint interp_form & ¢ (f:form) {struct f} : Prop :=
match f with
Atom hd a =>
match get hd Penv with PNone => True
| PSome {head € rge — *} =>

match [head|a[;5 with PNone => True

| PSome P => P

end
end
=1
A - B => (interp_form & § A) — (interp_form £ ¢ B)
A B => (interp_form ¢ 6 A) A (interp_form £ § B)
V B => (interp_form £ 6 A) V (interp_form £ & B)
Vaom G => V x:[dom], , interp_form & ({x€dom}::6) G
Ewm => 3 x:[dom]p,,, interp_form ¢ ({xedom}::0) G

|
|
| A
| A
|
|

On notera que toutes les variables liées par des quantificateurs s’interprétent sur une
variable nommeée x. Le mécanisme d’évitement de la capture du systéme Coq va en fait
ajouter un nombre comme suffixe pour garantir qu’il n’y ait pas de collision de noms. Ainsi
la formule de 'exemple 4.6 s’interprétera sur la proposition Coq suivante, qui est bien
a-équivalente a celle de I'exemple.

Vo : Ay, sorted(x)—3xg : N, Vg : N valid(z, x)—
((x1 < zg)—(select(x,z1) < 0)) A ((z1 > x0)—(select(z,x1) > 0))

L’utilisation de listes pour I’environnement des variables liées est parfaitement adaptée
pour la notation de deBruijn : a chaque fois que 'on interpréte un quantificateur, la position
des anciennes variables liées est décalée de 1 dans la liste de facon identique & l'indice
pointant sur la variable en question dans la formule, et comme il est rare de rencontrer des
formules dont la profondeur de quantificateurs est élevée, nous avons choisi de conserver
cette structure malgré un temps d’accés linéaire.

Dans la suite, nous noterons [G], ; le terme (interp_form £ 0 G).
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Contextes et séquents

DEFINITION 4.7 (SEQUENT)

Un séquent est un triplet noté =,I' = G, ot = est I'ensemble des domaines des variables
libres du séquent, stockés dans un Store domain, leur position dans le Store correspond
aux indices du constructeur Var. I' est le contexte de type Store form contenant les
hypothéses, et GG : form est la conclusion du séquent.

Il nous est nécessaire de maintenir explicitement ’ensemble des variables libres dans le
séquent pour pouvoir 'interpréter par une proposition Coq ot ces variables sont universel-
lement quantifiées.

Il faut alors procéder en deux temps : d’abord nous définissons une fonction interp_ctx
similiaire a celle utilisée dans le cas propositionnel qui nous permet de construire une série
d’implications des hypothéses vers la conclusion du séquent :

Fixpoint interp_hyps I' (F:Full I') (V:var_env — Prop)
{struct F} : var_env—Prop :=
match F with
F_empty => VU
| F_push G I'y Fp =>
interp_hyps [y Fo (AL [G],;— V(&)
end.

Le résultat de cette fonction n’est pas directement une proposition mais une fonction
attendant un environnement pour les variables globales et donnant la proposition corres-
pondante.

Ensuite, nous définissons une fonction qui construit la cléture universelle de la propo-
sition représentant le séquent par récurrence sur la liste des domaines des variables libres :

—_

Fixpoint interp_vars Z (F:Full =) (VU:var_env — Prop)
{struct F} : Prop :=
match F with
F_empty => U empty
| F_push dom =y Fy =>
interp_vars Zy Fo (A{.Vx:[dom], ,W(£;{x: dom}))
end.

L’ensemble du schéma d’interprétation est résumé dans la figure 4.4

Instanciation des quantificateurs

Pour formaliser le raisonnement au premier ordre avec égalité, il nous manque encore
une opération élémentaire sur nos objets : 'instanciation d’une formule par un terme clos
(inst).
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Termes
Op = !
[DB n]]gé = x si /{Z‘ET}
’ r=r
[Var i, ; = x si 5i:€$er}
’ r=r
R . | Tenv; ={f € d—1’
[App i a]; s = [ f] a]]?,a S1 o t }
r=r
Arguments
0
[©[0]es = ®
[t = ]t = [21,)] o]
675 576 576
Formules
[Atom i a], ;= [P| a]]g(s si Penv; = {P € d—x}
1 = 1
]
HVdFﬁfé = Vo [[d]]Dom ’ [[F]]f,{xed}::é
|:|:é|dF:|:|£6 = Jz - [[d]]Dom ’ [[F]]g,{:ped}::d
[Fi—Fe s = [F1]e s — [Folle s
[[Fl/_\F2]]§,5 = [[Fl]]g,é A HF2]]§,6
[[FIVF2]]§,5 = HFI]]@ v HF2]]§,5
Hypothéses
[0jw], = T(€)
r:rvl = rje e ([P —v@) ],
Variables libres
] = w (o)
[E:d V] =[E|¢— Vo [dlpy,, ¥(E{z €d})]
Séquents
E,FI—G]] = HE £ [[F 6’}—)[[G]]€/7®:|:|§:|]

F1G. 4.4 — Description synthétique de I'interprétation des séquents
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L’opération inst se raméne au remplacement de (DB n) par le terme & substituer, ou
n est le nombre de quantificateurs traversés. Il n’y a pas de décalage d’indices a effectuer
dans t puisque ce terme est clos (il ne contient aucun indice de deBruijn). La fonction qui
effectue cette transformation va donc prendre un argument supplémentaire de type nat que
I'on utilisera pour savoir si un indice de deBruijn doit étre remplacé. La fonction nat_eq
utilisée est une fonction booléenne de comparaison d’entiers de type nat.

Fixpoint inst_term t n (s:term) {struct s} :term :=
match s with
App f args => App f (inst_args t n args)
| DB i => if nat_eq i n then t else DB i
| Var v => Var v
end
with inst_args t n (a:args) {struct a} :args :=
match a with

0 =>0
| arg; more => (inst_term t n arg); (inst_args t n more)
end.

Fixpoint inst_form t n (f:form) {struct f} :form :=
match f with
Atom p args => Atom p (inst_args t n args)

| 1 = J_

| A > B => (inst_form t n A) > (inst_form t n B)
| A AB=> (inst_form t n A) A (inst_form t n B)
| A \/ => (1nst form t n A) V (inst_form t n B)
| Vien G => vdom (inst_form t (n+1) G)

| ﬂdom => Jyon (inst_form t (n+1) G)

end

4.3.3 Traces de preuve

Les traces de preuve que nous allons utiliser ici sont une simple extension de celles
utilisées précédemment pour la logique propositionnelle.
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DEFINITION 4.8 (TRACES DE PREUVE)
Les traces de preuve sont définies récursivement comme suit :

proof := ... (idem définition 4.2)
| V; proof
| Vg positive term proof
| Vp positive proof proof
| 35 term proof
| Jdg positive proof
| Jdp positive proof

La sémantique des traces de preuves propositionnelles s’étend naturellement au pre-
mier ordre en ajoutant le contexte de variables = qui reste invariable par ces régles. La
sémantique des régles ajoutées est décrite dans la figure 4.5. Nous avons suivi ici le calcul
G471 mais il est possible d’utiliser des variantes ou d’ajouter des régles.

m:2;j—d,I'F (inst A (Var j)) 7:2,1;(inst At) -G
(V; ) : 2, T F VA (Vpitn):Z, TG
m:ET+FV4A m:ET;BFG
(Vpimm):E,TFG
m:2,I'F (inst A t) n:2;j—d,[';(inst A (Var j)) - G
(3 tm):ETF3A (Fpim):THG
W:E,F;Vd(A—WB) FG
(Fpim):E,TFG

I, =V,A

I; = (V4A)-B

Fi == EldA

I; = (34A)>B

Fi1G. 4.5 — Reégles d’inférence pour les quantificateurs

EXEMPLE 4.9
Pour illustrer le fonctionnement des régles pour les quantificateurs, nous allons prouver le
théoréme suivant, exprimé dans la signature de I'exemple 4.4 : « si tous les tableaux sont
triés, alors il existe un tableau trié ».

Malheureusement, la validité de cette proposition dépend de I'existence d’un terme clos
de type Ay, or la signature fournie ne le permet pas, ¢’est pourquoi nous allons ajouter un
quantificateur universel en téte de formule qui nous donnera une variable dans le type Ay.

Axi:1— 2,V,sorted(DB0); sorted(Var 1)  sorted(Var 1)
Vp1Varl(Ax i):1— 2, Vosorted(DBO) F sorted(Var 1)
J;Var1 (Vg 1Varl(Ax i))): 1~ 2,Vysorted(DBO) + Jpsorted(DB0)
—;(3;Var1 (Vg 1Varl(Axi)))):1+— 2,0+ (Vysorted(DB0))—>Ipsorted(DBO)
Vi(—r(3rVar 1 (Vg 1Var 1 (Ax 4))))) : 0,0 - Va(Vasorted(DB 0))->Tasorted (DB 0)
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Nous pouvons alors étendre notre fonction check_proof pour gérer les régles supplé-
mentaires. Les régles propositionnelles sont traitées comme a la section 4.2, a 'exception
de la régle de coupure Cut car on souhaite ici vérifier que la bonne formation des formules
est préservée. Dans les régles Vg et dj, ainsi que pour la régle Cut, nous vérifions que les
termes et les formules introduits sont bien formés, de sorte que toutes les régles préservent
la bonne formation des séquents.

Fixpoint check_proof Z I' G m {struct 7}: bool :=
match m with

| Vi p =>
match G with V4 F =>
check_proof (Z; d) I' (inst_form (Var (index =)) O F) p
| _ => false end
| Vg it p =>
match get i I' with PSome (V4 F) =>
check_ground_term Denv Tenv = t d &&
check_proof = (I'; inst_form t O F) G p
| _ => false end
| Vp i p1 p2 => _
match get i [' with PSome ((V4 F) — C) =>
check_proof = T’ (V4 F) p1 &&
check_proof = (I'; C) G p2
| _ => false end
| El[ t P =>
match G with Hd F =>
check_ground_term Denv Tenv = t d &&
check_proof = I' (inst_form t O F) p
| _ => false end
| ElE i P =>
match get i I' with PSome (34 F) =>
check_proof (Z; d) (I'; inst_form (Var (index Z)) O F) G p
| _ => false end
| ElD i P =>
match get i I' with PSome ((3; F) — C) =>
check_proof = (I'; (V4(F = C))) G p
| _ => false end
| Cut A p; pp =>
check_form Denv Tenv Penv = nil A &&
check_proof = I' A p; &%
check_proof = (I'; A) G ps.
end.
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4.3.4 Preuve de correction
Bonne formation des formules

Contrairement au cas propositionnel, la validité des formules du premier ordre n’est pas
préservée lorsque 1'on change la signature. En voici un exemple simple, prenons la formule
réifiée suivante :

F =V, (Atom1 (App1()) (DB0))->3; (Atom1 (DBO) (DB 1))

Si 'on interpréte cette formule avec des signatures de fonctions et de prédicats vides,
comme aucune des sous-formules atomiques n’est bien formeée, on obtient la formule tau-
tologique suivante :

[F] =Vx : N.(True—3z, : N.True)

Maintenant, si 'on garde une signature vide pour les fonctions mais que 1'on reprend
la signature de prédicats de 'exemple 4.4, on obtient la formule suivante, qui n’est plus
tautologique :

[F] =Vx: N.True—3y : N.(y < x)

Enfin, si 'on interpréte cette formule avec les deux signatures de 'exemple 4.4, alors
on obtient une nouvelle tautologie :

[Fl=Vx:N.(0<z)—3y:N.(y <xz)

Nous voyons donc que des modifications dans les signatures peuvent rendre 'interpré-
tation des formules valides ou invalides, les deux cas sont possibles.

C’est pourquoi, pour prouver la correction de notre interprétation réflexive, il faudra
s’assurer de la bonne formation des formules manipulées, et vérifier que cette propriété est
conservée au cours du raisonnement et par I'opération d’instanciation. En particulier cela
explique pourquoi, lorsque 1'on introduit une formule étrangére (régle Cut) ou des termes
étrangers (régles 3; et Vg), on doit s’assurer que ceux-ci sont bien formés (voir I'encadré
page 148).

Pour cela, on commence par définir pour chacun des objets définis plus haut (termes,
arguments, formules, contextes et séquents) un prédicat WF de bonne formation, assorti
d’une fonction booléenne check de décision de ce prédicat. Les termes sont bien formés
par rapport a un domaine s’ils sont bien typés et du type de ce domaine. Les arguments
sont bien formés par rapport a une liste de domaines s’ils sont formés d’une liste d’autant de
termes bien formés et dont les types correspondent. Les formules sont bien formées si toutes
les sous-formules atomiques le sont dans un contexte contenant les variables quantifiées.
Les contextes d’hypothéses sont bien formés si toutes les hypothéses sont des formules bien
formées et closes. Un séquent est bien formé si son contexte et sa conclusion le sont.

Pour illustrer notre propos, nous donnons ici les définitions utilisées pour les formules :
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Inductive WF_form (Z:Store domain): (list domain)—form—Prop:=
WF_Atom : V A n args doms p,
get n Penv = PSome {pcdoms—*} —
WF_args = A args doms — WF_form = A (Atom n args)
| WF_Absurd : V A,WF_form = A |
| WF_Arrow : V A £, f,,
WF_form =& A £f; — WF_form & A fy — WF_form = A (f; = £3)
| WF_And : V A f; £,

WF_form = A f; — WF_form = A fy — WF_form = A (f; A £3)
| WF_OI' a V A f1 f2,
WF_form = A f; — WF_form = A fy, — WF_form = A (f; V £3)

| WF_Forall : V A dom fg,

WF_form = (dom::A) f;, — WF_form
| WF_Exists : V A dom f,

WF_form = (dom::A) f; — WF_form = A (éldom dom fg).

A (Vaop dom f0)

(1]

1

Vérifier la bonne formation des formules consiste principalement & s’assurer du bon
typage des formules atomiques en s’appuyant sur le prédicat WF_args. Ce dernier vérifie
que les types des termes sont bien ceux de la liste doms. Afin de pouvoir obtenir simplement
une preuve de cette bonne formation, on définit une fonction booléenne check_form qui
décide le prédicat WF_form.

Fixpoint check_form (=:Store domain) (A:1list domain) (f:form)
{struct f}: bool :=
match f with
Atom p a =>
match get p Penv with PNone => false
| PSome {_cdoms—*} => check_args = A a doms
end
| L => true
| £1 > 5 | £1 A £y | £, V £, =>
check_form = A f; && check_form = A f,
| Vdom fo | éldom fo => check_form = (dom::A) f
end.

On prouve ensuite pour chaque objet la correction de check par rapport a WF. Pour les
formules, cela donne le lemme suivant, que I'on démontre par une récurrence immeédiate
sur f.

Lemma WF_checked_form : V =2 A f,
check_form = A f = true — WF_form = A f.
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On pourrait se passer du prédicat WF_form = A f en le remplacant par la proposi-
tion check_form = A f = true, mais les prédicats sont plus faciles & manipuler dans
les preuves, notamment avec la tactique inversion, qui effectue une analyse par cas sur
le prédicat en éliminant les cas absurdes automatiquement. L’utilisation de 1’égalité boo-
léenne entrainerait en revanche 'apparition de beaucoup de cas absurdes ou cette égalité
deviendrait false = true. En quelque sorte, cette redondance permet de jouer sur les
deux tableaux : on obtient ainsi a la fois un prédicat prouvable par réflexion et un prédicat
inductif permettant I'inversion et ’induction.

Préservation de l’interprétation par affaiblissement

Au cours du raisonnement, on est amené a introduire de nouvelles hypothéses ou va-
riables (régles —; et V) : il faut alors s’assurer que I'interprétation des formules ne s’en
trouve pas changée. Le probléme est que lors des preuves par récurrence, on va devoir
prouver des propriétés du type (Vo.Px = Qx)—(Vz, Px) = (Vz,Qx). Malheureusement,
I’égalité de Coq ne permet pas de prouver ce type de théoréme puisqu’elle est intensionnelle,
c’est-a-dire qu’elle n’identifie pas deux fonctions dont les valeurs sont égales en tout point
du domaine. Or une égalité qui permettrait de prouver la propriété ci-dessus devrait étre
extensionnelle pour rendre égaux deux prédicats P et () égaux en tout point du domaine.

Pour remédier & ce probléme, une solution simple est de remplacer 1’égalité par I’équi-
valence logique <, définie par (A—B) = (A—B) A (B—A). Nous serons alors en mesure
de prouver (Vz.Pr—Qx)—((Vz.Px)—(Vz.Qx)). Bien que I’équivalence logique soit plus
large que I’égalité, elle préserve la validité des propositions et s’avére donc suffisante pour
nos besoins. Nous pouvons alors prouver quatre lemmes d’affaiblissement sur le type form.

Lemma Weak_WF_form : V Z A dom G, Full = —
WF_form Z A G — WF_form (Z;dom) A G.

Lemma Bind_WF_form : V Z A Ay G, Full = —
WF_form = A G — WF_form = (A ++ Aj) G.

Lemma Weak_interp_form: V = F £ x dom G §, Instance = F £ —

WF_form Denv = (List.map OE_domain §) G —
([Gles = [Glie  vesony),s) -

Lemma Bind_interp_form : V = F £ 0y G 6, Instance = F £ —
WF_form = (List.map OE_domain §) G —
([GCles < [Gle 54+ -

Le prédicat utilisé dans les deux derniers lemmes, Instance = F &, signifie que la
valuation £ : Store obj_entry est une instance du contexte de variables = : Store domain,
c’est-a-dire que si 'on projette pour chaque paire de £ le domaine correspondant, on obtient
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=. Ce prédicat permet de quantifier sur toutes les valuations possibles d'un contexte de
variables =, on le définit de la fagon suivante :

—
—

Inductive Instance : V =, Full & — V £ : Type :=
I_empty : Instance empty F_empty empty

| I_var : V 2= F £ dom x, Instance Z F (¢ —
Instance (Z; dom) (F_push dom = F) (&; {x€dom}).

Pour le contexte des variables liées, nous n’utilisons pas un prédicat mais la fonction
List.map OE_domain 0 qui construit la liste des domaines contenus dans les paires de la
liste o.

Correction de l’'instanciation

La fonction d’instanciation inst_form est utilisée dans notre calcul de deux maniéres
différentes :
— Dans les régles Vg et 3;, inst_form est utilisée pour calculer P{z — t} & partir de
Va.P.
— Dans les régles V; et 3y, inst_form est utilisée pour calculer P{z — X} a partir de
Vx.P, ou X est la variable introduite dans le contexte A.
Pour chacune de ces utilisations, il faut prouver que l'instanciation préserve la bonne
formation des formules :

Lemma WF_Forall_instx : V ¢ (F:Full &) dom G,
WF_form & nil (V4uG) —
WF_form (&; dom) nil (inst_form (Var (index &))

(@}

G) .

Lemma WF_Exists_instx : V & (F:Full &) dom G,
WF_form & nil (d4onG) —
WF_form (&; dom) nil (inst_form (Var (index &))

(@}

G) .

1

Lemma WF_form_inst : V = t dom, WF_ground_term = t dom —
V G A, WF_form = (A ++ (dom::nil)) G —
WF_form = hyps A (inst_form t (length A) G).

Le prédicat WF_ground_term est analogue & WF_term mais vérifie que le terme est
clos, c’est-a-dire sans variable liée DB i. Maintenant, pour spécifier le comportement de la
fonction, nous énoncgons puis prouvons les lemmes suivants :

Lemma form_instx : V = F £, Instance = F £ — V dom x G 4,

WF_form = (List.map OE_domain () ++ ({x€dom} :: nil))) G —
([inst_form (Var (index Z)) (length §) G[(¢ (xcdon})s <

[[G]]fv(5++({x€dom}::nil)) . -
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Lemma form_inst : V = F £ t dom x, Instance = F { —
WF_ground_term = t dom — interp_term £ nil t dom = Some x —
V G 0, WF_form = (List.map OE_domain (6++({x€dom}::nil))) G —
ni1)) < [inst_form t (length &) GJ¢s

( [[G]] &,(0++({xEdom}::

Schéma de réflexion

Comme pour les objets, nous avons choisi de définir un prédicat WF_proof qui corres-
pond & la notation 7 : =, I' - G de la figure 4.5 et de prouver qu’il est la réflexion de la

fonction check_proof :

Lemma WF_checked_proof : V 7w Z I' G,
check_proof = I' G m = true — WF_proof = I' G 7.

et ce prédicat nous permet d’énoncer le théoréme fondamental :

THEOREME 4.10 (PRINCIPE DE REFLEXION)
Les théorémes suivants peuvent étre prouvés dans Coq :

V7 : proof. VEIL G.(WF_seq Z ' G)—(WF_proof =T G m)— [E,I' F G] (4.1)
Vr :proof. VETG.
if (check_seqZI'G) && (4.2)

(check_proof =T G) then [E,T+ G| else True

Comme dans le cas propositionnel, la démonstration procéde par récurrence sur la trace
de preuve 7. Le théoréme (4.2) est une conséquence directe de (4.1), par 'utilisation des

lemmes WF_checked_seq et WF_checked_proof.
Pour conclure cette section, nous allons examiner un exemple qui va illustrer notre

propos.

EXEMPLE 4.11
Cet exemple est la preuve que si n est pair, alors n + 2 I'est aussi. Nous commenc¢ons par

spécifier les symboles que nous allons utiliser.

Variable N:Set.
Variable S:N — N.
Variables pair impair: N — Prop.

Puis nous annoncons a Coq la propriété que nous allons prouver :
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Lemma pair_plus_deux :

(V x, pair x — impair (S x)) —
(V x, impair x — pair (S x)) —
(V x, pair x — pair (S (S x))).

Ensuite, il faut définir la version réifiée de la signature, qui va nous donner les domaines
de quantification, les fonctions et les prédicats, puis la version réifiée de la propriété a
prouver.

pose (Denv := empty; N).
pose (Tenv := empty; {S€1—1}).
pose (Penv := empty; {impairel—x}; {pairel—x}).

pose (goal :=

(Vi, Atom 2 (DB 0) —» Atom 2 (App 1 (App 1 (DB 0)))).
pose (hyp2 := (V;, Atom 2 (DB 0) — Atom 2 (App 1 (DB 0))).
pose (hypl := (V;, Atom 1 (DB 0) — Atom 2 (App 2 (DB 0))).

Nous donnons ensuite la trace de preuve :

pose (prf :=
vy (—=; (Vg 1 (Var 1) (Vg 2 (App 1 (Var 1))
(—p 34 (=5 65 (Ax ))NN).

Enfin nous pouvons donner directement a Coq la preuve utilisant le principe de ré-
flexion :

exact (Reflect Denv Tenv Penv prf empty
(empty;hypl; hyp2; nil) goal)
Qed.

4.4 Ajout de I’égalité

4.4.1 Reéification de I’égalité et de la réécriture

Pour ajouter I'égalité dans le cadre que nous avons défini, il faut d’abord étendre le type

form par la construction term = term qui représente 1’égalité de deux termes partageant
domain

un certain domaine, et nous définissons l'interprétation de cette formule par I'équation

suivante :
Htl = t2ﬂ = (Htl]]?a = ﬂtﬂ]g(s)
d 576 ’ HdﬂDom ’

On ajoute alors le cas suivant dans la fonction interp_form :
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| t; = tg =>
dom
match [t1]5, [t2]¢s with
Some x;, Some Xy => X{=Xo
| -, => True
end

Pour modéliser la régle de remplacement, il est nécessaire d’implanter cette opération
au niveau des objets réifiés, ce que I'on fait a ’aide de 'opération rewrite. Cette opération
nécessite que 'on spécifie a quelle(s) position(s) d’une formule on souhaite remplacer un
terme clos par un autre. Pour ce faire, il faut définir un type occ représentant des positions
dans les formules et les termes.

DEFINITION 4.12 (OCCURRENCES)
Les ensembles d’occurrences de termes dans les formules sont représentés par les types
récursifs suivants :

OCCterm ‘= O O0CCform ‘= 0O
| A | @ occyrgs
@ 2
| occargs | 0CCterm = OCCterm
0CCqrgs 1= 0O | 0CC form DI OCC form,
| O0CCterm; 0CCqrgs- ‘ /\OCCform

Le symbole © désigne ’ensemble vide de positions et le symbole A désigne I'occurrence
en téte du terme. Les autres symboles permettent de construire des ensembles de positions
dans des sous-termes ou des sous-formules : le symbole @ construit un ensemble de positions
dans les arguments d’une fonction ou d’un prédicat, le symbole = unit les ensembles de
positions dans les deux membres d’une égalité, le symbole < unit les ensembles de positions
dans les deux sous-formules d’un connecteur et le symbole A désigne les positions sous un
quantificateur.

Les fonctions de réécriture sont relativement simples a écrire ; on notera 'utilisation de
la fonction booléenne term_eq qui vérifie que le terme que 1'on remplace est bien celui que
I’on souhaite remplacer.

Fixpoint rewrite_term ta tb occ t {struct t}
option term :=
match occ with © => Some t
| A => if term_eq t ta then Some tb else None
| @ aocc =>
match t with App f args =>
match rewrite_args ta tb aocc args with None => None
| Some rargs => Some (App f rargs) end
| _ => None
end end /.
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with rewrite_args ta tb aocc a {struct a} :

option args:=
match aocc,a with

©,_ => Some a
| occ; occq, t; q =>

match rewrite_term ta tb occ t,

rewrite_args ta tb occq g with
Some rt,Some rq => Some (rt; rq)
| _,_ => None end

| _,_ => None
end end.

Fixpoint rewrite_form ta tb occ G {struct G}
option form :=
match occ,G with
©®, _ => Some G
| @ aocc, Atom p args =>
match rewrite_args ta tb aocc args with None => None
| Some rargs => Some (Atom p rargs) end
| occ; = occy, tlrf ty =>
match rewrite_term ta tb occ; ti,
rewrite_term ta tb occy ty with

Some t;’,Some ty’ => Some (t;’ = t3’) | => None end
d

| occy X1 occy, £ — f5 =>
match rewrite_form ta tb occy; fq,
rewrite_form ta tb occy f5 with
Some f;’,Some fy’ => Some (f; — fy°) |
| occy > occy, f1 A fy =>
match rewrite_form ta tb occ; £,
rewrite_form ta tb occy f5 with
Some f;’,Some fy’ => Some (f;’> A f37) |
| occy > occy, f1 V fy =>
match rewrite_form ta tb occy; £,
rewrite_form ta tb occy fy with
Some f;’,Some f,’ => Some (f;’ V f3°) |
| A occo, Yy fq =>
match rewrite_form ta tb occy fy with None => Nomne
| Some fo’ => Some (Vd fy’ ) end
| A occo, Iy o =>
match rewrite_form ta tb occy fy with None => None
| Some f;’ => Some (3d fy’ ) end

=> None end

—_ =

=> None end

—_5 =

=> None end

=9 =
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| _,_ => None
end.

La réécriture sous les quantificateurs pourrait poser des problémes de capture, par
exemple si 'on remplacait le terme réifié (App 1 [|) par (DB 0), mais nous avons ici supposé
que les termes remplacés sont clos, ce qui permet de dire qu’il ne contiennent pas d’indice
de deBruijn.

Pour prouver la correction du systéme étendu avec 1'égalité, il faut d’abord étendre
les fonctions et les définitions du systéme de base et ajouter des lemmes prouvant que la
réécriture donne des termes et des formules bien formés :

Lemma WF_rewrite_form : V I' dom t; to,
WF_ground_term I' t; dom — WF_ground_term I' t; dom —
¥V G occ G’ A, rewrite_form t; ty occ G = Some G’ —
WF_form I’ A G — WF_form I' A G’.

La sémantique de la fonction de réécriture est donnée par le lemme suivant : si les
termes que I'on remplace sont égaux, alors la formule réécrite est équivalente a la formule

originale (et non égale car on peut réécrire sous des quantificateurs, ce qui pose le probléme
de l'extensionnalité).

Lemma form_rewrite : V I' F £, Instance ' F ¢ —
VY dom t; tg ty’ to?,
WF_ground_term I' t; dom — WF_ground_term ' t, dom —
[ti]enin = Some t1° — [tolenin = Some ty? — t;7 = ty7 —
V G occ 0 G, rewrite_form t; ty, occ G = Some G’ —
WF_form I' (List.map OE_domain ) G —
([6les < [G]eo) -

4.4.2 Preuve par réécriture

Il faut maintenant ajouter dans le type proof les régles d’inférence pour I’égalité. On
choisit d’introduire un type intermédiaire dir :=+« | — pour indiquer dans quel sens on

souhaite réécrire I'égalité. La sémantique de ces nouvelles régles est donnée dans la figure
4.6.
proof := (cf. 4.8)
| =1
| =g, positive dir occ proof
| =g, positive positive dir occ proof
| =p positive proof

L’ajout des cas correspondants dans la fonction check_proof se fait de facon immeédiate.
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.= IAFG Iy (£ =
=2 'kt=t (=p im):E'FG T
7:2,'F (rewrite st p G) P—s=t

(=g, @ » pm):E,'FG d

7:2,I'F (rewrite t s p G) [ —s=t

(=g, @ « pm):E,THG d
m:2,1; (rewrite st p A)F G {Fi:sjt
(=p ij - pm):ETFG |T;=4
m:2,1; (rewritet sp A)F G {Fi:sit
(=g, ij <« pm):E'EG [T;=A4

FiG. 4.6 — Regles d’inférence pour I'égalité

| =7 =>
match G with t; = to => term_eq t; to

dom

| _ => false end
| =g, i dir occ p =>
match get i [' with PSome (t; ;; ty) =>
match
(if dir (* = <« #*) then
rewrite_form t; ty occ G else
rewrite_form ty t; occ G) with None => false
| Some G’ => check_proof = I' G’ p end
| _ => false end
| =g, i j dir occ p =>
match get i I',get j I' with
PSome H,PSome (t; i; ty) =>
match
(if dir (¥ = <« *) then
rewrite_form t; to occ H else
rewrite_form t, t; occ H) with None => false
| Some f,’ => check_proof = (I'; £, ) G p end
=> false end

| com
| =p ip =>
match get i I' with
PSome ((t; di ty) — C) =>
om
term_eq t; to && check_proof = (I'; C) G p
| _ => false end
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Enfin, grace aux lemmes intermédiaires, nous pouvons étendre le principe de réflexion
a ces nouvelles régles.

4.5 Interprétation de traces de réécriture

Dauns cette partie, nous allons décrire une expérience réalisée avec Evelyne Contejean :
I'utilisation de notre principe de réflexion pour valider des preuves par réécriture calculées
par 'outil CiME. Ces preuves sont obtenues par le calcul de complétion ordonnée a partir
de problémes de la bibliothéque TPTP. Cette expérience a fait I'objet de la publication
[CCO5].

4.5.1 Complétion ordonnée

Le but de la complétion ordonnée [Pet83, HR87, BDP89| est de construire un systéme
de réécriture confluent et normalisant [Ter03] & partir d’un ensemble d’équations afin de dé-
cider le probléme du mot, c’est-a-dire si I’égalité de deux termes est une conséquence équa-
tionnelle des égalités du systeme de réécriture. Certains prouveurs automatiques comme
CiME [CMU04] ou Waldmeister [HL02| utilisent une version étendue de la complétion or-
donnée pour résoudre également des problémes d’unifiabilité : existe-t-il une instance de
I’égalité a prouver qui soit une conséquence du systéme de réécriture ?

Nous allons utiliser la présentation classique du calcul de complétion comme un en-
semble d’applications de régles d’inférence. La donnée d’entrée pour ce calcul est une paire
(Ep, s = t), ou Ey est un ensemble d’égalités (universellement closes) qui définissent une
théorieéquationnelle, et ol s = ¢ est une conjecture (existentiellement close). Le résultat
est True quand il existe une substitution o telle que so et to soient égaux modulo Fjy, et
False sinon.

Toutefois, cette procédure de semi-décision peut ne pas terminer. L’ensemble du cal-
cul utilise un ordre de réduction >. Les régles de complétion sont des transitions entre
des triplets (E, R,C), ou E et C sont des ensembles d’équations (paires de termes non
ordonnées), alors que R est un ensemble de régles (paires ordonnées de termes).

L’ensemble des régles de complétion (voir figure 4.7) se divise en plusieurs groupes :

— La régle Init(Ey - s = t) démarre le calcul en construisant le triplet initial & partir
des axiomes de ’ensemble Fj et de la conjecture s = t.

— Les régles Orient et Orient’ ordonnent des égalités w = v de E pour en faire des
régles de réécriture dans R. Si u et v sont comparables par >, alors on crée une seule
régle dans le sens décroissant, sinon on peut avoir uoc > vo ou vo > uc suivant le
choix de la substitution o et on doit donc ajouter les régles dans les deux sens.

— Les régles de réécriture sont utilisées par les régles d’inférence Rewrite, Rewrite’,
Collapse et Compose pour réécrire respectivement un membre d’une équation de
E. une conjecture de C', le membre gauche d’une régle de réécriture ou son membre
droit.
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— De nouvelles conjectures ou égalités sont calculées par calcul de paires critiques entre
deux régles (Critical pair) ou une régle et une conjecture (Narrow). Une application
successive de régles d’inférence peut continuer ad infinitum ou déboucher sur une
application de la régle Success.

4.5.2 Annotation des régles et traces de complétion

Pour construire une trace destinée a un logiciel de gestion de preuves formelles comme
Coq, les régles d’inférence doivent étre annotées par des informations supplémentaires. Les
régles se divisent alors en deux catégories : celles qui simplifient les équations ou les régles
en les réécrivant et celles qui créent de nouvelles équations ou conjectures. L’application
des régles de simplification est inscrite dans I'historique du terme simplifié, et les nouvelles
équations et conjectures sont annotées par I’étape de raisonnement qui les a créées.

De plus, il faut identifier avec précision les membres gauches et droits des équations, ce
qui conduit a dupliquer certaines régles. Nous ne donnons ici que la version gauche de ces
régles quand la version droite peut se déduire sans ambiguité.

Les objets que nous manipulons vont donc étre annotés de la facon suivante :

— Une équation est une paire de termes avec une trace, nous la noterons u = v, lorsque

la trace ne sera pas importante.

— Un terme u a une version actuelle u*, une version originale u°, et un historique

consistant en une suite d’étapes de réécriture permettant de réécrire u°® en u*.

— Une étape de réécriture est donnée par une position, une substitution et une régle de

réécriture.

— Une régle de réécriture est une équation u = v orientée (4+ ou —) que nous noterons

u = v ou v = u suivant le sens choisi.

— Une trace est, ou un axiome (w), ou un « pic » correspondant & une paire critique
(k), ou une spécialisation (narrowing) (soit dans le membre gauche (vp), soit dans le
membre droit (vg)).

— Un pic est la donnée du terme commun ¢, de deux régles rl; et rly, et de la position

rl rl
a laquelle la régle la plus profonde rly doit s’appliquer a ¢ : <T2t Al

—

Un axiome (paire de termes nus s = t) peut étre transformé en une équation s =t¢
annotée par la trace w(s = t) et oul les termes s et t sont annotés par 'historique vide.

Etant donné un terme u, une régle [ — r, une position p et une substitution o, avec
u*|, = l*o, le terme u peut étre réécrit en un nouveau terme u' = Rew(u, —>é;,”), onl
u° = u°, u* = u*[r*o], et Phistorique de u’ est h; (p,o,l — r), ot h est 'historique de w.
Les régles de complétion avec annotations sont résumées dans la Figure 4.8.

4.5.3 Construction d’une trace de preuve a partir des annotations

Quand un triplet (E, R,C) peut faire I'objet d’une application de la régle Success,
toute 'information nécessaire pour construire une preuve formelle peut étre extraite de
la trace de la conjecture s = t telle que s* et t* soient unifiables. La preuve formelle est
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- Init(Eo Fs= t)
E07 (Da {3 = t}

{u=v}UER,C Orient
E{u—v}UR,C 5*>"
(= BUERC g
E,{u—>v;v —>U}UR,C siugvetvLu.
{u=v}UE{l—-r}UR,C * Rewrite
{U[TO’]p — U} U E, {l _ T’} U R, C s ulp =lo et lo > ro.
E{l—-r}UR{s=t}uC  Rewrite’
E’ {l — ’l“} U R, {S[TO‘]p — t} uQC s slp =lo et lo > ro.
EA{l—r,g—d}UR,C Collapse
{l[do], =r}UE,{g —d}UR,C silly=go.
E{l—-r,g—dlURC Compose
E. {l — r[do],,g > d} UR,C sirlp=go.
E{l>rg—diURC Critical pair®
{lp1ldps)po =rpro} UE {l = r,g = d} UR,C silpilpo =gp20.
E{9g—dfUR{s=t}UC ‘Narrow"
E,{g — d}UR,{spi[dps),0 = tpio} U{s =t} U C sisrilwo=gpz0.
E,R{s=t}uC

True

Success
si s et t sont unifiables

®Les régles | — r et ¢ — d doivent subir les renommages respectifs p; et p2 de fagon & séparer leurs
ensembles de variables.

bLa conjecture s = t et la régle | — r doivent subir les renommages respectifs p; et po de facon a séparer
leurs ensembles de variables.

FiG. 4.7 — Regles du calcul de complétion
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{u

Ep,0,{s =t} True
=v}UE,R,C {u=v}UE,R,C

Success

Orienty, Orientp

E{u5v}UR,C E{v>u}UR,C

{u=v}UE,R,C
E,{uiv;v;u}UR,C

Orient’

B +
{u=v}UE{{l=>r}UR,C Rewritey,

+
{Rew(u, H—T>):v}UE,{l$r}UR,C

p?o-

E{lErUR {s=t}uC

Rewrite’;,
+
E{l 5 YU R, {Rew(s, /=", ) =t} U C
p70'
Rewriteg Rewrite’p

+ o+
EA{l->r;g=>d}UR,C Collapse |

+
{Rew(l, 2= )=r}UE,{g > d} UR,C
p,c

E{l—»rg=dtURC Collapse_

£d +
{r=Rew(l, "% )}UE,{g > d}UR,C

£ %
EA{l=r;g—=d}UR,C Compose

+
E,{liRew(r, ﬂ);gid}UR,C

b,o

+ +
E{l=rg=dtURC Critical pair

Up1[d*palpo =" pro N N
+ + .
par (224 lp1o lzr ) VEAl=rig = dfURC
+
E{g=>d}UR{s=t}UC Narrowy,
N s*p1[d*p2]po = t* pro
E, dYUR, ES + Uf{s=tluC
{g_) } parl/L( g=d sp1o s—t ) {5 }
p
+
E{g=dtUR,{s=t}uC Narrow;
N s*p1o = t*p1[d* pa]po
E, d} UR, £ - U{s=tluC
lg=dj PaI"VR(gdt,ola s ) { J

F1G. 4.8 — Regles de complétion annotées
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alors construite en deux étapes : les listes d’étapes de réécriture sont d’abord extraites des
annotations, puis transformeées en trace de preuve réifiée ou en script de tactiques.

Probléme du mot

Dans un premier temps, nous allons traiter le cas le plus simple, lorsque la conjecture
de départ est une égalité entre termes clos. Les régles de spécialisation ne s’appliquent pas,
I’ensemble de conjectures est toujours un singleton et la régle Success s’applique seulement
lorsque les deux membres de la conjecture sont syntaxiquement égaux dans leur version
courante.

Pour construire la preuve, deux possibilités s’offrent a nous : la premiére est de donner
une séquence d’étapes de réécriture entre les deux membres de la conjecture de départ,
ce qui revient & donner une preuve sans coupures de cette conjecture. Pour obtenir ce
résultat, il est nécessaire de déplier récursivement toutes les paires critiques, ce qui s’avére
coliteux et relativement complexe, alors que nous disposons de I’alternative qui consiste a
prouver chaque paire critique comme un lemme intermédiaire avant de donner la preuve
de la conjecture finale.

Les paires critiques comme coupures Tout d’abord, il est a noter que toutes les
applications de régles de complétion ne seront pas présentes dans la preuve finale. Nous
procédons donc a la sélection et a 'analyse de dépendances sur des régles réellement utiles,
en commencant par les régles des historiques de s et ¢t. L’ensemble des régles utiles est
donné par I'ensemble U(s) UU(t), ou U est défini comme suit :

Ulu) = UlireHis(u) T( =)

T(l E r)={l E r}UU() UU(r) quand Tre((! E r)) = w(u,v)
TAS)={SruUOUUP VT S r)UT (= 1)
)=k

+ [ =
quand Tre((I = r) (&2 lo—)

L’ensemble des régles utiles peut étre trié topologiquement par rapport a la relation <
définie par rly < rly & rly € T(rly) \ {rl}. Pour y arriver, la solution la plus simple est
de dater les créations de nouvelles régles.

Chaque paire critique peut étre vue comme la cloture universelle d’une égalité entre
deux termes dont la preuve n’utilise que les axiomes de Ej et les lemmes précédents (pour
<).

Quand la trace de [ = 1 oest w(u = v), cela veut dire que la régle est obtenue par

.....

preuve de [* = r* est alors constituée de la concaténation de :
1. Dhistorique de [ retourné.

2. u = v en position de téte avec la substitution identité et le signe + si la régle est
dans le méme sens que 1’équation, — sinon.
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3. I’historique de r.

+
l1~>r1

+
Quand la trace d’une régle [ = est K( bors lio ), la régle est obtenue par une

p
paire critique entre deux régles et éventuellement un changement d’orientation. On prouve
alors que [* = r* par la suite d’étapes de réécriture suivante :

1. T'historique de [ retourné.
2. une preuve de 1’égalité [° = r°, suivant l'orientation :
(a) quand l'orientation est conservée :
i. Iy = ro appliquée vers 'avant a la position p avec la substitution o, telle
que 5oy = lio|, et rioe = 1°|,.
i, [4 N r1 appliquée vers l'arriére en position de téte avec la substitution oy
telle que l[foy; = ljo and rjo; = 7°,
(b) quand Dorientation est inversée :
i [ = r1 appliquée vers 'arriére en position de téte avec la substitution oy
telle que oy = ljo et rio; = [°
ii. [y = ro appliquée vers ’avant a la position p avec la substitution oy telle
que 5oy = ljo|, et rjo0 =1°|,
3. I’historique de r.

La preuve de la conjecture s° = t° est alors constituée de la concaténation de I’historique
de s avec I'historique inversé de t.

Dépliage de la preuve Pour obtenir une preuve dépliée (sans coupures) de s° = t°,
il suffit de remplacer chaque régle allant de u & v a la position p avec la substitution o
par sa trace de preuve placée sous le contexte u[_|J, vers avant ou v[_], vers I’arriére, en
instanciant la liste par o.

Problémes d’unifiabilité

Dans ce cas, les régles de spécialisation (narrowing) peuvent étre utilisées, et comme
dans le cas précédent, on peut construire une preuve dépliée utilisant uniquement les équa-
tions de Ey ou une suite de lemmes.

Il y aura alors deux sortes de lemmes : les lemmes pour les paires critiques et les lemmes
pour la spécialisation. De nouveau nous pouvons extraire ceux d’entre eux qui sont utiles
de la conjecture s =t qui a déclenché la régle Success.

La fonction U reste celle utilisée pour le probléme du mot, et 7 est étendue naturelle-
ment par :

TAS ) ={Sr U VU VT S r)UT (= 1)

+ lziﬂ“z 1137‘1
quand Tre((l = 7)) = vi/r( lio - )
P
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Paires critiques et spécialisations comme coupures Le calcul de ’ensemble des
lemmes utiles est proche de celui utilisé pour le probléme du mot quand la trace de s =t

est de la forme w( ), mais ’ensemble de départ doit étre étendu par [; % ry et ly =% Ty

+
quand la trace est de la forme vy p( 2712 |, B2,
p A

Cet ensemble peut étre trié comme précédemment, et la preuve d’un lemme de paire
critique est la méme qu’auparavant. La preuve d’un lemme de spécialisation est différente :
soit s/ = t’ la conjecture obtenue par spécialisation de la conjecture s = ¢ par la régle
g % d. Du point de vue de la preuve formelle, cela signifie que 'on va remplacer le but
s =t a prouver par s = t’. Il faut donc montrer que ce remplacement est correct, c¢’est-
a-dire que &' = t'—s = t. La preuve de s = t est en fait une suite de réécritures entre
s* et t* instanciées par la substitution appropriée utilisant s’ = t' et des lemmes de paires
critiques antérieurs.

Dans le cas d’une spécialisation du membre gauche, par exemple, la substitution est
égale a o telle que s*oy = s*o et t*o; = t/°, et la liste d’étapes est la concaténation de :

1. Tapplication vers 'avant de la régle ¢ L dala position p avec la substitution oy telle
que g*oy = s*o|, et d*og = 5°|,.

2. I’historique de s'.

3. I'application de la régle s’ = t’ & la position de téte avec la substitution identité.

4. Phistorique de ¢’ a ’envers.

Le cas de la spécialisation droite est similaire et les paires critiques sont traitées comme
pour le probléme du mot.

La preuve de la derniére conjecture s = t (la plus spécialisée, celle qui déclenche la régle
Success) est 'application d’une substitution o telle que s*o = t*o, et la concaténation de
I’historique de s et de I'historique inversé de t, ol chaque pas de réécriture est instancié
par o.

Dépliage On procéde de facon similaire au cas du probléme du mot mais on propage la
substitution introduite par chaque spécialisation.

4.5.4 Production de preuves réifiées

Nous commengons par montrer comment nous modélisons les problémes d’unifiabilité
dans Coq, ensuite nous décrivons comment réifier une suite d’étapes de réécriture dans un
contexte approprié, et finalement nous expliquons comment obtenir une preuve compléte
en combinant ces morceaux de preuves.

Modélisation de problémes d’unifiabilité

Une méthode naturelle pour représenter les problémes d’unifiabilité est de représenter
les termes algébriques par des termes Coq (réflexion profonde). Mais comme Coq a un
langage typé, il nous faut supposer 'existence d’un type Domain : Set.
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Cet encodage n’est pas totalement innocent car les types de Coq ne sont pas habités
par défaut, ce qui contredit la sémantique des problémes d’unifiabilité : avec un domaine
vide, la conjecture f(x) = f(z) (ou plutot sa cloture existentielle) n’est pas démontrable
si la signature ne contient pas de symbole constant. Il nous faut donc supposer que nous
avons une constante dummy : Domain pour modéliser le fait que Domain est habité.

Pour chaque symbole de fonction n-aire f de la signature, nous introduisons une

n times
7\

constante Coq de type Domain — --- — Domain — Domain. Pour représenter I’égalité, nous
utilisons I’égalité polymorphe habituelle eq, qui est linterprétation de 1’égalité réifiée =.
Comme nous ne quantifions que sur le type Domain, notre signature de domaines sera
{1 — Domain} et nous omettrons les indices de =, V et 3. Pour chaque égalité, nous
choisirons un ordre total arbitraire sur les variables libres et nous supposerons les égalités
quantifiées dans 'ordre croissant pour cet ordre.

Un probléme d’unifiabilité est alors la donnée d’une liste d’égalités universellement
closes Ry,..., R, déclarées dans Coq comme hypothéses et d’une égalité existentiellement
close que nous souhaitons démontrer.

Séquence d’étapes de réécriture

Dans un outil comme CiME, les équations et les régles de réécriture sont quantifiées
implicitement, dans un ordre qui importe peu, et de nouvelles variables peuvent étre créées
a volonté. Dans le calcul de séquents de notre principe de réflexion, en revanche, chaque
variable doit provenir du contexte. Le principal probléme & résoudre ici sera donc de réussir
a rapprocher ces deux visions du méme probléme.

DEFINITION 4.13 (CONTEXTE ADAPTE)
Soient Ry, ..., R, des régles, supposons que CiMFE nous donne une trace de réécriture entre
s1 et t comme suit :

01,P1 g2,p2 On,Pn _
81 o 82 —ahe AR Spp1 =t (4.3)

=,1 sont des contextes adaptés pour cette trace si = contient une représentation de
Y1, .-, Ym, les variables libres de s; et t et une représentation de dummy, et I' contient les
hypothéses (closes) Ry, ..., R,.

Dans de tels contextes =, I', la réification d’un terme (ouvert) ¢ est définie de la fagon
suivante :

~sit=(fai...ap) alorst=(f ai...a,)

— sit =y, alors t est la variable correspondante dans =.

— si t est une variable autre, alors ¢ = dummy.
Ce genre de variable inconnue peut apparaitre quand nous voulons prouver que f(a,a) =
f(b,b) a Paide de ’hypothése Vzy.f(x,z) = y.

LEMME 4.14
Si =, I" sont adaptés a la trace 4.3, alors il existe une trace de preuve pour =Z,I' - s1 = t.
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Démonstration : Nous prouvons par récurrence descendante sur ¢ que pour tous contextes
adaptés =, I, il existe une trace de preuve 7 telle que

WZE,FI—SZ:t

— Sii=n+1alors s; = ¢, donc on a =; :I' - (t = t) pour tous =, T" adaptés (¢ est
bien formé).

— Sinon, soient =, I' des contextes adaptés de longueur k; et ks et h; U'indice de la régle
Ri dans I', soient zq,..., 2 les variables libres de R;. Nous construisons le terme de
preuve suivant :

Hypothése de récurrence avec I'; h + 1 : Ri{z s 2104} .. h+1: R;0;

m.=,1. ..;h—l—l':Ri'ail—si;Llit'
(=g, (h+1) o pm) 2. ;h+1:RoibFs; =t
. [ étapes Vg
(VEkzl'ai(VE <h+ 1) 2905 . .. (VE (h + 11— 1) Zlb'i<IE1 <h+ l) — Dp; 7T)> . )) :
ETs; =t

[’étape d’induction est acceptable car une extension d’un contexte adapté est adaptée. []

Conjectures closes et paires critiques

THEOREME 4.15

Soit G une conjecture close, Oy,...,0, des hypothéses initiales et soit Cy,...,C,, la
liste des paires critiques utiles ordonnees selon <. Soit Z = ();dummy, soit I}, le contexte
0 Ol, .. On,C’l, .. C’k avec 0 < k < m. Il y a une trace de preuve m pour =,1'g I G.

Démonstration : Nous construisons par récurrence une trace de preuve 7w pour le séquent
2,1 F G, enallant de i =m a i =0.
— On peut construire une trace de preuve 7 pour =, ',,, - G en utilisant le Lemme 4.14
et la trace donnée par CiME pour G.
— Sil'on a une trace 7 telle que =, T; - G, et si C; = V.. . Tp.S8 = t, nous construisons
I’arbre de dérivation suivant pour avoir une preuve de =, I'; 1 F G :

Lemme 4.14
TS dy . dp, D F S =1 Hypothése de récurrence
. p étapes Vg
Vo (V) ) E D F YL Y= 2,y FG

(Cut C; (V; ...(Vra)...) @) : 2T FG
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Conjectures existentielles et spécialisation

Conjectures existentielles Quand le but est de la forme dzq,...,x,.s = t, CiME
donne une substitution o et une trace de preuve pour so = to. Grace au Lemme 4.14, nous
pouvons construire une trace ™ pour so = to. La trace pour le but quantifié est alors :
(3rxio...(3r zpo ) ...).

Spécialisations Si le but courant est une égalité Jxq,...,x,.s =t et que CiME donne
une trace de preuve avec une spécialisation N = Jyy,...,y,,.s = t’, il faut commencer par
effectuer une coupure sur N. Dans la premiére prémisse, le but devient N et nous pouvons
alors construire la trace pour tous les lemmes suivants. Dans la seconde prémisse, nous
appliquons la régle 35 m fois pour obtenir les hypothéses 91, ..., Um, §' = ¢/, et alors nous
nous retrouvons dans la situation décrite au paragraphe précédent.

4.5.5 Banc d’essail

CiME et Coq coopérent avec succés sur 230 problémes de la bibliothéque [SS98] —
Thousands of Problems for Theorem Proving — qui sert de référence dans la communauté
des démonstrateurs automatiques. Ces problémes sont une partie des 778 problémes du
mot et d’unifiabilité que 'on peut trouver dans TPTP. Certains de ces 778 problémes sont
¢éliminés car non-résolus par CIME dans le temps imparti (298), d’autres car il donnent
une réponse négative (11) et enfin les (239) derniers parce qu’ils utilisent des symboles
associatifs-commutatifs, que nous ne savons pas encore traiter.

Les expériences ont été faites grace a un ordinateur PC avec un microprocesseur Pen-
tium cadencé & 1.8GHz et 1Gigaoctet de mémoire vive. Chaque probléme disposait de 600
secondes de calcul. Pour chaque complétion réussie, quatre preuves ont été automatique-
ment engendrées : deux preuves courtes (avec coupure) dont I'une est réflexive et 'autre
par tactiques, et deux preuves longues (sans coupure) de méme. Nous avons utilisé les ver-
sions CVS courantes de Coq et de CiME3 avec la machine virtuelle de réduction compilée
[GLO02] dans le cas de Coq.

Coq a tenté de vérifier chacune des 4 x 230 preuves engendrées, avec toujours une
limite de temps & 600 secondes. Nous avons observé que les preuves courtes sont toujours
vérifiées en moins d’une seconde, qu’elles soient réflexives ou par tactiques et ce méme si la
complétion avait duré longtemps. Les preuves réflexives courtes semblent plus rapides que
les preuves courtes par tactiques mais sur des durées aussi bréves, cela est peu significatif.
Pour les preuves expansées, les preuves réifiées prennent entre 1 et 30 fois moins de temps
que les tactiques. Il y a méme un exemple (GRP614-1) dont la preuve réifiée sans coupure
est vérifiée en 2 secondes et la preuve par tactique ne réussit pas par manque de ressources.
Certaines des preuves sans coupure sont trop énormes (plusieurs millions de lignes) pour
que Coq puisse les traiter (14 preuves par réflexion et 16 par tactiques). Les détails des
tests effectués sont disponibles dans ’annexe C.2.
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4.6 Extensions

4.6.1 Preuves incomplétes

Lorsque I'on fait une preuve dans un systéme comme Coq, le fragment du premier ordre
peut permettre de simplifier le but a prouver mais nécessiter d’autres types d’inférences
pour réussir a prouver certains sous-buts. On peut alors vouloir fournir au cadre réflexif
des preuves incomplétes. Une méthode que nous proposons pour y arriver est ’ajout du
constructeur suivant dans le type proof :

Meta: V =2 I' G, [[E,FI—G]] — proof.

L’inconvénient de ceci est que 'ajout de ce constructeur va entrainer une dépendance
du type proof envers la signature (Denv, Tenv et Penv). Il faudra de plus s’assurer que le
séquent =, [' = G correspond bien & celui que I'on veut prouver.

EXEMPLE 4.16
Nous allons illustrer I'utilisation de Meta par un exemple :

Lemma not_true_and_false : V b, —(b=true A b=false).

La preuve réflexive va créer I’hypothése true = false et l'introduire dans le nouveau
but. D’abord, nous réifions la signature :

(empty; bool)).
(empty; {true€i}; {falsecil})). ‘
vV, ((DB O)f(App 1 0O) A (DB 0)%(App 2 0)) - ).

pose (Denv :
pose (Tenv :
pose (goal :

Ensuite nous définissons une preuve incompléte a I'aide d’une fonction :

pose (prf :=\ H.
(Vi (=1 (Ag 1
(=g, 32 - (A = 0)
(Meta (empty;l)
(empty; (Var 1)==(App 1 O) A (Var 1)=(App 2 O);

(Var 1)?(App 1 0); (Var 1)?(App 2 00N
1 H) : proof Denv Tenv empty)).

Enfin nous utilisons la tactique refine pour changer notre sous-but.
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refine ((fun H =>
Reflect Denv Tenv empty (prf H) empty empty goal) _).

Le but obtenu n’est pas trés lisible, mais aprés une application de la tactique de réduc-
tion compute, nous obtenons :

true N var = false —
false — true = false — L

VY var : bool, var
var = true — var

Nous avons donc obtenu un but simplifié que nous pouvons maintenant prouver par
I'utilisation de la tactique congruence (voir chapitre 2).

4.6.2 Modularité du développement

En vue de la conception de variantes a notre systéme, il est possible de séparer dans
les preuves et les fonctions définies la partie qui concerne les termes et signatures de
termes, de toute la mécanique concernant les formules et les preuves. On obtient ainsi
un foncteur qui, a partir d’'une définition des termes et signatures du premier ordre avec
la fonction d’interprétation et la preuve de ses propriétés, construit un type de formules
et un principe de réflexion sur cette nouvelle algébre de termes. On peut ainsi construire
I’algébre vide qui ne contient aucun terme, I'application du foncteur nous donne alors la
logique propositionnelle avec des quantificateurs inutiles.

4.7 Conclusion

Nous avons décrit comment utiliser la réflexion calculatoire pour effectuer des preuves
dans le systéme Coq. L’expérience montre que la réflexion, au-dela de son intérét théorique,
peut devenir une solution efficace en pratique. Comme le montre ce travail, la réflexion est
un outil utile pour construire une couche d’interprétation entre Coq et d’autres formalismes
logiques.

La premiére chose que nous souhaiterions faire pour étendre ce travail est la gestion des
termes modulo associativité commutativité dans nos preuves. Ce type d’algébre de termes
rentre parfaitement dans le cadre de l'approche modulaire décrite précédemment, aussi
espérons-nous arriver rapidement a des résultats dans ce domaine. Ainsi nous pourrions
effectuer des preuves utilisant des symboles associatifs-commutatifs sans avoir a expliciter
les transformations associatives-commutatives dans les traces de preuve.

Nous souhaiterions aussi pouvoir interpréter des traces engendrées pour des calculs de
séquents multi-successeurs (en logique classique).




Conclusion

Nous avons proposé des méthodes qui constituent des avancées significatives vers notre
objectif initial : la combinaison de I’approche interactive et de ’approche automatique pour
la preuve formelle. D’une part, nous avons montré que ’approche basée sur les calculs de
séquents sans contraction peut s’intégrer au formalisme logique du Calcul des Constructions
Inductives. D’autre part, nous avons mis en place une méthodologie de preuve réflexive
au premier ordre qui offre enfin la possibilité d’obtenir de fagon siire (selon 'approche
sceptique) des preuves complexes d’énoncés du premier ordre qui sont obtenues entiérement
automatiquement et re-vérifiées efficacement.

Le travail effectué dans le cadre de I'outil CiME montre que la production d’une trace
de preuve est relativement simple lorsque les bases théoriques sur lesquelles repose le fonc-
tionnement de I'outil externe sont bien comprises. Nous pensons ainsi que le développement,
de prouveurs automatiques devrait s’accompagner d’un réel effort d’instrumentation des
programmes de preuve automatique afin qu’ils puissent justifier leurs réponses. Nous avons
montré qu’il est possible d’ajouter, grace a la réflexion, des couches d’interprétation per-
mettant de lire des traces de preuve dans des formats plus variés que les tactiques Coq ou
les termes de preuves. Notre travail fournit ainsi un réel langage intermédiaire de preuve,
dont la sémantique est plus simple que celle du Calcul des Constructions Inductives, et qui
est ainsi destiné a des utilisateurs ayant des connaissances en logique mais pas en Théorie
des Types.

Outre I'élargissement du champ d’action de notre principe de réflexion, il faudra penser
a essayer de rendre le langage plus souple (moins explicite), ce qui permettrait d’étre moins
exigeant envers I'outil qui fournit la trace. En revanche, il faudrait alors ajouter dans le
mécanisme de réflexion des fonctions destinées a pallier le manque de précision de la trace
de preuve. Ceci est a 1’étude pour une extension aux algébres de termes avec symboles
associatifs-commutatifs s’appuyant sur [Con04].

A court terme, une nouvelle tactique Coq sera disponible; elle extraira le contenu du
premier ordre du but courant et des hypothéses, appellera une procédure automatique de
recherche de preuve qui en cas de succés retournera une trace interprétable par réflexion. A
Pavenir, une telle tactique soulévera de nouveaux problémes; on peut d’ores et déja penser
que l'on aura besoin de gérer les cas d’échec. Quelquefois, les prouveurs automatiques
proposent des formes de contre-exemples, auquel cas se pose le probléme de réinterpréter ces
contre-exemples dans la syntaxe de Coq. Par ailleurs, la procédure externe peut échouer a
cause de son incomplétude. On aimerait qu’une telle procédure, loin de se comporter comme
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une boite noire, renvoie a l'utilisateur une forme simplifiée du probléme posé, contenant
seulement les parties du probléme non-résolues automatiquement.
De maniére générale, il reste encore a identifier les méthodes appropriées d’interaction

entre assistants de preuves et procédures de recherche automatique de preuves.



Annexe A

Preuves d’inversibilité

A.1 Inversibilité des regles pour LJT'1

Dans cette section se trouvent les preuves d’admissibilité forte (voir définition 1.14) des
régles énoncées dans le lemme 3.9.

A.1.1 Inversibilité de la régle R—

Nous allons montrer que la régle 3.1 ci-dessous est fortement admissible dans LJT'I.

'+ A-B ;
A B (

Démonstration : La démonstration se fait par récurrence sur la hauteur de la dérivation
de la prémisse, et par cas sur la régle précédente.

— Az : comme A— B n’est pas atomique, la derniére régle n’est pas un axiome.

— R— : La preuve est de la forme :

I AFB
rra—p ™ — T,AFB

—— régle 3.1
I,AF B

On peut donc enlever ces deux étapes de la dérivation.

- La—:
I, P,C+ A—B I,P,C+ A—B
ILPP—CFA-B ™" — Tpoarg '™
régle 3.1 La—
I,P,P—C,Al B I, P,P—C,AF B
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- L——:

NF—-C EFF T,CFA—B
I'(E—F)—-CF A—B
I (F—F)—C,A+ B
4
I'NF—C,EFF ICr A—B
FF-CEArF" T.CALD
I'N(E—F)—C,AFB

L——

régle 3.1

Ind

L——

Puisque la régle d’affaiblissement est fortement admissible, 1la hauteur de la dérivation
de la premiére prémisse n’augmente pas.
— RV : Impossible puisque la conclusion du séquent est une implication.

- LV :
IWe.C,C{t/z} - A—B IWa.C,C{t/z} - A—B
[,Va.C - A-B — T.vaC C{tjz}ArB
régle 3.1
I.Ve.C, A+ B T.VeC, A+ B
- LV—:

I, (Vz.D)=C FVYz.D T,C+ A—B
I, (Ve.D)—C+ A—B
T,(Vz.D)—C, A+ B
4
T, (Vz.D)—C & Va.D I.C+ A—B
I (VaD)=C.ArvaD " T.C.ArB
T, (Vz.D)—C, AF B

LNY—
regle 3.1

Ind

L——

— RI; : Impossible puisque la conclusion du séquent est une implication.
- LI:

Fa Hi(p7Yi) FA—B ... F7 Hi<p7yi) = A—B
LI Ind
I'I(p) F A—B . I H;(p,y;),AF B
regle 3.1~ . 1)

[ I(p),AF B I I(p),AF B

— LI
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- LI—:
I, {¥y;Hi(p,y;)—~C}i - A—B

I I(p)—CkF A—B
I I(p)—C,AF B
2
I, {Vy:;. Hi(p,y;)—C}i - A—B
[ {Vyi.Hi(p,yi)—C}i, AF B
T, I(p)—C,AF B

Ce qui clot la démonstration par récurrence. O

LI—
regle 3.1

Ind
LI—

A.1.2 Inversibilité de la régle La—
Nous allons montrer que la régle 3.2 ci-dessous est fortement admissible dans LJTI.
IP—-BFG
— (3.2)
IBFG

Démonstration : La démonstration se fait par récurrence sur la hauteur de la dérivation
de la prémisse, et par cas sur la régle précédente.

- Ax :
Ax
I'P-B,QF
©re regle 3.2 =7 ————— Ay
I'B,QFQ I'B,QFQ
— R— : La preuve est de la forme :
r,P—B,C+FD I,P—B,C+FD
R— Ind
I',P-BFC—D = I'B,C+FD
régle 3.2 — R—
I'B-C—D I'BFC—D

— La—, deux cas sont possibles :
1. P—B est la formule principale :

I'P,BFG
I PPoBrG o7 — T,P,BFG
régle 3.2
I'P,BFEG
2. P—B n’est pas la formule principale :
rococ prP—BFG rooprP—-BFG
La— Ind
IQ,Q—C,P-BFG = T,Q,C,B+G

régle 3.2 La—
IQ,Q—C,B-G roQ—C,BFG
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- L——:

I F—C,E,P~B+F T,C,P-BFG
I (F—F)—-C,P-BFG
I, (E—F)—C,BF G
J
I, F—C, E,P>BF F I,C,P—BFG
rrceprr ™ “Tteoprg M
I (E—F)—C,B+-G

L——

régle 3.2

L——

— RV :

I, P-BFC I, P-BFC

0 P—BFvrc — “nprc ™
v

regle 3.2 — ]
T,BF Vz.C T,BF Vz.C

- LV :

I'WVe.C,C{t/z}, P-BF G IVz.C,C{t/z}, P-B+F G

v
I\V2.C,P—-BFG o 3.9 — I \Va.C,C{t/z},B+-G
T Ve C BFG o0 T vz.C.BF G

Ind

- LV—:
I, (Ve.D)—-C,P—B+FVz.D T ,C,P-BFG

T, (V2.D)—C,P—BF G
T,(V2.D)—C,BF G
I
T, (V2.D)—C, P—B I Va.D I,C,P—BFG
rveD—CBrven ™ Tteopra ™

I, (Vz.D)—C,B+ G

LY—

régle 3.2

L——

- RIZ :
F, P—>B |_ Hz,](patl)

I, P—BF I(p)
I,B+ I(p)
U
T, P—Bt+ H,(p,t;)
I,BF H;;(p, &)
I, B+ I(p)

- RI,
régle 3.2

Ind
= RI;




A.1. INVERSIBILITE DES REGLES POUR LJTI 177

- LI:
FvHi(pvyi)ap_)B =G

I I(p),P-BFG
Ii(p),BFG
U
I''H;i(p,yi), P»B+FG
[, Hi(p,yi), BF G
II(p),BFG

- LI
régle 3.2

Ind
- LI

— LI—:
F7 {VYIHl(pvyl)—)C}Za P—BFG

I I(p)—C,P-BFG
T, I(p)—C,BF G
U
I' {Vyi.Hi(p,yi)—C}i, PBF G
[, {Vyi.Hi(p,yi:)—C}:, BFG
[ I(p)—C,BFG

I—

régle 3.2

Ind

—

Ce qui clot la démonstration par récurrence. [

A.1.3 Inversibilité partielle de la régle L——

Nous allons montrer que la régle 3.3 ci-dessous est fortement admissible dans LJT'I.

I'(C—-D)—BFG
I'BFG

(3.3)

Démonstration : La démonstration se fait par récurrence sur la hauteur de la dérivation
de la prémisse, et par cas sur la régle précédente.
- Ax :

Ax
r(C—D)—-B,P-P E—
( ) régle 33 = TL,B,PFP "
[ B,P-P

— R— : La preuve est de la forme :

I''(C—D)—-B,E+F I'(C—D)—-B,E+ F

T (C—D)=BF B—F — I.B.EFF
régle 3.3 — R—
I,BF E—F [,BF E—F

Ind
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- La—:

P, A (C—D)—-BFG P, A (C—D)-BFG

L
[,P,P—A (C=D)—-BFG 7 = rraprg
régle 3.3 La—
I,P,P—A BFG [,P,P—A BFG

— L——, deux cas sont possibles :

1. (C—D)—B est la formule principale :

rop—-B,C-D I''BFG
L——
I'(C—-D)—»BFG — I 'BFG
régle 3.3
I''B-G

2. (C—D)—B n’est pas la formule principale :

INF—AFE (C-D)—BFF T/A (C—D)—-BFG
I (E—F)—A,(C—-D)-BFG
I (F—F)—ABFG
U
I'NF—AE (C—-D)—»BFF A, (C—D)—-BFG
[, F—A E BFF Ind I A BFG Ind
IN(E—-F)—»ABFG

L——

régle 3.3

L——

- RV :

I'(C—D)—-BFC I'(C—D)-»BFC

RY Ind

I'(C—D)—-BkFVz.C = IBFC

régle 3.3 ——— LV
['B+Vz.C ', Bk Vz.C

- LV :
Ve A, A{t/z}, (C—D)—BF G

I'vz. A, (C—D)—-BFG
I.Vi.A BF G
4
I Vx. A, A{t/z}, (C—D)—-BFG
IWVoe A, A{t/z}, BF G
I''Wx.A,BFG

LY
régle 3.3

Ind
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— LV—:
I, (Vz.A)—E,(C—-D)-B+FVz.A T,E,(C—D)-BFG
I, (V2. A)—E,(C—D)—BF G
T,(Vo.A)—E,BF G
4
I, (Vz.A)—E,(C—D)—BFVYz.A I'VE,(C—D)—-BFG
T, (Vo.A)—E, B Vz.A Ind I E ,BFG Ind

T, (Va.A)—E,BF G

IN—

régle 3.3

L——

- R[z :
F, (C—>D)—>B F Hi,j(p;ti)

I'(C—D)—BF I(p)
I',Bt+ I(p)
Y
I, (C—D)—Bt+ H;;(p,t;)
I, B+ H;(p,ti)
I',Bt+ I(p)

- RI,
régle 3.3

Ind
- RI,

- LI:
Fv Hi(pvyi)v (C_XD)—)B G

I I(p),(C—D)—»BFG
T, 1(p),BFG
4
I'Hi(p,yi), ((—D)—BF G
I Hi(p,yi), BF G
II(p),BFG

- LI
régle 3.3

Ind

- LI
- Li—:
I {Vy:.Hi(p,yi)— A}, (C—D)—=BF G
I I(p)—A, (C—-D)—»BFG
T, 1(p)—A BF G
U
I {Vy;.Hi(p,yi)—A}i, (C—D)—BFG
I {Vy:. Hi(p,yi)— A}, B G
T, 1(p)—A,BFG

I—

régle 3.3

Ind

I—

Ce qui clot la démonstration par récurrence. O
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A.1.4 Inversibilité partielle de la régle LV—

Nous allons montrer que la régle 3.4 ci-dessous est fortement admissible dans LJTI.

I, (Vz.A)-»B+F G
I,BFG

(3.4)

Démonstration : La démonstration se fait par récurrence sur la hauteur de la dérivation
de la prémisse, et par cas sur la régle précédente.

- Az :
D (Vs A =B P P2 .
régle 3.4 —— Az
[.B.PFP [.B.PFP
— R— : La preuve est de la forme :
T, (Vz.A)—B,C F D T, (Vz.A)—B,C - D
I, (Ve A)mB - C—D & — rpcorp M
régle 3.4 —————— R—
[.BF C—D [.BF C—D
— La—:
I',P,C,(Vr.A)-»BF G r,P,C,(Vz.A)-»BF G
[P P—C (Ve A=BFG "7 = rrcBra
régle 3.4 La—
T, P,P—C,BFG I.P,P—C.BF G
- L——:
I'D—E,C,(Vex.A) =B+ D T,E, (Vx.A)—»BF G
T,(C—D)—E, (V2.A)—BF G L==
régle 3.4
I (C—-D)—E,B+FG
U
I, D—E,C, (Yo.A) =B F D I, E, (Vo.A)—BF G
ro—ecprp ™ resrg
L——
I'(C—D)—E,B+G
— RV :
T, (Vz.A)—BF C T, (Ve.A)—BF C
RY Ind
T, (V2. A)—B F va.C = I,BFC

bole 3.4 _
T BFveC °F rBrvec Y
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- LV :
Iz C,C{t/z}, (V2.A)»B+ G
IVz.C, (Vz.A)-»BF G
vx.C,B-G
¥
[ WVe.C,C{t/z}, V2.A)-»BF G
rvz.C,C{t/z}, B+ G
I\WVz.C,BFG

régle 3.4

Ind

LY

— LV—, deux cas sont possibles :

1. (Vx.A)—B est la formule principale :

I, (Vz.A)»BFVz.A I'BFG
T, (Vz.A) =B+ G
I.BFG

LNY— I''BrEG
>
régle 3.4

2. (Vx.A)—B n’est pas la formule principale :

I',(Vo.C)—E, (V2. A)»BFV2.C TI,E, (Vz.A)—»BFG

LY—
I, (Vz.C)—E, (V2. A) =B+ G v
regle 3.4
r,(Ve.C)—E, B+ G
\
L, (Vz.C)—E, (V2. A)—»B FVz.C I'E,(Vx.A)—»B+ G
I.Ve.C)—B. Brvec I,E,BFG
LY—
I, (Ve.C)—E,BF G
- R[Z :
I, (Vz.A)—BF I(p) !
régle 3.4
I',BF I(p)
\
F, (\V/ZEA>—>B - Hi,j(P,ti>
Ind
B+ H;,(p,t; :
J(P. %) RI,

I',B+ I(p)

Ind
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- LI :

- LI—:

' H;(p,yi), (Vz.A) =B F G
' I(p),(Ve.A) =B+ G
T, I(p),BFG
4
' Hi(p,yi), (Ve.A)»BF G
I'Hi(p,yi), BF G
I'I(p),BFG

- LI
régle 3.4

Ind

- LI

I {Vy;.Hi(p,y;)—C}:i, (V2. A) =B+ G
I'I(p)—C, (Vz.A)—»BF G
T, I(p)—C,BF G
U
I, {Vy;.Hi(p,yi)—C};, (Vx.A) =B+ G
I {Vy;.Hi(p,y;)—~C}:, BF G
I, 1(p)—C,BFG

I—

régle 3.4

Ind

I—

Ce qui clot la démonstration par récurrence. [

A.1.5 Inversibilité de la régle LI

Nous allons montrer que la régle 3.5 ci-dessous est fortement admissible dans LJT'I.

Li(jp)FG
F7Hi(p7t> + G

(3.5)

Démonstration : La démonstration se fait par récurrence sur la hauteur de la dérivation
de la prémisse, et par cas sur la régle précédente.

- Ax :

Ax
T, I(p),P+ P

() régle 3.5 — 7 Ax
F7Hi(p7t>7pl_ P Fqu(pat)vpl_P

— R— : La preuve est de la forme :

I, 1(p),C+D I, 1(p),C+D

R
L I(p)-C—D" " — RHMmkaDlm

régle 3.5

T Hi(p,t) - C—D T Hy(p.t)F C—D
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- La—:
L,P,C,I(p)+G IP,C.Ip) -G
La— Ind
P P=CI(p) -G b 35 - I, P,C,Hiy(p,t) F G .
¢gle 3.
[P, P—C Hy(p,t) G 0P P—C H(p,t)F G "
— L——:

I',D—E,C,I(p)-D T,E I(p)FG

L——
T,(C—D)—E,I(p) G ”
regle 3.5
I, (C—D)—E,Hiy(p,t) - G
4
ID—E C/I(p)+ D CE I(p)FG
Ind
DD—E CHmOrD " T EHpOrG L"
I,(C—D)—E,H(p,t)F G T
— RV, soit y une variable n’apparaissant pas libre dans I" et H;(p, t) :
I, I FC
(p) Subst{y/x}
I, I(p)+ C o I'I(p) - C{y/x} iy
LipFveC = THpt)-Cly/r) "
LH(p.t) FVeC o I Hi(p.t) - Vy.C{y/)
- LV :
IVa.C,C{u/z}, I[(p) F G
I\We.CI(p) -G
régle 3.5
V2.0, Hi(p,t) - G
U
I'Wa.C,C{u/z}, I(p) F G
Ind
I,V2.0,Clu/z}, Hi(p,t) - G LZ
I Ve.C Hy(p,t) F G
- LV—
I',(Ve.C)—E,I(p) F-Vx.C T,E I(p)F-G I
T, (V2.0)—E,I(p) - G -
régle 3.5
I, (Vz.C)—E Hi(p,t) - G
U
T, (Va.C)—E, I(p) - Vz.C DB I(p)F G

Ind
CrEmpora

L——

T, (Vo.C)—E. Hyp.t) I vo.C "
I', (Vz.C)—E,H;(p,t) F G
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- R]z .
F7 I(p) + H;,k(qv ui)
I'I(p) - I'(q)
I Hi(p,t) F I'(q)
U
CHpOF Hyaw ™
I, Hi(p. t) - I(q) ’

— LI, deux cas peuvent se présenter :

- RI]
régle 3.5

Ind

1. I(p) est la formule principale :

I'H(p,yi)) -G ... I [ H e
I, I(p) Fd — ’ i<p,}’i) Subst{t/yi}
régle 3.5 I Hi(p,t) - G
Fa Hi(p7 t) - G

2. I(p) n’est pas la formule principale; pour chaque constructeur C; de U'inductif
I', on choisit des variables z; n’apparaissant pas libres dans I', q, H;(p, t) ni G :

!
L@ Ip e
régle 3.5
[, I'(q),Hi(p,t) F G
(8
Fu H/ 'y Y 7] = G
‘](q yJ) (p) Subst{z‘/y.}
[, Hi(q,z),I(p) - G v
Ind
Fij(q7 Zj)7Hi(pvt) =G " : ,
[, I'(q),Hi(p,t) F G LI
- LI—:
I, {Vy; Hi(q,y;)—=C};, I(p) G
Ll'—
I'I'(q—C,I(p) F G
régle 3.5

I, I'(q)—C,Hi(p,t) - G
U
[, {Vy;Hj(q,y;)—C};, [(p) - G
T {vy; Hj(a,y3)~C, Ha(p. ) - G 1"
I, I'(q—C,Hi(p,t) - G

d

—

Ce qui clot la démonstration par récurrence. O
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A.1.6 Inversibilité de la régle LI—

Nous allons montrer que la régle 3.6 ci-dessous est fortement admissible dans LJTI.

I I(p)—BF G
I {VyiHi(p,yi) =B} F G

(3.6)

Démonstration : La démonstration se fait par récurrence sur la hauteur de la dérivation
de la prémisse, et par cas sur la régle précédente.
- Ax :

Ax

I, I(p)—B,P+P N
régle 3.6 Ax
I {Vyi.Hi(p,y;) =B}, P+ P I, {Vyi.Hi(p,y;) =B}, P+ P

— R— : La preuve est de la forme :

I, I(p)—B,C+F D T, I(p)—B,C+ D
régle 3.
I {Vyi.Hi(p,y;)—B}i - C—D & I {Vyi.Hi(p,y:)— B} F C—D -
— La— :
I'P,C, ](p)—>B FG
La—
T, P,P—C,I(p)=BFG
régle 3.6
I, P, P—C, {Vy; Hi(p,y;)—B}; - G
{2
P C, [(p)—>B FG
I
I P,C,{VyiHi(p,y;) =B} - G nIc/l
T, P, P—C, {Vy; Hi(p,y)) =B} F G
N P
T, D—E,C,I(p)=B+D T,E,I(p)—BF G
T,(C—D)—E,I(p)—BF G T
régle 3.6
(8
T, D—E,C,I(p)—BF D I, E,I(p)—BFG
Ind Ind
T, D—E,C,{VyiHi(p,y:)—B} + D """ T,E {vy;Hi(p,y)—B}F G "
——

I',(C—D)—E, {Vy;Hi(p,y;) =B}, - G
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- RV :
[ I(p)—BFC I I(p)—BFC
RY Ind
I'I(p)—BF Va.C e 3.6 = TI'/{VyiHi(p,y:)—B}:i - C Y
I' {Vy;. Hi(p,y;)—B}; F Vz.C e I' {Vy;. Hi(p,y;) =B} F Va.C

La condition de variable fraiche est repectée car les variables libres de Vy;.H;(p,yi)— B
le sont aussi dans I(p)—B.
- LV :

\Vz.C,C{t/z},I(p)—B+F G
T VaC I(p)=BF G
I, Va.C, {Vy; Hi(p,y:) =B} - G
A2
IVa.C,C{t/z}, I(p)—»BF G
V2., C{t/z} {¥ysHh(p.y) =B, - G .4
O Ve.C (Vs Hilp y)—BLF G

régle 3.6

- IV—:

r,(Ve.A)—C, I(p)—»B+FVz.A T,C I(p)—»BFG
I, (V. A)—C,I(p)—B+F G
I, (Vz.A)—C, {Vy;.Hi(p,y;)—B}; - G
U
[, (Vx.A)—C,I(p)—BF Vz.A I'C I(p)—»B+FG
T (Vo A)—C. (Vyi Hi(py) =Bl - VoA 1" T.C vy Hi(p.y) =B, - G "
T, (Va.A)—C, {¥y;. Hi(p,yi)—=BL F G L=

LY—
régle 3.6

- RI; :

I I(p)—BF Hj,(q,t;)

I 1(p)—BF I'(q)

[, {Vyi.Hi(p,y:)—B}i - I'(q)

U
I I(p)—BF Hj,(q,t;)

I {Vyi. Hi(p,yi)—=B}i = Hj . (q, t;)
[, {Vy:. Hi(p,y:)—B}i - I'(q)

 Rr
régle 3.6

Ind
RI
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— LI:
FaHj(quj)a](p)_)Bl_G . ,
LI ) -BEG o
régle 3.
Fa [,(q)7 {vylHl(pa yl)_>B}2 = G
2
I HY(q, ), [(p)—B - G
Ind
FaHS(qa Zj)7 {vylHl(p7YI>_>B}z -G . Ir
Fa [,<q)7 {vylHl(I% yl)_>B}z - G
- LI—:
1. I(p)—B est la formule principale :
[, {Vyi.Hi(p,yi;)—=B}i - G
LI r . H; i) —BL
I I(p)—BFG - D Hpy)=BLEG
régle 3.6
[ {Vyi.Hi(p,y:)—B}i - G
2. I(p)—B n’est pas la formule principale :
I, {sz.Hg(q, z;)—C};, I(p)—»B+FG /
I,I'(q)—C,I(p)—BF G LE=
régle 3.6

[, I'(q)—C, {Vyi.Hi(p,yi;) B} F G
\(3
[, {Vvz;.Hj(q,2;)—C};, [(p) =B+ G

Ind
I, {Vvz;.Hj(q,z;) > C};, {Vy:. Hi(p, y:) = B}i - G I
T, I'(q)—C, {Vyi Hi(p, )~ B} - G -
Ce qui clot la démonstration par récurrence. [

A.2 Inversibilité des régles pour LJTI_

A.2.1 Inversibilité dans LJTI_ des régles de LJT'I

Inversibilité de la régle R—
Nous allons montrer que la régle 3.1 ci-dessous est fortement admissible dans LJT1_.
I'A—-B
— (3.1)
INAFB

Démonstration : La démonstration se fait par récurrence sur la hauteur de la dérivation
de la prémisse, et par cas sur la régle précédente.
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— R=, L=, : impossible a cause de la forme de A—B.

- L:2 :
Is=t,PP—-C+ A—B I Is=t,PP—-CF A—B
I, s=t,P—-C+ A—B ik — I,s=t,PP—-C,AFB Ind
regle 3.1 L=,
I s=t,P—-C, A+ B I, s=t,P—-C, A+ B
B RN
I+ A—B I+ A—B
L=— = [nd
I t=t—CF A—B — IC,AF B
régle 3.1 L——
I't=t—C, A+ B I't=t—C, A+ B

Les autres cas sont traités comme pour LJT'I.
Ceci clot la démonstration par récurrence. [

Inversibilité de la régle La—
Nous allons montrer que la régle 3.2 ci-dessous est fortement admissible dans LJT1_.

I'P—-BFG

(3.2)
I'BFG

Démonstration : La démonstration se fait par récurrence sur la hauteur de la dérivation
de la prémisse, et par cas sur la régle précédente.

- R=":
R=
T, P—BF t=t I
régle 3.2 I'' BFt=t
T, Bt t—t
- L=
I',s=t,P—»B+F G’ I'ys=t,P—BF G
L= Ind
I',s=t,P-B+FG = I',s=t,BF G
regle 3.2 L=,
I's=t,BFG I's=t,BFG

— L=,, deux cas sont possibles :

1. La formule P— B est réécrite :

Is=t,PP-BFG
L=, Is=t,PP-BFG
Is=t,P-BF(G = Ind
régle 3.2 I's=t,BFG
Is=t,BFG
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2. Une autre formule, Q—C', est réécrite :

Is=t,Q—C,P—-BFG I Is=t,Q—C,P—-BFG
I, s=t,Q—C,P—-BFG _2 = Is=t,Q—C,B+-G Ind
régle 3.2 L=
Is—tQ-C.BFG  ° T.s=t.Q-C.BFG =~ °
=
I,C,P—BF G I,C,P—BF G
L=— Ind
It=t—C,P-BF(G — I¢,B-G
régle 3.2 L=—
T i—t—C,BF G T.i—t—C,BF G

— Les autres cas sont traités comme pour LJT1.
Ceci clot la démonstration par récurrence. 0

Inversibilité partielle de la régle L——

Nous allons montrer que la régle 3.3 ci-dessous est fortement admissible dans LJT1_.

I,(C—D)—BF G
I,BFG

(3.3)

Démonstration : La démonstration se fait par récurrence sur la hauteur de la dérivation
de la prémisse, et par cas sur la régle précédente.
- R=":

R=
I'(C—D)—-B& t=t - ————— R—
régle 3.3 I'BFt=t
I'BFt=t

— L=1, G est une formule atomique ou une égalité :

I, s=t,(C—D)—BF G . I, s=t,(C—D)—BF G
T, s=t,(C—D)=BFG — rstora
régle 3.3 L=
I's=t,BFG I's=t,BFG
- L:2 :
I, s=t,PP—A (C—-D)—BFG r I s=t,PP—-A (C—-D)—-BFG
[, s=t,P—A (C—-D)—»BFG Ik — I's=t,PP-A BFG Ind
régle 3.3 L=,

Is=t,P-A BFG Is=t,P—-A,BFG
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- L=—:
I'NA,(C—D)—-BFG ! I''A,(C—D)—»BFG
[t=t—A,(C—D)=BFG ~~ — I A BFG Ind
régle 3.3 L=—
I,i=t—A,BF G T, t=t—A,BF G

— Les autres cas sont traités comme pour LJT1.
Ceci clot la démonstration par récurrence. [

Inversibilité partielle de la régle LV—
Nous allons montrer que la régle 3.4 ci-dessous est fortement admissible dans LJT1_.

I, (Vz.A)—B+ G
I,BFG

(3.4)

Démonstration : La démonstration se fait par récurrence sur la hauteur de la dérivation
de la prémisse, et par cas sur la régle précédente.
- R=":

R=
T, (V. A) =B - =t . p
régle 3.4 I''BFt=t
T,BF i—t

— L=1, G est une formule atomique ou une égalité :

I, s=t, (Vx.A)—B+ G . I, s=t, (Vx.A)—»B+ G
I, s=t,(Ve.A) =B F G ! — I,s=t,B+-G Ind
régle 3.4 L=,
Is=t,BFG I's=t,BFG
- L:2 :
I, s=t, P/—C,(Vx.A)»B +F G r I, s=t, P'—C,(Vx.A)»B+F G
I, s=t, P—C, (Vx.A) =B F G o — I, s=t,PP—-C,B+G Ind
régle 3.4 L=,
I, s=t,P-C,B+-G I, s=t,P-C,B+-G
- L=—:
r,C, (Ve.A)-»BF G IC, (V2. A) =B+ G
I t=t—C,(Vz.A)=BF G = INC,BFG
régle 3.4 L=—
I t=t—C,B+-G I t=t—C,B+-G

Ceci clot la démonstration par récurrence. [
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Inversibilité de la régle LI
Nous allons montrer que la régle 3.5 ci-dessous est fortement admissible dans LJT1_.

CIp)FG
FvHi(pat) -G

(3.5)

Démonstration : La démonstration se fait par récurrence sur la hauteur de la dérivation
de la prémisse, et par cas sur la régle précédente.
- R=":
- R:
I I(p) Ft=t _— R—
régle 3.5 [ Hi(p,t) F t=t
F7 Hi(p7 t) Ft=t

— L=1, G est une formule atomique ou une égalité :

I s=t,I(p) F G . [ys=t, I(p) F &
= Ind
I,s=t,I(p) F G \11 .. = DstHptFC L”
régle 3. =
T, s=t, Hi(p,t) F G ° T, s—t, Hi(p,t) F G "
- L:2 :
[ s=t,P’—C,I(p) -G I, s=t,P’—C,I(p) -G
= Ind
I', s=t, P—C, [(p) FG \21 a5 = I, s=t, Pl—>C, Hi(p, t) FG Ln
régle 3. —
T, s=t, P—C,Hy(p,t) F G ° T, s—t, PoC Hy(p t) F G 2
- L=—
I,C I(p)FG I,CI(p) -G
—— [
L=-Olp G - = TCHEYr6 ™
regle o. =
T, i—t—C, Hy(p,t) F G ° T i—t—C,Hi(pt) -G~
— Les autres cas sont traités comme pour LJT'I.
Ceci clot la démonstration par récurrence. O

Inversibilité de la régle L/—

Nous allons montrer que la régle 3.6 ci-dessous est fortement admissible dans LJT1_.
II(p)—BFG

[ {Vy:.Hi(p,y:)—=B}i - G

Démonstration : La démonstration se fait par récurrence sur la hauteur de la dérivation
de la prémisse, et par cas sur la régle précédente.

(3.6)
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I' {Vyi.Hi(p,y;)— B} - t=t
I

régle 3.6

[, {Vyi.Hi(p, yi)—B}i - t=t .

— L=1, G est une formule atomique ou une égalité :

I s=t,I(p)—B+ &
T, s=t,I(p)—BFG '
[, s=t, {Vyi. Hi(p,yi) =B} F G
U

[, s=t,I(p)—=BF G

[, s=t, {Vyi. Hi(p,yi)—=B}i b G’ fn

[, s=t,{Vyi.Hi(p,yi)—B}i F G o

régle 3.6

d

I s=t,P’—C,I(p)—»BF G I
I,s=t,P—C,I(p)»BFG ~ °
F7 S:t, P_>C7 {VYIHl(pv yl)_)B}Z =G

régle 3.6

I
I s=t,P’—C,I(p)—BFG
L, s=t, P'~C, (Vy:Hi(p.y:) ~B}, - C Q”d
I', s=t, P—C,{Vyi.Hi(p,y;) =B} - G o

I,C, I(p)—BF G
L:—>
[ t=t—C,I(p)—BF G
I' t=t—C,{Vy;.Hi(p,yi)—»B}i - G
(8
T,C,I(p)—BF G
I
I C,{VyiHi(p,y:)—»B}: - G "

L=—
[ t=t—C, {Vyi.Hi(p,yi) =B} - G
— Les autres cas sont traités comme pour LJT'I.
Ceci clot la démonstration par récurrence.

régle 3.6

d
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A.2.2 Elimination des égalités triviales
Nous allons montrer que la régle 3.11 ci-dessous est fortement admissible dans LJT'I_.
I, t=t+ G
—F—F (3.11)
-G

Démonstration : La démonstration se fait par récurrence sur la hauteur de la dérivation
de la prémisse, et par cas sur la régle précédente.

- Az :
r,t:t,PFP@I sy = P
r.prp o0 r.p-p "
— R— : La preuve est de la forme :
T,t=t,C+ D T.t=t,CF D
Di=trc—D " — “rcrp ™
régle 3.11 —— R—
r-Cc—b r-c—bD
- La—:
LPCI=tG T, P.Ct=th G
TP, P—Ct=tFG — “rporg M
regle 3.11 La—
[ P.P—CFG [ P.P—CFG
- L——:
I, D—B,C,t=t+-D T, B, i=t+ G
L——
I'(C—D)—B,t=t+ G
régle 3.11
I'(C—D)-»BFG
4
T, D—B,C,t=t+ D T, B t=t - G
Ind =—————— Ind
[,D—B,CFD I.BFG
L——
I (C—-D)—»BFG
- RV :
T t=t- A T t=tF A
T, t=tF Vz.A v — “r1pa nd
—— régle 3.11 _—
TEvedA | o° Trvea Y
- LV :
I Ve A, A{u/z} t=t = G . I Ve A, A{u/z} t=t - G
TV A t=t - G — T A A{uzirc M
régle 3.11 LY

Ve A G W AFG
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- IV—:
I (Ve.A)»B,t=t-Vz. A T B, t=t+G
LY—
I, (Vz.A)—B,t=t+ G
régle 3.11
I, (Ve.A)—»BFG
|3
[, (Vx.A)—B,t=t - Vx.A B, t=t+ G
— Ind
T vz A —Brvea "™ “Tprag "
L——
T, (Vo.A) =B F G
- R[Z :
T,t=t+ H, .(p,t;) ...
7](p ) RI,
[ t=t+ I(p)
T ragle 3.11
'+ [(p)
(8
I t=t - H; ;(p,t:)
I
T+ Hy(p.t) nd
RI;
'k I(p)
— LI :
FaHi(payi)at:t G .
LI
I(p),t=t+ G
regle 3.11
Li(p) G
(8
F7 Hi(p7Yi)7t:t G
I
FaHi(p7Yi) k- G nd . LI
Ip)FG
— LI—:
[ {Vy: . Hi(p, yi)—=C}i, t=t F G ,
T, I(p)—=C,t=t - G -
régle 3.11
T, I(p)—CF G
(8
Fa {VYIHl(p7 YI)HO}’M t=t l_ G
Ind
I {VyiHi(p,y:)—=C}i F G "
I—

I I(p)—CkFG
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' u=u

T, t=t - G

rrg  nd

I, s=u,t=t+ G
I s=ut G

Ind

1

- R=":
R_
I't=t - u=u
= régle 3.11
I'-u=u
- L:1 :
1. Si t=t est principale, G est réécrit sur lui-méme :
Mt=t+G
T t=t-G
régle 3.11
-G
2. Sinon :
I, s=u,t=t+ G
[ s=u,t=t+- G !
régle 3.11
I''s=uk G

— L=,, deux cas sont possibles :

I''s=ut+G

1. La formule t=t est principale et P— B est réécrit sur lui-méme :

T,t=t,P—~BF G
T,t=t,P—»BF G
I,P—BFG

2
régle 3.11

2. Sinon :

I',s=u, P/—B,t=t+ G
I',s=u, P—»B,t=t+ G

2

régle 3.11
I s=u,P-BFG
B SN
ICit=t+-G
L=—
I'u=u—C,t=t+ G
régle 3.11
Iu=u—CFG

— Les autres cas sont traités comme pour LJT1.
Ceci clot la démonstration par récurrence.

T t=t, P—=BF G
I,P-BFG

Ind

I, s=u, PP—B,t=t+ G
I's=u,PP-BFG
I'ys=u,P—-BFG

Ind

2

ICit=t-G

I CrG Ind

I—
I'u=u—CHFG -



196 ANNEXE A. PREUVES D' INVERSIBILITE

Inversibilité de L=—
Nous allons montrer que la régle 3.11 ci-dessous est fortement admissible dans LJT1_.
Is=t—CkFG
rcraG

Démonstration : La démonstration se fait par récurrence sur la hauteur de la dérivation
de la prémisse, et par cas sur la régle précédente.

(3.12)

- Ax :
I etoCpPrp .
régle 3.12 —— Ax
IPEP r,c,p+r
— R— : La preuve est de la forme :
Is=t—C, A+ B Is=t—C, A+ B
R— Ind
I s=t—C+ A—B = IC,A- B
régle 3.12 T p,
ICrA—B ICrA—B
- La—:
I'P,B,s=t—CFG I'P,B,s=st—CFG
La— Ind
I'P,P—-B,s=t—CFG - I'P,B,CFG
regle 3.12 La—
IP,P—-B,C+FG I'P,P—B,C+G
- L——:
I''D—B,A s=t—=CFD T,B,s=st—CFGG
L——
' (A—-D)—B,s=t—C+ G
régle 3.12
I (A—-D)—B,C+G
\
I'D—B,A,s=t—CFD I'B,s=st—=CFG
rp-paAcrp ™ “Trpcorg M
L——
I'(A—D)—B,C+G
— RV:
Is=t—CFA Is=t—CFA
T s taCF voa Y — T rcora M
régle 3.12 — LV
I'CkrVx. A ICkFVz.A
- LV :
Ve A A{u/z}, s=t—C'+ G v Ve A A{u/z}, s=t—C'+ G
I\Vz. A, s=t—C+F G = IwVe A, A{u/z},C G Ind
régle 3.12

I''\WVz.A,C+HG I'\WVz.A,CHG
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- LV—:
[, (Vz.A)—B,s=t—CtFVz.A T, B,s=t—-CFG
I, (V2.A)—B,s=t—=C+FG L=
I (o ABCrG el
U
I, (Vx.A)—B, s=t—C | Vz. A I',B,s=t—CFG
I vz A—BCrvea " "1t pcorg M
I, (V2.A)—B,CF G L==
- RI; :
I',s=t—C+ H, ;(p,ti) ol
I, s=t—CFI(p) '
T I(p) regle 3.12
U
I, s=t—C+ H, ;(p, t;)
I''CF H,;;(p,ti) Ind )
I,C+ I(p) il
— LI:
I Hi(p,yi),s=t—C F G :
I'I(p),s=t—=CFG L
T I(p).CFG régle 3.12
U
' H;(p,yi),s=t—CFG
I'Hi(p,yi),C+FG fnd—
[ 1(p),CHG L1
- LI—:
I {Vyi.Hi(p,yi) =B}, s=t—=C + G
I'I(p)—B,s=t—=CFG Li=
F I(p)—B.CFG régle 3.12
U
I {Vyi.Hi(p,yi) =B}, s=t—C - G
I' {VyiHi(p,yi)—B},CF G fnd
LI—

I I(p)—B,C+FG
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R=
I' s=t—C F u=u - R=—
régle 3.12 ICFu=u
I''CHFu=u
- L=,
I u=v,s=t—CF G I u=v,s=t—CF G
L=, Ind
I u=v,s=t—CF G I u=v,CFG
régle 3.12 =1

INu=v,CFG

— L=,, deux cas sont possibles :
1. La formule s=t—C est réécrite :
I s=t'—-C,u=vF G
I's=t—=C,u=vFG
IP—-BFG

2

régle 3.12

2. Sinon :
Iyu=v, P’—B,s=t—CF G
I'yu=v, P—B,s=t—CF G
I'u=v,P-B,C+G

L=
régle 3.12

— L=—, deux cas sont possibles :

L
Nu=v,CFG

I s=t'—C,u=v kG
I,P-BFG

Ind

I'yu=v, PP—B,s=t—CF G

1. Si s=t— B est la formule principale, alors s =t :

-G . G
I, s=s—C,FG - = Lc
régle 3.12
rcraG
2. Sinon :

B, s=t—-CFG
I'u=u—B,s=t—C + G
I'u=u—B,CFG

L=—

Ceci clot la démonstration par récurrence.

régle 3.12

Fu—.pPoBCra
I'u=v,P-B,C+G o
B, s=t—-CFG
roorg 1nd
L=—
INu=u—B,C+FG
O



Annexe B

Non-définissabilité de la coercition de
types dans le Calcul des Constructions
Inductives

Soit la définition de paire dépendante suivante :

Record entry: Type := mkE { type:Set; obj:type }.

THEOREME B.1 (COERCITION DE TYPES)

Il n’existe pas de fonction coerce ayant pour type V(A : Set) ,entry — option A dans le
Calcul des Constructions Inductives telle que pour tout terme A : Set et x : A, coerce A
(mkE A x) se réduise en Some X.

Démonstration : La démonstration est directement adaptée d’un résultat de Jean-Yves
Girard |Gir71]|. Supposons Pexistence d’une telle fonction et montrons qu’elle permet de
construire un terme non-normalisant. Tout d’abord, nous allons nous placer dans la sorte
Prop grace aux définitions suivantes :

Record embed (A:Prop):Set := inject {retract : A}.
Inductive opt (A:Prop):Prop := none : opt A | some : A — opt A.

Le type embed permet d’encapsuler un objet de sorte Prop dans un objet de sorte Set,
et le type opt est la version Prop du type option. Ainsi, nous pouvons construire une
fonction analogue a coerce mais dans la sorte Prop.

Definition coerce_prop (A B:Prop) (b:B) : opt A:=
match coerce (embed A) (mkE (embed B) (inject B b)) with
Some a => some A (retract A a)
| None => none A end.
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Cette fonction est telle que pour tout terme A : Prop et x : A, coerce A (mkE A x) se
réduise en some Xx.

Definition Apply (A B:Prop) of (x:A) : opt B :=
match of with some f => f x | none => (none B) end.

Le combinateur Apply est un applicateur, il est tel que Apply A B Some f x se réduit en
f x. Comme nous sommes passés dans la sorte Prop qui est imprédicative, le type D suivant
est de sorte Prop :

Definition D := V A : Prop, opt A.

On construit ensuite le terme C qui est une version typée du A-terme A = \z.zz :

Definition C B:= coerce_prop B (D — opt D)
(Az. Apply DD (z (D — opt D)) z).

On peut alors construire une version typée de Q2 = AA.

Definition Paradox := Apply D D (C (D — opt D)) C.

Le terme Paradox se réduit alors en :

Apply D D
(coerce_prop (D — opt D) (D — opt D)
(Az. Apply DD (z (D — opt D)) z))
(AB. (coerce_prop B (D — opt D)
(Az. Apply DD (z (D — opt D)) =z))) (7)

Par définition de coerce_prop, (i) se réduit en :

Apply D D
(some (D — opt D) (Az. Apply DD (z (D — opt D)) z))
(AB. (coerce_prop B (D — opt D)
(Az. Apply DD (z (D — opt D)) z))) (42)

Ensuite, par réduction de Apply :

(Az. Apply DD (z (D — opt D)) 2))
(AB. (coerce_prop B (D — opt D)
(Az. Apply DD (z (D — opt D)) 2))) (vit)

Ensuite, par une série de (-réductions :
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Apply D D
(coerce_prop (D — opt D) (D — opt D)
(Az. Apply DD (z (D — opt D)) z))
(AB. (coerce_prop B (D — opt D)
(Az. Apply DD (z (D — opt D)) z))) (1v)

On remarque alors que (iv) = (i) et la réduction (i)—(ii)—(iii)—(i)— ... montre que
le terme Paradox n’est pas normalisable, ce qui est contradictoire avec la normalisation

forte du fragment sans univers du Calcul des Constructions Inductives démontrée par
Benjamin Werner [Wer94].

On en conclut qu’une telle fonction coerce n’existe pas. [







Annexe C

Résultats des tests

C.1 Comparaison de Firstorder et Jprover sur la librai-
rie de problémes ILTP

Nous donnons dans cette annexe les résultats annoncés page 97.

Le statut T désigne les problémes démontrables et N les problémes non démontrables.
Le statut T désigne les cas ot une preuve est trouvée mais produite incorrectement par
Jprover. Pour chaque mesure, nous donnons le temps utilisateur u et le temps systéme s
en secondes.

Probléme [| Note | Statut | Fo v2 | temps [ veérif. [ Jp [ temps [ vérif.
ILTP
con_n.002.p 0.60 N N 0.07u,0.02s - 00
con_n.006.p 0.60 N N 3.85u,0.08s - [e'¢)
con_n.010.p 0.60 N - o0 - [e'S)
con_p.002.p 0.20 T T 0.07u, 0.07s 0.u,0.s T 0.11u,0.05s | 0.u,0.s
con_p.006.p 0.60 T T 0.14u,0.06s 0.02u,0.s - 00
con_p.010.p 0.60 T T 0.29u, 0.06s 0.12u,0.s - 00
debruijn_n.002.p 0.60 N N 26.53u,0.09s - 00
debruijn_n.006.p 0.80 N - 00 - 00
debruijn_n.010.p 1.00 N - 0 - 00
debruijn_p.002.p 0.60 T 2.38u,0.04s | 0.56u,0.01s - 00
debruijn_p.006.p 0.60 T - 00 - 00
debruijn_p.010.p 0.60 T - 00 - 00
equiv_n.002.p 0.60 N N 0.08u,0.03s - 00
equiv_n.006.p 0.60 N - o0 - [e'¢)
equiv_n.010.p 0.60 N - o0 - [e'e)
equiv_p.002.p 0.20 T T 0.09u, 0.06s 0.u,0.s T 0.10u,0.05s | 0.u,0.s
equiv_p.006.p 0.60 T - [%S) - [e'e)
equiv_p.010.p 0.60 T - 00 - 00
ft1.1.p 0.00 T - 00 T | 0.12u,0.03s
ft1.2.p 0.00 T - 00 T | 0.20u,0.07s
ft1.3.p 0.25 T - 00 T | 0.59u,0.07s
ft1.4.p 0.00 T - 00 T* | 0.12u,0.04s
ft1.5.p 0.00 T - 0 T* | 0.21u,0.06s
ft1.6.p 0.00 T - 0 T* | 0.43u,0.03s
ft1.7.p 0.00 T - o0 T* 1 0.10u,0.06s
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Probléme Note | Statut | Fo v2 temps vérif. Jp temps vérif.
ft1.8.p 0.25 T - 00 T 0.17u,0.06s
ft2.1.p 0.50 T - [e'S) - [e%S)
££2.2.p 0.50 T - [e'e) - [e%S)
££2.3.p 0.50 T - 00 - 00
ft2.4.p 0.50 T - 00 00
ftd.1.p 0.25 T - 00 - o0
ft4.2.p 0.50 T - 00 - o0
ft4.3.p 0.50 T o) - 00
ft5.1.p 0.00 T 0.52u,0.02s 0.02u, 0.s T 0.14u, 0.02s 0.03u,0.s
£t5.2.p 0.00 T - 0o T 20.34u,0.06s 0.83u,0.s
£t5.3.p 0.25 T - [e'e) - [e%9)
£t6.10.p 0.00 T T 205.60wu,0.20s 0.u,0.s T 0.11w,0.02s 0.01u,0.s
ft6.11.p 0.00 T T 0.93u,0.03s 0.u,0.s T 0.09u, 0.02s 0.u,0.s
£t6.12.p 0.25 T T 12.60u, 0.03s 0.01u,0.s 00
£t6.13.p 0.25 T - 00 - 00
ft6.14.p 0.00 T - 00 T 0.19u, 0.03s
ft6.15.p 0.00 T T 17.47u,0.04s 0.u,0.s T 0.98u,0.04s 0.01u,0.s
ft6.1.p 0.00 T T 0.19u, 0.03s 0.u,0.s T 0.09u, 0.02s 0.u,0.s
ft6.2.p 0.00 T - 0o T 0.20u, 0.03s 0.03u,0.s
£t6.3.p 0.00 T T 7.15u,0.04s 0.u,0.s T 1.03u,0.02s 0.u,0.s
ft6.4.p 0.00 T T 0.81u,0.03s 0.u,0.s T 0.14u, 0.03s 0.u,0.s
ft6.5.p 0.25 T T 2.20u, 0.03s 0.u,0.5 T 0.16w, 0.02s 0.01u,0.s
£t6.6.p 0.00 T T 0.10u, 0.02s 0.u,0.s T 0.10wu, 0.02s 0.01u,0.s
£t6.7.p 0.00 T T 0.08u, 0.03s 0.u,0.s T 0.09u, 0.02s 0.01u,0.s
£t6.8.p 0.00 T - [e's) T 0.10wu, 0.02s 0.01u,0.s
£t6.9.p 0.00 T T 11.80u, 0.04s 0.01u,0.s T 0.09u, 0.03s 0.u,0.s
ft7a. 0.00 T T 0.18u,0.02s 0.u,0.s T 0.10u, 0.02s 0.u,0.s
ft7b.p 0.00 T T 42.91u,0.06s 0.01u,0.s T 0.14u,0.03s 0.01u,0.s
ft7c.p 0.00 T - 0o T 2.03u,0.03s 0.02u,0.s
ft7d.p 0.25 T - 0o T 182.94u,0.17s | 0.02u,0.s
ft8.1.p 0.00 T T 33.97u, 0.06s 0.u,0.s T 16.25u,0.05s 0.u,0.s
£t8.2.p 0.00 T T 0.42u,0.03s 0.u,0.s T 0.41u,0.03s 0.01u,0.s
kk_n.002.p 0.40 N N 0.08u, 0.03s - 00
kk_n.006.p 0.60 N - 00 - [e%S)
kk_n.010.p 0.80 N - [e%s) - 0
kk_p.002.p 0.20 T 0.09u, 0.03s 0.01u,0.s 0.22u, 0.03s 0.u,0.s
kk_p.006.p 0.60 T - [e'¢) - o)
kk_p.010.p 0.80 T - 00 - o)
ph_n.002.p 0.40 N N 0.09u, 0.02s - 00
ph_n.006.p 0.60 N - [e'¢) - %)
ph_n.010.p 0.80 N - 00 - [e%9)
ph_p.002.p 0.00 T T 0.12u,0.02s 0.01u,0.s T 0.12u, 0.04s 0.01u,0.s
ph_p.006.p 0.40 T [e'e) - [e%9)
ph_p.010.p 1.00 T - 00 - [e%S)
sch_agatha.p 0.25 T - 0o T 1.63u,0.03s 0.01u,0.s
sch_all_exst.p 0.00 T T 0.08u,0.02s 0.u,0.s T 0.07u, 0.03s
sch_ax_all.p 0.00 T T 0.08u,0.02s 0.u,0.s T 0.08u, 0.02s 0.u,0.s
sch_ax.p 0.00 T T 0.07u, 0.03s 0.u,0.s T 0.07u, 0.03s 0.u,0.s
sch_deadlockl.p 0.00 T e’ N 0.07u, 0.03s
sch_deadlock2.p 0.00 T - e N 0.08u, 0.02s
sch_deadlock3.p 0.00 T - [e'¢) N 0.08u,0.02s
sch_deadlock4.p 0.00 T - [e'S) N 0.09u, 0.02s
sch_fo_n.001.p 0.00 T T 0.09u, 0.02s 0.u,0.s T 0.10u, 0.02s 0.u,0.s
sch_fo_n.002.p 0.00 T T 80.00u, 0.09s 0.u,0.s T 0.74u,0.03s 0.01u,0.s
sch_fo_n.003.p 0.00 T - o) T 38.92u,0.06s 0.02u,0.s
sch_fo_n.004.p 0.00 T - [e%s) - 0
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Probléme Note | Statut | Fo v2 temps vérif. Jp temps vérif.
sch_funl.p 0.00 T T 0.25u, 0.03s 0.u,0.s T 0.59u, 0.02s 0.u,0.s
sch_fun2.p 0.00 T T 0.11%,0.02s 0.u,0.s T 0.10w,0.03s | 0.01u,0.s
sch_fv2.p 0.00 T T 0.07u,0.02s 0.u,0.s T 0.08u, 0.02s 0.u,0.s
sch_implies.p 0.00 T T 0.07u,0.02s 0.u,0.s T | 0.08u,0.02s 0.u,0.s
sch_jens_fo_fv.p 0.00 T T 239.73u,0.21s 0.u,0.s T | 0.27%,0.03s | 0.01u,0.s
sch_jens_fo.p 0.00 T T 229.18u,0.23s 0.u,0.s T | 0.31%,0.04s | 0.01u,0.s
sch_jens_prop.p 0.00 T T 0.08u,0.02s 0.u,0.s T | 0.09%,0.02s | 0.01u,0.s
sch_mult.002.p 0.00 T T 0.08u, 0.02s 0.u,0.s T 0.07u, 0.02s 0.u,0.s
sch_mult.003.p 0.00 T T 0.09u, 0.02s 0.u,0.s T 0.09u, 0.02s 0.u,0.s
sch_mult.004.p 0.00 T T 0.09u, 0.02s 0.01u,0.s T 0.11u,0.02s 0.u,0.s
sch_mult_eigen_del.p 0.00 T 00 N | 0.08u,0.02s
sch_mult_no_rename2.p 0.00 T 00 N 0.08u,0.03s
sch_mult_no_rename.p 0.00 T - 00 N 0.08u,0.02s
sch_mult_rename.p 0.00 T - [e’e) N 0.08u, 0.02s
sch_notnot2.p 0.00 T T 0.08u, 0.02s 0.u,0.s T 0.08u, 0.02s 0.u,0.s
sch_notnot.p 0.00 T T 0.07u, 0.03s 0.u,0.s T 0.08u,0.02s 0.u,0.s
sch_prop_n.001.p 0.00 T N 0.06u,0.02s N | 0.06u,0.02s
sch_prop_n.002.p 0.00 T T 0.09u,0.02s 0.01w,0.s | T | 0.10u,0.02s | 0.01u,0.s
sch_prop_n.003.p 0.00 T T 0.14u,0.02s 0.01u,0.s T 0.18%,0.02s | 0.01u,0.s
sch_prop_n.004.p 0.00 T T 0.28u, 0.03s 0.05u, 0.s T 0.37u,0.03s | 0.03u,0.s
sch_subst.p 0.00 T T 1.90u,0.02s 0.u,0.s T* | 0.08u,0.03s
schwicht_n.002.p 0.40 N N 0.07u,0.02s - 00
schwicht_n.006.p 0.40 N N 0.08u,0.02s - 00
schwicht_n.010.p 0.40 N N 0.08u,0.03s - 00
schwicht_p.002.p 0.00 T T 0.08u,0.02s 0.u,0.s T | 0.08u,0.02s 0.u,0.s
schwicht_p.006.p 0.40 T T 0.08u,0.06s 0.u,0.s - 00
schwicht_p.010.p 0.40 T T 0.13u,0.03s 0.02u,0.s - 00

C.2 Résultats des preuves par complétion de la biblio-
théque TPTP

Nous donnons dans cette annexe les résultats annoncés page 168.
Les résultats sont donnés en secondes. Le temps donné pour Coq est le temps du typage
de la preuve par le noyau. La limite de temps est de 300 secondes pour CiME et 300 secondes
pour les quatre preuves Coq.

Probléme Note Temps Temps Coq (court) Temps Coq (long)
TPTP | CiIME | réflexion tactiques | réflexion tactiques
ALG
ALGO006-1.p 0.0 0.33 0.01 0.03 0.02 0.14
ALGO007-1.p 0.11 30.51 0.01 0.02 0. 0.05
BOO
BOOO001-1.p 0.0 0.02 0. 0.01 0. 0.01
BOO002-1.p 0.0 14.21 0.01 0.02 0.01 0.04
BOO002-2.p 0.0 9.95 0.02 0.03 0.01 0.06
BOO024-1.p 0.0 0.22 0.01 0.02 0.02 0.06
BOO034-1.p 0.11 0.10 0.01 0.03 0.02 0.08
BOO067-1.p 0.33 12.43 0.02 0.07 31.82 41.12
BOO068-1.p 0.11 9.78 0.02 0.07 18.23 28.46
BOO069-1.p 0.11 2.75 0.02 0.04 0.11 0.67
BOOO070-1.p 0.11 7.07 0.02 0.06 5.53 17.17
BOO071-1.p 0.11 3.29 0.02 0.05 0.45 2.18
BOO074-1.p 0.0 44.88 0.01 0.06
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Probléme Note Temps | Temps Coq (court) Temps Coq (long)
TPTP | CiME | réflexion tactiques | réflexion tactiques
COL
COLO001-1.p 0.11 406.45 0.01 0.01 0.01 0.02
COL001-2.p 0.11 0.07 0.01 0.01 0.01 0.01
COL002-1.p 0.0 0.09 0.01 0.01 0. 0.
COL002-4.p 0.11 0.02 0.01 0. 0.01 0.01
COL003-12.p 0.22 1.98 0.01 0.02 0. 0.02
COL003-13.p 0.11 1.98 0.01 0.02 0. 0.01
COLO003-14.p 0.11 2.00 0. 0.01 0. 0.01
COLO003-16.p 0.11 1.98 0. 0.01 0.01 0.01
COLO003-17.p 0.11 7.26 0.01 0.02 0.01 0.02
COLO003-19.p 0.11 7.14 0.01 0.02 0. 0.01
COLO004-3.p 0.22 0.02 0.01 0. 0. 0.01
COLO007-1.p 0.0 0.00 0.01 0. 0. 0.
COL008-1.p 0.0 0.01 0.01 0.01 0. 0.
COL010-1.p 0.11 0.02 0.01 0.01 0. 0.01
COL012-1.p 0.0 0.00 0.01 0. 0. 0.
COL013-1.p 0.0 0.00 0. 0.01 0. 0.
COL014-1.p 0.0 0.01 0. 0. 0. 0.
COLO015-1.p 0.0 0.01 0.01 0.01 0.01 0.
COLO016-1.p 0.11 0.01 0. 0. 0. 0.
COLO017-1.p 0.0 0.04 0. 0. 0. 0.01
COLO018-1.p 0.0 0.00 0.01 0. 0. 0.
COL019-1.p 0.0 0.05 0.01 0.01 0. 0.
COL020-1.p 0.11 0.33 0. 0.01 0. 0.01
COL021-1.p 0.0 0.83 0.01 0.01 0.0 0.
COL022-1.p 0.0 0.09 0.01 0.01 0.01 0.
COL023-1.p 0.0 1.36 0. 0.01 0.01 0.01
COL024-1.p 0.0 0.60 0.01 0. 0. 0.
COL025-1.p 0.0 0.01 0.01 0.01 0.01 0.
COL026-1.p 0.11 2.35 0.01 0.02 0 0.01
COL027-1.p 0.0 3.48 0.01 0.01 0 0.
COL029-1.p 0.0 0.00 0. 0. 0. 0.01
COLO030-1.p 0.11 22.79 0.01 0.01 0. 0.
COLO031-1.p 0.0 0.84 0.01 0.01 0 0.01
COL032-1.p 0.22 0.77 0. 0.02 0. 0.
COL033-1.p 0.11 96.02 0.01 0.01 0.0 0.
COL042-6.p 0.11 2.35 0. 0.02 0.01 0.01
COL042-8.p 0.11 2.33 0.01 0.01 0. 0.01
COL042-9.p 0.11 290.96 0.01 0.02 0.01 0.02
COL045-1.p 0.0 0.04 0. 0. 0. 0.
COLO048-1.p 0.0 0.02 0.01 0.01 0. 0.
COLO050-1.p 0.0 0.00 0. 0. 0. 0.
COLO051-1.p 0.0 0.01 0. 0.01 0. 0.
COLO052-1.p 0.0 0.01 0.01 0.01 0. 0.01
COLO053-1.p 0.0 0.01 0.01 0.01 0. 0.
COLO056-1.p 0.0 0.01 0. 0.01 0. 0.
COL058-1.p 0.0 0.06 0.01 0.01 0. 0.
COL058-2.p 0.0 0.02 0.01 0.01 0. 0.02
COL058-3.p 0.0 0.03 0.01 0.01 0. 0.01
COLO059-1.p 0.0 0.06 0.01 0.03 0. 0.04
COLO060-1.p 0.33 1.64 0.01 0.08 0. 0.01
COLO060-2.p 0.0 0.02 0.01 0. 0. 0.
COLO060-3.p 0.0 0.00 0. 0. 0. 0.
COLO061-1.p 0.33 1.68 0.01 0.07 0.0 0.01
COL061-2.p 0.0 0.01 0. 0.01 0.01 0.)
COL061-3.p 0.0 0.02 0. 0.01 0. 0.
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Probléme Note Temps | Temps Coq (court) Temps Coq (long)
TPTP | CiME | réflexion tactiques | réflexion tactiques
COL062-1.p 0.44 449.84 0.01 0.11 0. 0.02
COL062-2.p 0.0 0.00 0.01 0.01 0.01 0.
COL062-3.p 0.0 0.01 0.01 0.01 0. 0.01
COL063-2.p 0.0 0.01 0.01 0.01 0.01 0.
COL063-3.p 0.0 0.02 0. 0. 0. 0.01
COL063-4.p 0.0 0.02 0.01 0.01 0. 0.01
COLO063-5.p 0.0 0.01 0.01 0. 0. 0.01
COLO063-6.p 0.0 0.01 0.01 0.01 0. 0.01
COLO064-10.p 0.11 0.02 0. 0.01 0.01 0.01
COL064-11.p 0.0 0.01 0.01 0.01 0. 0.
COL064-2.p 0.11 0.01 0.01 0. 0.01 0.01
COL064-3.p 0.0 0.02 0.01 0.01 0.01 0.01
COL064-4.p 0.11 0.02 0. 0.01 0. 0.
COL064-5.p 0.11 0.01 0.01 0.01 0. 0.01
COL064-6.p 0.0 0.01 0. 0.01 0. 0.01
COL064-7.p 0.11 0.01 0. 0.01 0. 0.
COLO064-8.p 0.0 0.01 0.01 0.01 0. 0.01
COLO064-9.p 0.11 0.02 0. 0.01 0. 0.01
COL066-2.p 0.0 0.13 0.01 0.01 0.01 0.
COL066-3.p 0.11 0.14 0.01 0.01 0. 0.
COLO070-1.p 0.11 0.62 0. 0.01 0. 0.01
COLO075-2.p 0.0 254.02 0. 0.01 0.01 0.01
COL083-1.p 0.0 0.00 0.01 0. 0. 0.
COL084-1.p 0.0 0.01 0.01 0. 0. 0.
COLO085-1.p 0.0 0.00 0. 0. 0. 0.
COLO086-1.p 0.0 0.00 0. 0 0. 0.01
GRP
GRP001-2.p 0.0 0.01 0.01 0.01 0. 0.01
GRP001-4.p 0.0 0.01 0. 0. 0. 0.
GRP002-2.p 0.0 0.19 0.01 0.05 0.03 0.17
GRP002-3.p 0.11 0.28 0.01 0.06 0.05 0.3
GRP002-4.p 0.11 0.22 0.01 0.07 0.03 0.14
GRP010-4.p 0.0 0.01 0.01 0. 0.01 0.01
GRPO11-4.p 0.0 0.03 0.01 0.01 0.01 0.01
GRP012-4.p 0.0 0.03 0.01 0.01 0. 0.01
GRP022-2.p 0.0 0.01 0. 0. 0. 0.
GRP023-2.p 0.0 0.01 0.01 0.01 0. 0.
GRP115-1.p 0.0 0.07 0.01 0.02 0.01 0.09
GRP116-1.p 0.0 1.68 0.01 0.04 2.05 3.82
GRP117-1.p 0.0 0.34 0.01 0.02 0.14 0.56
GRP118-1.p 0.0 1.90 0. 0.03 2.31 4.2
GRP195-1.p 0.0 0.09 0. 0.03 0.01 0.03
GRP200-1.p 0.33 11.80 0.01 0.08 0.51 2.64
GRP201-1.p 0.44 8.94 0.01 0.14 8.56 18.99
GRP202-1.p 0.44 13.53 0.01 0.08 0.49 2.24
GRP203-1.p 0.11 137.11 0.01 0.09
GRP205-1.p 0.33 13.66 0.01 0.09 0.45 1.99
GRP206-1.p 0.0 0.02 0.01 0. 0. 0.01
GRP403-1.p 0.11 41.96 0.01 0.04 0.03 0.32
GRP406-1.p 0.0 2.03 0.02 0.07 0.12 1.6
GRP409-1.p 0.0 159.33 0.01 0.1 0.16 1.5
GRP412-1.p 0.0 21.52 0.02 0.1 6.74 67.94
GRP415-1.p 0.11 140.77 0.02 0.21
GRP418-1.p 0.11 8.69 0.02 0.1 0.11 1.17
GRP421-1.p 0.22 23.11 0.02 0.09 0.09 1.24
GRP424-1.p 0.0 0.18 0.01 0.03 0.01 0.06
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Probléme Note Temps | Temps Coq (court) Temps Coq (long)
TPTP | CiME | réflexion tactiques | réflexion tactiques
GRP433-1.p 0.0 66.25 0.01 0.11
GRP434-1.p 0.0 48.73 0.02 0.11
GRP435-1.p 0.0 84.14 0.02 0.11
GRP442-1.p 0.0 337.08 0.03 0.21
GRP445-1.p 0.0 0.05 0.01 0.01 0.01 0.06
GRP446-1.p 0.0 0.44 0.01 0.03 0.11 0.6
GRP447-1.p 0.0 35.68 0.01 0.06
GRP448-1.p 0.0 0.07 0.01 0.01 0.01 0.06
GRP449-1.p 0.0 0.44 0.01 0.03 0.1 0.66
GRP450-1.p 0.11 37.26 0.02 0.07
GRP451-1.p 0.0 0.14 0.01 0.02 0.01 0.1
GRP452-1.p 0.11 98.54 0.02 0.14
GRP454-1.p 0.0 0.01 0.01 0. 0. 0.
GRP455-1.p 0.0 0.02 0.01 0.01 0.01 0.01
GRP456-1.p 0.11 1.74 0.01 0.05 0.59 4.34
GRP457-1.p 0.0 0.01 0.01 0. 0.01 0.
GRP458-1.p 0.0 0.02 0. 0.01 0.01 0.01
GRP459-1.p 0.0 1.67 0.01 0.05 0.62 4.11
GRP460-1.p 0.0 0.00 0.01 0. 0.01 0.
GRP461-1.p 0.0 0.02 0. 0.01 0.01 0.02
GRP462-1.p 0.0 0.54 0.01 0.04 0.17 1.17
GRP463-1.p 0.0 0.01 0.01 0. 0.01 0.
GRP464-1.p 0.0 0.03 0.01 0.01 0. 0.02
GRP465-1.p 0.0 0.54 0.01 0.03 0.17 1.07
GRP466-1.p 0.0 0.04 0.01 0.01 0. 0.02
GRP467-1.p 0.0 0.24 0.01 0.02 0.01 0.08
GRP468-1.p 0.0 0.87 0.01 0.03 0.36 1.58
GRP481-1.p 0.0 0.02 0. 0.01 0.01 0.
GRP482-1.p 0.0 0.06 0.01 0.02 0.01 0.05
GRP483-1.p 0.0 0.63 0.01 0.04 0.15 1.39
GRP484-1.p 0.0 0.08 0.01 0.03 0.01 0.09
GRP485-1.p 0.0 1.47 0.01 0.03 1.47 4.2
GRP486-1.p 0.0 43.25 0.02 0.08
GRP487-1.p 0.0 0.04 0.01 0.02 0. 0.03
GRP490-1.p 0.0 0.04 0. 0.01 0.01 0.03
GRP491-1.p 0.0 0.49 0. 0.03 0.13 0.88
GRP492-1.p 0.0 34.03 0.02 0.06
GRP493-1.p 0.0 0.01 0. 0. 0. 0.
GRP494-1.p 0.0 0.06 0.01 0.02 0.01 0.06
GRP495-1.p 0.0 2.53 0.01 0.05 2.09 12.68
GRP496-1.p 0.0 0.01 0.01 0.01 0. 0.01
GRP497-1.p 0.0 0.37 0.01 0.03 0.08 0.52
GRP498-1.p 0.0 6.76 0.01 0.07 18.17 27.7
GRP517-1.p 0.0 0.06 0.01 0.02 0.01 0.07
GRP518-1.p 0.0 0.02 0.01 0.01 0. 0.01
GRP519-1.p 0.0 0.14 0.01 0.03 0.03 0.21
GRP521-1.p 0.0 0.02 0.01 0.02 0. 0.02
GRP522-1.p 0.0 0.06 0.01 0.01 0.01 0.04
GRP525-1.p 0.0 0.03 0.01 0.01 0. 0.01
GRP526-1.p 0.0 0.03 0.01 0.01 0. 0.02
GRP529-1.p 0.0 0.03 0.01 0.01 0. 0.02
GRP530-1.p 0.0 0.02 0.01 0.01 0.01 0.01
GRP533-1.p 0.0 0.01 0.01 0. 0. 0.
GRP534-1.p 0.0 0.01 0.01 0. 0. 0.
GRP537-1.p 0.0 0.01 0.01 0.01 0. 0.01
GRP538-1.p 0.0 0.02 0.01 0.01 0 0.
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Probléme Note Temps | Temps Coq (court) Temps Coq (long)
TPTP | CiME | réflexion tactiques | réflexion tactiques
GRP541-1.p 0.0 0.00 0. 0.01 0. 0.01
GRP542-1.p 0.0 0.02 0.01 0.01 0. 0.
GRP545-1.p 0.0 0.00 0.01 0. 0. 0.
GRP546-1.p 0.0 0.01 0.01 0.01 0. 0.
GRP549-1.p 0.0 0.01 0.01 0. 0. 0.
GRP554-1.p 0.0 0.97 0.01 0.04 0.2 2.2
GRP555-1.p 0.0 0.07 0.01 0.01 0.01 0.07
GRP558-1.p 0.0 0.15 0. 0.02 0.03 0.21
GRP562-1.p 0.0 0.41 0.01 0.03 0.08 0.63
GRP565-1.p 0.0 0.04 0.01 0.02 0. 0.01
GRP566-1.p 0.0 0.06 0. 0.02 0. 0.05
GRP569-1.p 0.0 0.03 0.01 0.01 0. 0.01
GRP570-1.p 0.0 0.05 0.01 0.02 0.01 0.04
GRP573-1.p 0.0 0.03 0. 0.01 0. 0.01
GRP574-1.p 0.0 7.54 0.01 0.05 28.98
GRP577-1.p 0.0 0.13 0.01 0.03 0.02 0.15
GRP578-1.p 0.0 42.05 0.01 0.1
GRP581-1.p 0.0 0.04 0. 0.01 0.01 0.
GRP582-1.p 0.0 2.30 0.01 0.06 1.95 12.78
GRP589-1.p 0.0 7.69 0.01 0.08 2.5 29.82
GRP590-1.p 0.0 9.63 0.02 0.09 2.99 35.85
GRP593-1.p 0.0 0.42 0.01 0.04 0.07 0.7
GRP594-1.p 0.0 0.41 0.01 0.03 0.08 0.79
GRP597-1.p 0.0 2.88 0.01 0.05 0.04 0.62
GRP602-1.p 0.11 28.06 0.02 0.1
GRP603-1.p 0.11 3.95 0.02 0.05 7.01 11.54
GRP610-1.p 0.11 1.60 0.01 0.03 0.51 3.40
GRP611-1.p 0.0 0.57 0.01 0.03 0.12 1.03
GRP613-1.p 0.0 28.67 0.01 0.09 1.91 19.1
GRP614-1.p 0.0 44.93 0.02 0.12
LAT
LATO014-1.p 0.0 0.01 0. 0. 0. 0.
LATO088-1.p 0.0 0.03 0.01 0. 0. 0.01
LATO090-1.p 0.0 0.04 0.01 0.01 0. 0.03
LCL
LCL110-2.p 0.0 0.13 0. 0.03 0.01 0.18
LCL111-2.p 0.22 203.75 0.01 0.04 0.12 1.19
LCL112-2.p 0.0 0.12 0.01 0.03 0.01 0.18
LCL113-2.p 0.0 0.21 0.01 0.03 0.02 0.2
LCL114-2.p 0.0 0.41 0.01 0.04 0.06 0.73
LCL115-2.p 0.0 0.12 0.01 0.03 0.02 0.19
LCL116-2.p 0.0 1.05 0.01 0.03 0.3 2.33
LCL132-1.p 0.0 0.02 0. 0.01 0. 0.
LCL134-1.p 0.0 0.01 0.01 0. 0. 0.01
LCL135-1.p 0.0 0.03 0. 0. 0. 0.
LCL139-1.p 0.0 0.09 0.01 0.03 0.01 0.08
LCL140-1.p 0.0 0.11 0. 0.03 0.02 0.18
LCL141-1.p 0.0 0.40 0.01 0.03 0.06 0.72
LDA
LDAO001-1.p 0.0 0.05 0.01 0.03 0. 0.03
LDA002-1.p 0.0 97.89 0.01 0.09 0.06 0.29
LDAO007-3.p 0.0 0.01 0.01 0.01 0.01 0.
SYN
SYNO080-1.p 0.0 0.00 0.01 0. 0. 0.
SYNO083-1.p 0.0 0.01 0. 0. 0.01 0.
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Résumé

Les logiciels d’aide a la démonstration se répartissent entre prouveurs automatiques et
assistants de preuve interactifs. Les premiers sont des outils spécialisés dont les techniques
sont éloignées des méthodes intuitives de raisonnement mais dont la portée est faible.
Les seconds ont un champ d’application plus large mais 'utilisateur doit expliciter tous
les détails de la démonstration. L’automatisation des preuves y est difficile car la logique
utilisée est plus expressive.

La thése se compose de trois contributions dans ce domaine. D’abord, nous présentons
une extension de la cloture de congruence a une théorie des constructeurs avec applica-
tion partielle. Un algorithme pour résoudre ce probléme est décrit et étudié. Ensuite nous
construisons un formalisme du premier ordre incluant des connecteurs définis comme des
types inductifs non récursifs dans 'esprit du Calcul des Constructions Inductives. Nous
présentons un nouveau calcul de séquents sans contraction pour la logique intuitionniste
du premier ordre, adapté a ce formalisme, et prouvons ses propriétés fondamentales : élimi-
nation des contractions et des coupures. Nous en dérivons une procédure de semi-décision.
Ces deux premiéres contributions sont implantées dans ’assistant de preuve Coq; la troi-
siéme est la description d’une méthode d’interprétation des preuves au premier ordre dans
la Théorie des Types grace a la réflexion calculatoire. Ce paradigme est appliqué a la
logique propositionnelle et utilisé par une procédure de décision du systéme Coq. Cette
méthode est aussi étendue au premier ordre avec égalité et permet de vérifier des preuves
engendrées par complétion ordonnée dans le systéme CiME.

Mots-clés : Démonstration automatique, Procédure de décision, Réflexion calculatoire,
Systéme Coq, Théorie des Types, Calcul des Constructions Inductives, Logique intuition-
niste, Logique du premier ordre

Abstract

Among software designed to help formal reasoning, there are automated theorem pro-
vers and interactive proof assistants. The former are specialized tools using technics that
differ from traditionnal reasoning methods, but they have a very limited range. The latter
have a wider range but their users must specify explicitly every proof step. Automation of
proofs is tricky in these latter tools because they use expressive logical systems.

This thesis is build around three contributions in this field. First, we present an ex-
tension of congruence-closure the a theory of constructors with partial application. An
algorithm to solve this problem is described and studied. Then, we build a first-order for-
malism including connectives defined as non-recursive inductive types similar to those in
the Calculus of Inductive Constructions. We present a new contraction-free sequent cal-
culus for first-order intuitionistic logic that is adapted to this formalism, and we prove
its fundamental properties : contraction- and cut-elimination. We derive a semi-decision
procedure from these results. Those two constributions are implemented inside the Coq
proof assistant ; the third one is the description of a methode allowing the interpretation
of first-order proof tree into Type Theory by computational reflection. This paradigm is
applied to propositionnal logic and is used by a decision procedure inside the Coq system.
This method is also adapted to first-order logic with equality and allows to check proofs
obtained by ordered completion in the CiME system.

Keywords : Automated Reasoning, Decision Procedure, Computational Reflection, Coq
proof-assistant, Type Theory, Calculus of Inductive Constructions, Intuitionistic Logic,
First-order Logic



