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L a transformee en Z

Pourquoi ?

Outil important pour @soudre et raisonner sur leguations&currentes ligaires
stationnaires,

Permet d’abord de comprendre des outils de conception tels que Simulink, Scicos, v
Lustre-Scade

— Deéfinition

— Equations ecurrentes

— Fonctions puissance

— Exemples

— Théoremes des valeurs initiales et finales
— Signaux et sysimes

— Sysemes rationnels en Z

— Z, Laplace et Euler

— Stabilitt en Z

— Programmation
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Deéfinition

A toute suiter, on associe

(sous eserve d’existence)
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Deéfinition

A toute suiter, on associe

(sous eserve d’existence)

Pourquoi?? ?
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Equations récurrentes

Parce que cela permet de transformereapsations €currentes eaquations algbriques
ordinairessur lesguelles on peutcalculer normalement

gracea deux propetes :
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Equations récurrentes

Parce que cela permet de transformereapsations €currentes eaquations algbriques
ordinairessur lesguelles on peutcalculer normalement

gracea deux propetes :
1. Linéarie :

Z(ax + fy) = aZx + 2y
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Equations récurrentes

Parce que cela permet de transformereapsations €currentes eaquations algbriques
ordinairessur lesguelles on peutcalculer normalement

gracea deux propetes :
1. Lineariée :
Z(ax + fy) = aZx + 2y
2. Les cecalages d’'indices sont transfamenproduits:

Soitz™(n) =x(n+1)

Ona:
Z(27)(2) = 2(Zz(2) — 2(0))

plan



Demonstration

Zx+(n)z_” = Zaz(n +1)z7"

plan




Demonstration

Zaﬁ+(n)z_” = Zaﬁ(n +1)z7"

Zx+(n)z_" =z Zx(n + 1)z~ (nt+D)
0 0
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Demonstration

plan

Zx+(n)z_” = Zx(n +1)z7"

Zx+(n)z_" =z Zx(n + 1)z~ (nt+D)
0 0

Z rt(n)z"" =z Z x(n)z™"




Demonstration

Zx+(n)z_” = Zaﬁ(n +1)z7"
iﬂ(n)z_" =z ix(n + 1)z~ (nFY)
Zw+(n)2_” = sz(n)z_”

Zx+(n)2_" =z (Z r(n)z™ " — :1:(0))
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Exemple

Equation ecurrente de premier ordre, &aire,a coefficients constants

yT = ay + bz
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yT = ay + bz

Z(y")(2) = 2(Zy(2) — y(0)) = aZy(z) + bZx(2)

(2 —a)Zy(z) = bZx(z) + 2y(0)

1

<z — a

Zy(z) = (bZx(2) + 2y(0))
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Exemple

Equation ecurrente de premier ordre, &aire,a coefficients constants

yT = ay + bz

Z(y")(2) = 2(Zy(2) — y(0)) = aZy(z) + bZx(2)

(2 —a)Zy(z) = bZx(z) + 2y(0)

1

<z — a

Zy(z) = (bZx(2) + 2y(0))

L’ équation ecurrente &t « résolue» et la solution est ungaction rationnelle
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Fonctions puissance

Les fonctions puissance
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Fonctions puissance

Les fonctions puissance

Posons

ou on admet que

On a alors

Gy (n) = CSCLn_k

n<k=CF=0

(z —a)ktl
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Demonstration

Par induction :
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Demonstration

Par induction :

k=0
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Demonstration

Par induction :

k=0
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Demonstration

Par induction :

k=0

pourvu qudg| <1
Z
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Demonstration

E+1

On veut calculer

00
E : Oz—i_l&n_k_lz_n

k+1
On remarque que
0
%an—k _ (n . k)an—kz—l
et que
k
Ck+1 n Ck:
Donc
k+1 n—k—1_-—n __ k n—k_—n
ZC’n a 2z —k+1aaZCna 2
k+1 k
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Demonstration

E+1

Donc

E : Oﬁ—klan—k—lz—n L E : Osan—kz—n

— k+10a -
On applique 'hypotbse de&currence
= 1 0 z
CS_'_lCLn_k_lZ_n _
; k+10a(z—a)ktl
Or 9
< Z
= (k+1
da (z — a)k+! (k1) (z —a)kt?
Donc

> Z
E : Ck+1an—k—1z—n _
- " (z —a)kt?
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Exemples de sighaux

Un échelon u(n) =1
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Exemples de sighaux
Un échelon u(n) =1

Cestlecasc =0,a =1

Une rampe r(n) = n

Cestlecas =1,a=1
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Exemple de sy

Fibonnacci :

plan
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Exemple de systmes

Fibonnacci :

fin+2)=fn+1)+ f(n), f(0)=f(1)=1

On peut le eecrire :

frrn) = fT(n)+ f(n), f0)=f(1) =1
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Exemple de systmes

Fibonnacci :

fin+2)=fn+1)+ f(n), f(0)=f(1)=1

On peut le eecrire :

fTm) = frm) 4 fm),  f(0) = f(1) =1
ZFF(2) = 2211 (2) = 1)
ZfF(2) = 2(2f(z) = 1)

2(2(2f(2) = 1) = 1) = 2(2f(2) = 1) + Zf(2)
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Exemple de systmes

Fibonnacci :

2(2(2f(2) = 1) = 1) = 2(2f(2) = 1) + Zf(2)
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Exemple de systmes

Fibonnacci :

2(2(2f(2) —1) = 1) =2(2f(2) - 1)+ Zf(2)
On « resoud»

PZf(2) =22 —2=22f(2) — 2+ Zf(2)
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Exemple de systmes

Fibonnacci :

2(2(2f(2) —1) = 1) =2(2f(2) - 1)+ Zf(2)
On « resoud»

PZf(2) =22 —2=22f(2) — 2+ Zf(2)

(22 —2—1)Zf(2) = 2°

Z2

Z2f(2) =

zZ

—z—1

plan




Résolution

Chercher les ples (racines du@hominateur)
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Résolution

Chercher les ples (racines du@hominateur)

solution de lequation du 2me dege

2 —z2—-1=0
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Résolution

Chercher les ples (racines du@hominateur)

solution de lequation du 2me dege

2 —z2—-1=0

1++5 1—-+/5
0= 1T T

C’est le fameuwxnombre d’oraux propretes magiques
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Résolution

Decomposition des fractions rationnellesed@ments simples :

z2  zA N 2B
(z—20)(z—21) z2z—20 22—z
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Decomposition des fractions rationnellesed@ments simples :

z2  zA N 2B
(z—20)(z—21) z2z—20 22—z

On multiplie parz — z
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Résolution

Decomposition des fractions rationnellesed@ments simples :

2(z — 2p) A(z — z9)  B(z — 29)
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Résolution

Decomposition des fractions rationnellesed@ments simples :

2(z — 2p) A(z — z9)  B(z — 29)
(z — 20)(2 — 21) z — 2 z— 21
2 B(z — zg)
(z — 21) =4+ z— 21

On faitz = zg
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Résolution

Decomposition des fractions rationnellesed@ments simples :

2(z — 2p) A(z — z9)  B(z — 29)
(z — 20)(2 — 21) z — 2 z— 21
L L B(z — zg)
(z — 21) z— 21
On faitz = zg
20 _ A
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Résolution

Decomposition des fractions rationnellesed@ments simples :

z2  zA N 2B
(z—20)(z—21) z2z—20 22—z
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Résolution

Decomposition des fractions rationnellesed@ments simples :

z2  zA N 2B
(z—20)(z—21) z2z—20 22—z

On multiplie parz — z;

2(z — 21) Az—2=) B(z—2)
(z —20)(z —21) 22— 2 i z— 21

plan




Résolution

Decomposition des fractions rationnellesed@ments simples :

2(z — 21) Az —z1)  B(z—21)
(z — 20)(2 — 21) z — 2 z— 21
z A(z — 1) B

plan




Résolution

Decomposition des fractions rationnellesed@ments simples :

2(z — 21) Az —z1)  B(z—21)
(z — 20)(2 — 21) z — 2 z— 21
2 A(z — 1)
(z —20)  z— 2 + B

Onfaitz = 2

plan




Résolution

Decomposition des fractions rationnellesed@ments simples :

2(z — 21) Az —z1)  B(z—21)
(z — 20)(2 — 21) z — 2 z— 21
z A(z — 1) B
(z — 20) Z— 20
Onfaitz = 2
21 _B
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Résolution

20 Z 21 <

20 — R1 R — R0 21 — R0 R — <1

plan




Résolution

z
Z —
) 1++/5 ) 1—-+/5
0T 9 L™ 9
Zf(z): 20 < 1 21 Z

20 — R1 R — R0 21 — R0 R — <1

B ] 1+\/g n+1 1_\/5 n+17]
f(n)—ﬁ 5 - 9

plan




Résolution

z
Z —
) 1++/5 ) 1—-+/5
0T 9 L™ 9
Zf(z): 20 < 1 21 Z

20 — R1 R — R0 21 — R0 R — <1

B ] 1+\/g n+1 1_\/5 n+17]
f(n)—ﬁ 5 - 9

plan




Autres propri etes

Théoreme de la valeur initiale :

z(0) = lim Zz(z)

z— 00

sl les limites existent

Théeoreme de la valeur finale ;

lim z(n) = lin’i(z — 1) Zx(z)

si les limites existent
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Demonstration

Théoreme de la valeur initial :

plan




Demonstration

Théoreme de la valeur initial :

Za(z) =2(0) + > x(n)z™"

Quandz tend vers>o, z~",n > 1 tend very)
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Demonstration

Théoreme de la valeur initiale :

(z—1)Zx(z Za: )z~ (=1 Zaz(n)z_
0,00

plan




Demonstration

Théoreme de la valeur initiale :

z—lZa:

(z—1)Zz(2) =

plan

Z:c

Z x(n+ 1)z~

—1,00

—(n—l) _




Demonstration

Théoreme de la valeur initiale :

plan




Applications

Comment conri&re la valeur finale de la&gponsea unéchelon d’'un systme de premier
ordre

avec

sans calculer la solution ?
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Applications

Comment conri&re la valeur finale de la&gponsea unéchelon d’'un systme de premier
ordre

avec

sans calculer la solution ?

Par le tleoeme de la valeur finale, il suffit de faire :

b b
lim(z — 1) - S
z—1 z—az—1 1 —a

plan




Systmes et sighaux, convolution

plan




Sysemes et sighaux, convolution

Question : quelle di#rence entre signaux et systes (lircaires stationnaires) ?
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Sysemes et sighaux, convolution

Question : quelle di#rence entre signaux et systes (lircaires stationnaires) ?

presque aucune'!
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Sysemes et sighaux, convolution

Question : quelle di#rence entre signaux et systes (lircaires stationnaires) ?
presque aucune'!

exemple : sygme du premier ordre

Avec
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Sysemes et sighaux, convolution

Question : quelle difrence entre signaux et systes (lireaires stationnaires) ?
presque aucune'!

exemple : sygime du premier ordre

Zy(z) = —— Za(2)

<z — a

Zy(z) = Z25(2) Zx(2)

Avec

zZ

Z5(z) =

<z — Qa
Tous deux sont repsengs par des transfoes en Z :

— Comment expliquer cela ?
— Quelle est la vision signal d’'un syshe ?
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Convolution discrete

Convolution de deux signaux v :

(x * y)( Zx

plan




Convolution discrete

Convolution de deux signaux v :

(x * y)( Zx

Theoreme de convolution

Z(xxy)(z) = Zu(2)Zy(2)

A tout signal discret correspond un sste dont la sortie s’obtient en convolant |'erdr
avec le signal.

plan




Demonstration

2+ y)(2) = ( > x(m)y(n—m)

||
]
g
B
3
<
3
|
3
N
i
i
2

Z(z*y)(2)

Posons. =n —m

iy
&
*
s
o
|
=
s
=
&
NI
3
NI
I

m=0,00 u=0,00

Z(x*y)(z) = Zx(2) Zy(2)

plan




Quel est le signal assoeia un syseme ?

Z

ZS5(z) =

<z — a

On a
ZY(2) = 25(2)2X(z2)

ZS5(z) est la transforree de la@ponse du systne au signal d’ente) de transforrae
Z(z) =1

Z5(z) est la fonction de transfert du sgste

Z~125(2) est Eponse impulsionnelle du sgshe

La sortie du sysime (lireaire stationnaire) s’obtient en convolant I'@#ravec la
reponse impulsionnelle du sgshe

plan




Exemples

Opérateur uni

Z§(z) =) d(n)z" =1

0 sinon

5(77,){ 1 sin=0

plan




Exemples

Intégration discete

D’'ou

L'int égration disagte s’obtient en convolant ave@thelon uni

La fonction de transfert correspondante est

plan




Diagrammes de blocs

Repesentation graphiquegs populaire :

Réseau de ltes et de fils ;
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Repesentation graphiquegs populaire :
Réseau de [tes et de fils :
Les bdtes sont des @yateurs (sysimeselementaires) et des sgshes
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Diagrammes de blocs
Repesentation graphiquegs populaire :

Réseau de ltes et de fils :

Les bdtes sont des @yateurs (sysimeselementaires) et des sgshes
Les fils sont les signaux qui sont transf@spar les bibes.

Exemple :
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Diagrammes de blocs

Repesentation graphiqueds populaire :
Réseau de lites et de fils :
Les bdtes sont des @yateurs (sysimeselementaires) et des sgshes

Les fils sont les signaux qui sont transf@spar les bibes.

Exemple :
yT=u
1
1 > -
Z
X Y
Unit Delay

plan




Des sysémes dequations aux diagrammes

Un syseéme

T = f(z,y,u)
9(z,y,u)

S
|

plan




Des sysémes dequations aux diagrammes

Un syséme

= flz,y,u)
y© = g(z,y,u)
Construiref, g

plan




Des sysémes dequations aux diagrammes

Un syseme

Retarder

plan

x f(z,y,u)
Y g(w,y,u)
A X L
P u xp————P» .
Ny
Unit Delay
A x 1
P u yp——p .
Ay

Unit Delayl




Des sysémes dequations aux diagrammes

Un syseme

+
" = f(z,y,u)
s
y© = g(z,y,u)
Reboucler
P x 1
—Pu xpl——p -
—Ply z
F Unit Delay
O
_‘>X 1
——pu yp|——P
* G Unit Delayl
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Sysemes rationnels
N(z)
D(z)

Forme grerale : avec dege N <dege D.

S a2
Y(Z) — n_lo : X(z)
ZO bz'ZZ + 2"

(i biz' 4+ 2")Y (2) = Z a;z' X (2)

2"Y (z) = Z a; 2" X (2) — z_: bi2'Y (2)

plan




Sysemes rationnels

Posons :

Us(z) = 2z HapX(z) —byY(2))
Uit1(2) = 27 (ai1 X(2) = bin1Y (2) + Us(2))
Y(2) = apX(2)+U,(2)

Il est facile de erifier algebriguement que ces deux expressions 8gates.

plan




Sysemes rationnels

Us(z) = 2z 'aoX(2) —byY(2))
Uis1(2) = 27 (ai41X(2) = b1 Y (2) + Ui(2))
Y(2) = a"X(2)+U,(2)

Conclusion pour simuler un sysime rationnel d’ordre, il suffit d’'utiliser n retards.

plan




Sysemes rationnels

Exemple :

agz2 + a1z + ag
22 + blz + bo

plan

/\

1

V4

Unit Delay

>

1

V4

ul

Unit Delayl

\/




Sysemes rationnels

<~ NS
e N N N e e

Nl\?
>.<

plan

1
> > [t +

Unit Delayl

2 HapX (2) —bY (2))
a1 X(2) = 1Y (2) + Ug(2))

)
)
2)+ 2 e X (2) + 2 %a0 X (2) — 2701 Y (2) — 27 2boY (2)
a22° X (2) + 012X (2) + ap X (2) — b12Y (2) — boY (2)




Z, Laplace,...

1 , .
— est I'operateur retard urat
Z

Si on choisit un pas @chantillonnagé” on peut don&crire :

1 _ G_ST
z

plan




Z, Laplace,...

1 , .
— est 'operateur retard uret
Z

Si on choisit un pas @chantillonnagéd’ on peut don&crire :
1
I e—sT
Z
On a alors I'approximation du premier ordree(aloppement limé)

e T ~1—-sT

Donc, au premier ordre,

Q

1 —sT

sT

Q

plan




Z, Laplace, et Euler

plan

z—1
2T




Z, Laplace, et Euler

Et Euler?

z—1
2T

Appliguonsa une fonction de transfeH

plan




Z, Laplace, et Euler

z—1
2T

Et Euler?
Appliguonsa une fonction de transfeH

z—1

Hs) ~ H(Z2)

On est pagsd’'un syséme continua un systmeéechantillon, implantable sur
calculateur

plan




Z, Laplace, et Euler

z—1
2T

Et Euler?
Appliquonsa une fonction de transfeH :

z—1

H(s) ~ H(Z2)

On est passd’un syséme continua un systmeéchantillon@, implantable sur
calculateur

Cela correspond la nethode d’Euler :

plan




Application

plan

sortie desiree

erreur commande

P commande sortie

sortie reelle

Pilote Systeme

6.8s + 4 1
P = S = _
s+ 3.8 52

10 ! ! ! !

0 20 40 60 80 100

Time offset: O




Application

Choix de la @riode :

0.1
On prendl’ = 13 ~ 0.025

plan




Application

Choix de la @riode :

0.1
On prendl’ = 13 ~ 0.025

Transformation du pilote

, 6822 +4
P = z—1
—1 1338

plan




Application

Choix de la @riode :

0.1
On prendl’ = — =~ 0.025
P 3.8

Transformation du pilote

P 6.8+ +4
- oz—1

—1 138

P 6.9z — 6.8

1.1z —1

plan




Application
Choix de la @riode :

0.1
On prendl’ = — =~ 0.025
P 3.8

Transformation du pilote

On essaie

plan

P 6.82F + 4
- z=1438
2T ’

P 6.9z — 6.8
 11z-—1




Application

plan

sortie desiree

erreur

P

commande

Pilote

commande

sortie

Systeme

p_ 6.9z — 6.8

1.1z -1

10

2 ! ! ! !
A A ]
-1 1 1 1 1
0 20 40 60 80

Time offset: O

100

sortie reelle




Application

erreur commande P commande sortie
sortie desiree sortie reelle
Pilote Systeme
6.92 — 6.8 1
1.1z —1 S

Onadoncsu:

— calculer un pilote continu donnant de boesultats

— le transformer en pilote nuenique qui donne d’aussi bonssultats

plan



Stabilite en Z

Un sujet tes important, une prog@ie globale

— Stabilite

— Sysemes rationnels

plan




Stabilite

plan




Stabilite

Un syseme @pla@ d’'un point dequilibre reconverge-t-il vers celui-ci ou diverge-t-il ?
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Stabilite

Un syseme @pla@ d’'un point dequilibre reconverge-t-il vers celui-ci ou diverge-t-il ?

Exemple : Un sysimestable

mre e A:H;’E

+ z-0.5 Scope
Pulse Discrete
Generator Transfer Fcn
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Stabilite

Un syseme @pla@ d’'un point dequilibre reconverge-t-il vers celui-ci ou diverge-t-il ?

Exemple : Un sysimestable

0a
oal-
Hi > 7 H;E b k
o5 . : 5 5 s 5 ;

o z-0.5 Scope
Pulse Discrete
Generator Transfer Fcn

plan



Stabilite

Un syseme @pla@ d’'un point dequilibre reconverge-t-il vers celui-ci ou diverge-t-il ?

Exemple : Un sysimeinstable

+H+ +H+ z ;E
oo P ; ;:H

Pulse Discrete
Generator Transfer Fcn
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Stabilite

Un syseme @pla@ d’'un point dequilibre reconverge-t-il vers celui-ci ou diverge-t-il ?

Exemple : Un sysimeinstable

200/ , ; , ;
PR 7 H;E I,i
o5 : B 3 : < s s .

++ H+ H z-2
Pulse Discrete
Generator Transfer Fcn
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Stabilite

Un syseme @pla@ d’'un point dequilibre reconverge-t-il vers celui-ci ou diverge-t-il ?

Exemple : Un sysimeinstable

200 |- , ; , ;
H+ 7 H;E I,i
o5 : s : : : s 5 :

++ H+ H z-2

Scope
Pulse Discrete
Generator Transfer Fcn
Pourquol ?

plan



Sysemes rationnels

Il suffit de regarder lesdles(racines du @nominateur) de la fonction de transfert dans |
plan complexe :

Si les les sont tousle module inérieura 1 le syseme est dihsymptotiguement stable
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Sysemes rationnels

Il suffit de regarder lesdles(racines du @nominateur) de la fonction de transfert dans |
plan complexe :

Si les les sont tousle module inérieura 1 le syseme est dihsymptotiguement stable

en effet la eponse impulsionnelle sera une somme de termes de type
Okan—k
mn

aveca en module inérieura 1. Tous ces termes tendent vérguandn tend vers l'infini.
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Sysemes rationnels

Il suffit de regarder lesdles(racines du @nominateur) de la fonction de transfert dans |
plan complexe :

Si les les sont tousle module inérieura 1 le syseme est dihsymptotiguement stable

en effet la eponse impulsionnelle sera une somme de termes de type
Okan—k
mn

aveca en module inérieura 1. Tous ces termes tendent vérguandn tend vers l'infini.

Exemple :

z—0.5
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Sysemes rationnels

Il suffit de regarder lesdles(racines du @nominateur) de la fonction de transfert dans |
plan complexe :

Si les les sont tousle module inérieura 1 le syseme est dihsymptotiguement stable

en effet la eponse impulsionnelle sera une somme de termes de type
Ckan—k
mn

aveca en module inérieura 1. Tous ces termes tendent vérguandn tend vers l'infini.

Exemple :

Z
z—0.5
il y a un seul ple de valeur absolug@b5 < 1 : le syseme est asymptotiquement stable

plan




Programmation

Les scle@mas-bloc discret&€hantillones) s’appliguent aussi aux ®@tions non
linéaires (tests, multiplication entre signaux,...)

lls sont la base des syshes de compilation égeration automatique de code) :
— Simulink Real-Time Workshop (Matlab)

— Scicos (Inria)

— Lustre/Scade (Verimag/Esterel-Tecnologies)

plan



Développement par mo@les

Cette possibili esta la base de la athode de dveloppement par metes
(Model-Based Development)

— Conception et validation sur mebks (Simulink, Scicos)
— Deéploiement automatique par compilation

Cette nethodeevite la phase de codage manuel, source d’erreur.
Elle garantit que ce qu’on a vakdest ce qu’on ecute.

La mise en ceuvre de cetteethode place le@eloppement des syshes
d’automatismes et de traitement de sigadd pointe de l'informatique :

Dans ce domaine, I'informatique estntablement pagede I'artisanat I'industrie

plan




Compilation

<
¥ \/
(D I
/o
Us(z) = 2z HapX(z) —byY(2))
Ui(z) = z a1 X(z)=bY(2)+ Uy(z))

Y(2) = a2X(2)+Ui(z)

plan




Compilation generique

2 HagX (2) — bY (2))
2 Ha1 X (2) — 01 Y (2) + Ug(2))
a2 X (z) + U1(2)

Associer deux variables pour chaque variabktat

— |la valeur avant
— la valeur apes

plan




Compilation generique

Us(2) = 2z Y aoX(2) —byY(2))
Ui(z) = 2z a1 X(z) = bY(2)+ Uy(2))
Y(2) = axX(2)+Ui(z)
class deuxi eme_ordre {
private
float a0, al, a2, b0, bl;
float u0, ul ;
public :

deuxi eme ordre(float a0, al, a2, b0, bi;
float u0, ul) {....}
float compute(float x) {

return vy,

1}

plan




plan




Compilation generique

Us(2) = 2z Y aoX(2) —byY(2))
Ui(z) = 2z Y a1 X(z) =bY(2)+ Uy(2))
Y(2) = a2X(2)+Ui(z)

float compute(float x) {
float y, upO, upl,;
y = az2*x + ul ;
up0 = a0*x - bO*y ;
upl = al*x - bl*y + u0;

ud = upO;
ul = upl;
return v;

}

plan




Optimisations

Nombreuses possibiis gacea la €mantiqueequationnelle des sémas-bloc.

— éeliminer les buffers non utiless
— supprimer des buffers eeardonnant legéquations

— transformer le source §cea la commutation des!

plan



Suppression de buffers

float compute(float x) {
float y, upO, upl,;

plan

y = az2*x + ul ;

up0 = a0*x - bO*y ;

upl = al*x - bl*y + uO;
u0 = upO;

ul = upl,;

return v,

}

float compute(float x) {
float y, upO;
y = az2*x + ul ;
up0 = a0*x - bO*y ;
ul = al*x - bl*y + u0;
ud = upO;
return vy;

}




Reordonner les instructions

float compute(float x) {

plan

float y, upO;

y = az2*x + ul ;

up0 = al0*x - bO*y ;

ul = al*x - bl*y + u0;
ud = upO ;

return v,

}

float compute(float x) {

float v;

y = az2*x + ul ;

ul = al*x - bl*y + u0;
ud = a0*x - bO*y ;
return v,

}




Commutation desz !

Gracea la propréete :

Si f est une fonction statique (ne comportant paspétateurz),

2f(z,y) = f(zz, 2y)

C’est cette propéate qui nous a permis deduire le nombre de retards dans le deme
ordre.

plan
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