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idée ǵeńerale : sch́emas d’int́egrationà pas constant
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Echantillonnage

Et les ordinateurs dans tout ça ?

idée ǵeńerale : sch́emas d’int́egrationà pas constant

– échantillonnage et fonctionnement périodique

deux techniques :

– construire un contr̂oleur continu et l’́echantillonner ;

– échantillonner le systèmeà contr̂oler et construire un contrôleuréchantillonńe (théorie

de la commandéechantillonńee).

Dans tous les cas, il faut choisirla période.
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Théor̀eme fondamental :Théor̀eme des accroissements finis :



Choix de la période

Probl̀eme d’analyse nuḿerique

Théor̀eme fondamental :Théor̀eme des accroissements finis :

Sous certaines conditions, pour toutx, t, il existeα ∈ [0, 1] tel que

x(t + T ) =
k∑
0

T i

i!
x(i)(t) +

T k+1

(k + 1)!
x(k+1)(t + αT )
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Exemple : sch́ema d’Euler

x(t + T ) ≈ x(t) + Tx′(t)

car (accroissements finis)

|x(t + T )− (x(t) + Tx′(t))| ≤ T 2

2
supt|x′′(t)|

Application

Pour int́egrer nuḿeriquement le système d’́equations diff́erentielles

x′ = f(x, u)

on peut utiliser la ḿethode d’Euler

x̂(t + T ) = x̂(t) + T.f(x̂(t), u(t))
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Erreur de la méthode d’Euler

x̂(t + T ) = x̂(t) + T.f(x̂(t), u(t))

Question :combien vaut et peut-on borner l’erreur de la méthode ?

e(t) = |x(t)− x̂(t)|

cette question est cruciale car de sa réponse d́epend la possibilit́e d’utiliser des

ordinateurs pour piloter des systèmes
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préćedent (c’est-̀a-dire si on n’avait pas fait d’erreur avant)

Cela permet de d́ecomposer l’erreur en deux termes :
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Décomposition de l’erreur
On introduit la donńee fictive :

ˆ̂x(t + T ) = x(t) + T.f(x(t), u(t))

correspondant̀a ce qu’on calculerait si on connaissait la valeur exacte dex(t) au pas

préćedent (c’est-̀a-dire si on n’avait pas fait d’erreur avant)

Cela permet de d́ecomposer l’erreur en deux termes :

– l’erreur d’intégration ei = |x− ˆ̂x|

– l’erreur propaǵee ep = |ˆ̂x− x̂|

et de majorer l’erreur globale par l’inégalit́e triangulaire

e ≤ ei + ep
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L’erreur d’int égration
On a :

x(t + T )− ˆ̂x(t + T ) = x(t + T )− x(t)− Tx′(t)

et, par les accroissements finis, il existeα ∈ [0, 1] tel que :

x(t + T )− x(t)− Tx′(t) =
T 2

2
x′′(t + αT )

D’où la majoration

ei ≤
T 2

2
sup

t
|x′′(t)|

où x′′ =
∂f

∂x
x′ +

∂f

∂u
u′
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L’erreur propag ée
On a :

x̂(t + T )− ˆ̂x(t + T ) = x̂(t)− x(t) + Tf(x̂(t), u(t))− Tf(x(t), u(t)))

On applique les accroissements finisà la fonctionx + Tf(x, u)

Il existeα ∈ [0, 1] tel que :
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L’erreur propag ée
On a :

x̂(t + T )− ˆ̂x(t + T ) = x̂(t)− x(t) + Tf(x̂(t), u(t))− Tf(x(t), u(t)))

On applique les accroissements finisà la fonctionx + Tf(x, u)

Il existeα ∈ [0, 1] tel que :

x̂(t + T )− ˆ̂x(t + T ) = (x̂(t)− x(t))(1 + T
∂f

∂x
(αx̂(t) + (1− α)x(t), u(t)))

Et donc

ep(t + T ) ≤ sup
x,u

|1 + T
∂f

∂x
(x, u)|e(t)
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Bilan global
On a :

e ≤ ei + ep

ei ≤
T 2

2
sup

t
|x′′(t)|

ep(t + T ) ≤ sup
x,u

|1 + T
∂f

∂x
(x, u)|e(t)

D’où

e(t + T ) ≤ sup
x,u

|1 + T
∂f

∂x
(x, u)|e(t) +

T 2

2
sup

t
|x′′(t)|



Analyse par cas

e(t + T ) ≤ sup
x,u

|1 + T
∂f

∂x
(x, u)|e(t) +

T 2

2
sup

t
|x′′(t)|

Comme tout est positif, le pire cas s’obtient en prenant l’égalit́e

e(t + T ) = Ae(t) + B
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A = sup
x,u
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e(t + T ) ≤ sup
x,u

|1 + T
∂f

∂x
(x, u)|e(t) +

T 2

2
sup

t
|x′′(t)|

Comme tout est positif, le pire cas s’obtient en prenant l’égalit́e

e(t + T ) = Ae(t) + B

avec

A = sup
x,u

|1 + T
∂f

∂x
(x, u)| B =

T 2

2
sup

t
|x′′(t)|

Cas favorable

– B est borńe et0 < A < 1
e tend vers une borne supérieure

B

1−A
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B est borńe et0 < A < 1

Deux conditions :

1. b =
1
2

sup
t
|x′′(t)| est borńee
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Analyse du cas favorable

A = sup
x,u

|1 + T
∂f

∂x
(x, u)| B =

T 2

2
sup

t
|x′′(t)|

B est borńe et0 < A < 1

Deux conditions :

1. b =
1
2

sup
t
|x′′(t)| est borńee

2.
∂f

∂x
(x, u) est partout ńegative et borńee inf́erieurement

On peut alors trouver unT0 tel que pour toutT ≤ T0

A = 1− T inf
x,u

[−∂f

∂x
(x, u)]

et donc unT1 ≤ T0 tel que pour toutT ≤ T1

A = 1− Ta < 1

aveca = inf
x,u

[−∂f

∂x
(x, u)]
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Analyse du cas favorable
On a alors :

e =
bT 2

1− aT

et on peut trouverT suffisamment petit pour rendre cette erreur globalee arbitrairement

petite.

C’est un ŕesultat remarquable qui dit que, dans certaines conditions, on peut faire une

succession d’approximations numériques̀a chaque pas, sans que les erreurs que chacune

entrâıne ne s’accumulent
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Retour sur les conditions
les deux conditions sont :

1. b =
1
2

sup
t
|x′′(t)| est borńee

le syst̀eme est stable et les entrées douces et bornées

2.
∂f

∂x
(x, u) est partout ńegative et borńee

le syst̀eme est stable et les entrées douces et bornées

Rôle de la stabilit́e :

– les sorties n’explosent pas

– les erreurs passées s’oublient

On ne peut simuler fid̀element en temps réel sur ordinateur que des systèmes

stables
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Exemple
Sinus cosinus : instable

XY Graph

1
s

Integrator1

1
s

Integrator

1

Gain1

−1

Gain

Simulation de longue durée

−1

0

1

0 2 4 6 8 10

x 10
4

−1

0

1

Time offset: 0


	Echantillonnage 
	Choix de la période 
	Exemple : schéma d'Euler 
	Erreur de la méthode d'Euler 
	Décomposition de l'erreur 
	L'erreur d'intégration 
	L'erreur propagée 
	Bilan global 
	Analyse par cas 
	Analyse du cas favorable 
	Analyse du cas favorable 
	Retour sur les conditions 
	Exemple 

