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Et les ordinateurs dans tout ca ?
idee gererale : scemas d’inégrationa pas constant

— échantillonnage et fonctionnemerdrpdique

deux techniques :

— construire un con@leur continu et kchantillonner;

— echantillonner le systmea contbler et construire un coriteuréechantillonm (theorie
de la commandéchantillon@e.

Dans tous les cas, il faut choisir periode
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Theoreme fondamentaltTheoreme des accroissements finis :

Sous certaines conditions, pour tayt, il existea € [0, 1] tel que
k i k+1

(k+1)! D (¢ 4+ aT)
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Exemple : sclema d’Euler

v(t+T) ~ x(t) +Tx' (t)
car (accroissements finis)
T2
[2(t +T) = (a(t) + T2'(1))] < —-supe|e” (1)

Application

Pour inggrer nungériqguement le sysme déquations diferentielles
v = f(x,u)
on peut utiliser la rathode d’Euler

B+ T) = 2(t) + T.f(£(t), u(t))
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Erreur de la methode d’'Euler

F(t+T) = 2(t) + T.f(£(t), u(t))

Question combien vaut et peut-on borner I'erreur de lathode ?

cette question est cruciale car de sgponse dpend la possibilé d’'utiliser des
ordinateurs pour piloter des sy@hes




Decomposition de l'erreur

On introduit la donee fictive ;
Pt +T) = z(t)+ T.f(z(t), u))

correspondard ce qu’on calculerait si on connaissait la valeur exacte(deau pas
precedent (c’est-dire si on n'avait pas fait d’erreur avant)




Decomposition de l'erreur

On introduit la donee fictive ;
Pt +T) = z(t)+ T.f(z(t), u))

correspondard ce qu’on calculerait si on connaissait la valeur exacte(deau pas
precedent (c’est-dire si on n'avait pas fait d’erreur avant)

Cela permet de@composer I'erreur en deux termes :

A
A

— l'erreur d’intégratione; = |x — Z|




Decomposition de l'erreur
On introduit la dongie fictive :
Pt +T) = z(t)+ T.f(z(t), u))

correspondard ce qu’on calculerait si on connaissait la valeur exacte(deau pas
precedent (c’est-dire si on n'avait pas fait d’erreur avant)

Cela permet de@composer I'erreur en deux termes :

A
A

— l'erreur d’intégratione; = |x — Z|

— l'erreur propage e, = |z — 7|




Decomposition de l'erreur

On introduit la donee fictive ;
Pt +T) = z(t)+ T.f(z(t), u))

correspondard ce qu’on calculerait si on connaissait la valeur exacte(deau pas
precedent (c’est-dire si on n'avait pas fait d’erreur avant)

Cela permet de@composer I'erreur en deux termes :

A
A

— l'erreur d’intégratione; = |x — Z|

— l'erreur propage e, = |z — 7|

et de majorer 'erreur globale par lagalig triangulaire

e < e+ e
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L'erreur d’int egration

Ona:
c(t+T)—2(t+T)=a(t+T)—x(t)— Tz'(t)

et, par les accroissements finis, il existe |0, 1] tel que :

x(t+T)—z(t) —Tx'(t) = T?Qz”(t +aT)

D’ou la majoration

e; < —-sup|z”(t)]
t

. of of
7 / /
oOuxr = —axx —l——auu
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'erreur propag ee
Ona:

Ft+T)—a(t+T)=at)—zt) +Tf(@),ul) —Tf(zt),ud)))

On applique les accroissements fiaik fonctionr + T f (z, u)

Il existea € [0, 1] tel que :

z(t+1T) — :%(t +T)=(z(t) —x(t))(1 + Tg—i(af(t) + (1 —a)x(t),u(t)))

Et donc

eyt +T) < sup |1+ T2 (2, we()
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Bilan global

Ona:
e<e t+e,
T2
e; < —-sup |z (1)]
2 ¢
of
eplt+T) < sup |1+ T2 (w,u)e(t)

D'ou

af T2 1
e(t +T) <sup |1+ T (z,u)le(t) + - sup [27(t)]
T, U t
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af T2 1
e(t+ 1) < sup [+ 75> (,w)le(t) + = sup |+ (1)
x,u t
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af T2 1
e(t+T) < sup |1+ T3 (@, u)le(t) + - sup 2" (1)
x,u t

Comme tout est positif, le pire cas s’obtient en prenagdlie
e(t+T)= Ae(t) + B

avec

9, T2
A:sup\1+T—f(:C,u)| B = —sup |z" (¢)]
T, U Ox 2 ¢

Cas favorable

— Besthorgetd < A< 1
e tend vers une borne sepeure
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Analyse du cas favorable

A =sup]|l +T8—f(a:,u)|
Ox

T,u

Bestboreetd < A< 1

Deux conditions :

1 ,
1. b= 5 Sup 12" (t)| est boree
t

—-sup |z (t)]
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Analyse du cas favorable

9, T?
A:sup\1+T—f(x,u)| B = — sup|z” (1)

Bestboreetd < A< 1

Deux conditions :

1 ,
1. b= 5 SUp 12" (t)| est boriee

t
0 . L e
2. 8—f(x, u) est partout agative et boree inerieurement
X

On peut alors trouver uiy tel que pour toufl” < 7§

A=1-— Tinf[—%(x,u)]

et donc unl; < Tj tel que pour toul” < T;

A=1—-Ta < 1

aveca = inf|— g—f (,u)]
T,u X
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On a alors :

B W
- 1—aT

€

et on peut trouvel’ suffisamment petit pour rendre cette erreur glolaebitrairement
petite.




Analyse du cas favorable

On a alors :

B W
- 1—aT

€

et on peut trouvel’ suffisamment petit pour rendre cette erreur glolaebitrairement
petite.

C’est un esultat remarquable qui dit que, dans certaines conditions, on peut faire une
succession d’approximations nanguesa chaque pas, sans que les erreurs que chacu
entrdne ne s’accumulent
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Retour sur les conditions

les deux conditions sont :

1 ,
1. b= 5 5P 12" (t)| est borée
t

le syseme est stable et les ee#rs douces et bogrs

0 N )
2. 8—f (x,u) est partout agative et boree
X

le syseme est stable et les eadrs douces et boeas

RoOle de la stabili :

— les sorties n'explosent pas
— les erreurs pages s’oublient

On ne peut simuler fielement en tempseel sur ordinateur que des systes
stables




Exemple

Sinus cosinus : instable

XY Graph




Exemple

Sinus cosinus : instable

—»{ 1 p 2
—»[J]
Gainl Integrator —P]
XY Graph

L

Gain Integratorl

x 10

Time offset; O




	Echantillonnage 
	Choix de la période 
	Exemple : schéma d'Euler 
	Erreur de la méthode d'Euler 
	Décomposition de l'erreur 
	L'erreur d'intégration 
	L'erreur propagée 
	Bilan global 
	Analyse par cas 
	Analyse du cas favorable 
	Analyse du cas favorable 
	Retour sur les conditions 
	Exemple 

