Stabilite des systmes

Un sujet tes important, une propaie globale
— Stabilite

— Sysemes rationnels

— Stabilisation par feed-back

— Placement deddes

— Théorie de Lyapunov
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Stabilite - exemples
Un syséme @pla@ d’'un point dequilibre reconverge-t-il vers celui-ci ou diverge-t-il ?

Exemple : Un sysimeinstable
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Pourquoi ?



Stabilite - definitions
Un etat dequilibre est un poink . t.g. si en 'absence de commande et de perturbation

ona.:
X(t()) = X, <:>X(t) :Xe,tZto

Pour un systmeX'(t) = F'(X(t),U(t)), les points dquilibre sont les solutions de
I’ équation algbriqued = F'(X (¢),0).

Un sysemelinéaireX’(t) = AX (¢) peut avoir
— Un point dequilibreuniqueX = 0 si A est inversible
— Uneinfinité de points dequilibre siA n’est pas inversible

L’ eétat dequilibre X, est
— stablesi
Ve>0 30 >0:||X(0) - Xe||<d=||X() — Xe|| <€

— asymptotiqguement stabe

Vo >0:]|X(0) — Xe|| < 6= limi_oo X (t) = Xe.



Stabilite - illustration
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Sysemes rationnels

Il suffit de regarder lepoles(racines du &nominateur) de la fonction de transfert dans |
plan complexe :

Si les les sont tous partie eelle regativele syseme est dihsymptotiquement stable

en effet la eponse impulsionnelle sera une somme de termes de type

avec\ a partie eelle regative. Tous ces termes tendent egaiandt tend vers l'infini.

1
10s + 1

Exemple :

. . 1 , . .
il'y a un seul ple de valeupE reelle regative : le sysgime est asymptotiguement stable



Nature des points dquilibre

Cas 1:)\; et \; sont eels
— Si \; et )\, sont du n@me signe, le poird est unnoeudstable ou instable
— SI A1 Ay < 0, le point0 est unpoint-selle (col)nstable




Nature des points @quilibre (suite)

Cas2: )\ =p+jwetiy, =p—jw
— sl p # 0, le point0 est unfoyer stable ou instable
— sip = 0, le point0 est uncentre

oz Bl
4
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Stabllisation par feed-back

Question : peut-on conduire sa voiture en ligne driaiteyeux fernes?
- Non
- Pourquoi ?

- Parce le volant est un iegrateur :
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Stabllisation par feed-back

Question : peut-on conduire sa voiture en ligne driaiteyeux fernes?
- Non
- Pourquoi ?

- Parce le volant est un iegrateur :

1
0.5t
P volant direction ———pp 0
Scope 10
Pulse
Generator system
5,
D > 3 o ——
S — 0 20 40 60 80 100
volant direction

Integrator :
Time offset: 0

Le pdle vautO et n’est pas partie eelle regative
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Solution :

Stabllisation par feed-back

Conduireles yeux ouverts
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Solution :

Stabllisation par feed-back

Conduireles yeux ouverts

JUL

Pulse
Generator

a

direction desiree

direction reelle

volant

—»

pilote

volant

direction

systeme

direction reelle

Pourgquoi et comment ?
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Stabllisation par feed-back

Pourgquoi et comment ?

Idee : calculer la fonction de transfem boucle ferrae

E=Dg—D,
V=F

1
D, (s) = -V(s)

S JU L ppoemoes > R S <
Dy(s) = ~V(s) = ~(Da(s) — Di(s))

direc%zsiree j >{1
1 1
(1 —|_ E)DT(S) - ng(S) direelle
1




Stabllisation par feed-back

Pourgquoi et comment ?
|dée : calculer la fonction de transfenh boucle ferrae
E=D,— D,

V=F
Di(s) =~V (s)

c
3
vy

A\ A 4
s [
o

pilote systeme

S S
direc%zsiree < >{1 .
1 1
(14 =)D, (s) = —=Dg(s)

S S direction reelle

D, (s) = SilDd(s)

Le pole vaut—1 et esta partie eelle regative e syseme piloe est stable




Genreralisation

Gereralisons le sadma pecdent :

sortie desiree

N\

ou

erreur commande

P

Pilote

commande

sortie

Systeme

sortie reelle

— le bruit (b) repesente les perturbations et les erreurs deahsation
— le pilote et le systme sont supp@s rationnels®(s), S(s))
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Gereralisons le sadma pecdent :

O erreur commande P commande sortie

sortie desiree sortie reelle
Pilote Systeme

Calculons symboliguement le sgste :
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Genreralisation

Gereralisons le sadma pecdent :

O erreur commande P{ commande sortie ”
Calculons symboliguement le sgste :
S, = S(P(Sq — S,) + B)
(1+SP)S,.=S(PS;+ B)
SP S
Sy = S B
11 5P 15 5P
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SP S

Sr = 1+SPSd+1+SP

B
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Probeme de la commande automatique

SP S

Sr = 1+SPSd+1+SP

B

étant done S, trouverP tel que

soit stable et proche de l'ider#it

+SP

fidelite

soit petit

2.
14+ SP

robustessérejet des perturbations)



Commande PID

Un pilote PIDélabore la commande(t) a partir de |ecarte(t) entre la sortie&elle et la
sortie cesitee en ajoutart effets :

— Proportionnela I'ecart)

— Integral: si I’ écart est positive, il faut continuaraugmenter la commande pour le

reduire.
— Dérive : des que la sortiegelle varie, il faut modifier la commande sans attendre qu’t

ecart important existe.

u(t) = Kpe(t —I—K/ dT—i—Kdd(t)

dt

K;
= K, + — + K s. En pratique I'effet

La fonction de transfert du piloteP(s) = E( )
S

derive doitétre filtre pouréviter de @grader le rapport S|gnaI/bruit de la commande :

K; Kys co + 18 + co8?
P(s) = K, + —* —
(5) p¥ S Jr1+Kf5 s(1+4+ Kys)




Commande PID

Un pilote PIDélabore la commande(t) a partir de |ecarte(t) entre la sortie&elle et la
sortie cesitee en ajoutart effets :

— Proportionnela I'ecart)

— Integral: si I’ écart est positive, il faut continuaraugmenter la commande pour le

reduire.
— Dérive : des que la sortiegelle varie, il faut modifier la commande sans attendre qu’t

ecart important existe.

u(t) = Kpe(t —|—K/ dT—i—Kdd(t)

dt

K;
= K, + — + K s. En pratique I'effet

La fonction de transfert du piloteP(s) = E( )
S

derive doitétre filtre pouréviter de @grader le rapport S|gnaI/bruit de la commande :

K; Kys co + 18 + co8?
P(s) = K, + —* —
(5) p¥ S Jr1+Kf3 s(1+4+ Kys)

Concevoir un pilote PID =&kerminer ses coefficients
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Exemple : commande PID

_ . 1
On consiére le sygmeS = —
S

(double ineégrateur : on inkgre la direction de la voiture pour avoir sa position dans
I'espace)

Le pilote proportionneP = a

3 . P
On calcule le @nominateur deS—
1+ SP

D=s’+a
C’est un polydme du 2me dege : les racines sont imaginaires pures

pas stable!'!!
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Exemple : commande PID

_ . 1
On consiére le sygmeS = —
S

(double ineégrateur : on inkgre la direction de la voiture pour avoir sa position dans
I'espace)

as + b
cs+d

Le pilote proportionnel, diérentielP =

i . SP
On calcule le @nominateur de———
1+ SP

D=s*cs+d) +as+b=cs’+ds*+as+Db
C’est un polyome du @me dege : il y a trois racines que 'on peut choisir librement

On choisit des racines stables :
317 577

(s+1)(s—eT)(s—eT)=(s+1)(s2+v25+1) =35> +245% +2.4s5+1
Onidentifie:c=1,d=24,a=24,b=1

on essaie
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Simulation

Avec perturbation
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Pas terrible



Rejet de perturbations
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Rejet de perturbations

S cs +d
1+SP  c¢s3+ds2+as+b
On calcule leGain: valeura I'infini obtenuea partir d’'unechelon uni.

On calcule

Théoreme de la valeur finale

S 1

= lim,_, -

G m 08(1—|—SP3)
cs +d d
G:l S—> = —
v 0033—|—d82—|—a5—|—b b

ldée : diminuer%

On choisit des racines stables :
317 527

(s+1)(s—2e7)(s—2e7) = (s+1)(s®>+2V25 +4) = 53+ 3.852 +6.85 + 4
Onidentifie .c =1,d =3.8,a = 6.8,b =4

on essaie



Sans perturbation

Avant

0 20 40 60 80 100

Time offset: O



Sans perturbation
Apres

10

-10

0 20 40 60 80 100

Time offset: O



Sans perturbation
Apres

10

-10

0 20 40 60 80 100
Time offset: O

Parell



Avant

Avec perturbation

-5
2 ; ; ;
n N . R
0 \/ """" IR IEREREEE o~
-1 i i i
0 20 40 60 80 100

Time offset: 0



Avec perturbation

Apres

0 20 40 60 80 100

Time offset: 0



Avec perturbation

Apres

-1 i i i i
0 20 40 60 80 100

Time offset: 0

Meilleur



Avec perturbation

Apres

2

L A S S

0 Ry

_1 ] ] ] ]
0 20 40 60 80 100
Time offset: 0

Mellleur

On est content
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Conclusion
La stabilie est uneropriete globale non peseree par composition :
exemple :

syseme instable

+ pilote stable

syseme compos stable

Tous les cas de figure sgmbssibles

Il faut faire attention
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Sinus et cosinus
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Sinus et cosinus
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Phenoneme oscillatoire, intergdiaire entre stable et instable

Peutétreetudi par la néthode de Lyapunov
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Methode de Lyapunov

Apparengea la nethode detude de la terminaison de programme en informatique :

Comment @montrer qu’'une bouchehile(c) I; termine ?

Trouver une fonction ergret de la nemoire du programe, telle que :

1. il existe un entiek avec
{t < k} => {not c}

2. t decrdt au cours de la boucle :

(] {t = n} =>{t < nj

(ou [I] {t = n} est la plus faible pe-condition du pedicat {t = n} parle
programme [I] )
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Methode de Lyapunov

Pour montrer que le sy@mnesS (linéaire ou non-ligaire) :
X'=F(X)
est stable, trouver une fonctiorkdénergie» £ telle que

1. Il existe un minimune : VX £(X) > e

2. £ decrdt strictement le long des trajectoires fe

OE
VX S (X).F(X) <0

Pour un cycle limite

£ decrdt le long des trajectoires de:

VX g—;(X).F(X) <0



Methode de Lyapunov - remarques

Remarqgues

— Le point dénergie nulle est un point &duilibre

— La stabilieé asymptotique=- la convergence dednergie vers un minimum
— L'instabilité est leea la croissance dedhergie

Avantages de la Bthode de Lyapunov

— Applicable aux sysimes lirgaire et non-libaires

— Ne recessite ni la solution dedguation diferentielle, ni la connaissance desgs du
syseme dans le cas lgaire

— On peutetudier la stabilie du systme par un examen deshergie du sysime

Observation physigue
— Sil'énergie totale du sy&me est dissie de mardre continue, alors le sysne devra
rejoindre un point cequilibre
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Methode de Lyapunov : exemple

sinus et cosinus :

r =1y

/

Yy =—u
E(r,y) =2 +y* >0

Condition de Lyapunov :

8_833/_|_8_g <0
Ox &yy_

2xy — 2yxr < 0
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Sinus et cosinus
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Phenoneme oscillatoire, intergdiaire entre stable et instable

Peutétreetudie par la nethode de Lyapunov



Application aux systmes lireaires
Consicerons le systmeX'(t) = AX(t) et une fonction candidate de Lyapunov
quadratique £(X) = XTPX
Le syséme est stable ssi

VQ=Q" >03P>0:ATP+PA+Q =0 (1)

: (- i : - : .. dE(X)
On va prouver que si la conditiod)(implique la stabilie. Consi@rons la érivee —;-

le long des trajectoires :

dE(X) dxX7T o dX
- — PX+X'P—
dt dt + dt’

= (AX)'PX 4+ XTPAX, (cardX/dt= X' = AX)
= XTA"PX + X'"PAX = X' (ATP+ PAX,
= X'(=Q)x', (carA"P+PA=—Q)

= X'(-Q)X <0 (carQ > 0).

Donc, pour toutX on a: (i)£(X) et ses @rivees partielles sont continues;; (ii)
E(X) > 0; (i) dE(X)/dt < 0. 0n peut donc conclure que le syste est stable.
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