
Echantillonnage

– construire un contr̂oleur continu et l’́echantillonner ;

– échantillonner le systèmeà contr̂oler et construire un contrôleuréchantillonńe (théorie

de la commandéechantillonńee).

On aétudíe l’erreur d’́echantillonnage (líee au sch́emas d’int́egrationà pas constant)

On veutétudier la possibilt́e de reconstruire le signal continu originalà partir du signal

échantillonńe.



Echantillonnage

Une śequence(xn)n∈Z provient d’unéchantillonnage d’un signal continux(t) :

xn = x(nTe)

Te est lapériode d’́echantillonnage, Fe = 1
Te

est lafréquence d’́echantillonnage.

Le signaléchantillonńe est :

xd(t) =
∑
n∈Z

x(nTe)δ(t− nTe)



Signal à bande limitée
Signalà bande limit́ee

Un signal continux(t) està bande limit́ee sur[−B,B] si le support de sa transformée

Fourier est inclu dans[−B,B], c-a-d :

∀f ∈, |f | > B ⇒ Fx(f) = X(f) = 0

Fréquence Nyquistd’un signal continux :

SoitFmax est la plus petite fŕequence (lorsqu’elle existe) telle quex soit à bande limit́ee

sur[−Fmax, Fmax]. Alors, lafréquence Nyquistdex est2Fmax.



Théorème de Shannon-Nyquist

Soitx(t) un signal continùa bande limit́ee, sa fŕequence Nyquist est2Fmax.

Alors un échantillonnage dex à la fŕequenceFe permet la reconstruction complète du

signal{x(t)}t∈ à condition queFe/2 ≥ Fmax.

Preuve: On utilise le signalxd(t)
– D’abord, on examine la relation entre la transformée de FourierXd(f) dexd(t) et

celleX(f) dex(t)
– Puis, on montre qu’il est possible de reconstruireX(f) à partir deXd(f).



Relation entreXd(f) et X(f)

Un peigne DiracpTe(t) =
∑

n∈Z δ(t− nTe). Sa transforḿee de Fourier est

PTe(f) = 1
Te

pFe(f)

Alors, xd(t) =
∑

n∈Z x(nTe)δ(t− nTe) est le produitx(t)pTe(t).

Donc, la transforḿee de Fourier dexd(t) estXd(f) ∗ PTe
(f) = Xd(f) ∗ ( 1

Te
pFe

(f)).

Puisque convoluer par un Dirac centré ennFe revientà d́ecaler denFe, on trouve :

Xd(f) = Fe

∑
n∈Z

X(f − nFe).

Le spectreXd(f) du signaléchantillonńexd(t) estFe-periodique et correspond̀a la

périodisation du spectreX(f) du signal continux(t).



Relation entreXd(f) et X(f) (suite)

Le spectreXd(f) du signaléchantillonńexd(t) estFe-periodique et correspond̀a la

périodisation du spectreX(f) du signal continux(t).



Reconstruction deX(f) à partir de Xd(f)

Xd(f) = Fe

∑
n∈Z

X(f − nFe).

Supposons queFe/2 ≥ Fmax. Donc,∀f, |f | ≥ Fe/2 ⇒ X(f) = 0.

Dans ce cas, la restriction deXd(f) à [−Fe/2, Fe/2] est exactementX(f) au facteurFe

près.

La reconstruction deX(f) peutêtre ŕesuḿee par :

X(f) = TeRect[−Fe/2,Fe/2](f)Xd(f)



Reconstruction dex(t)

La reconstructionX(f) = TeRect[−Fe/2,Fe/2](f)Xd(f)

La multiplication dans le domaine fréquentiel correspond̀a un filtrage par un filtre

passe-bas id́eal de fŕequence de coupureFe/2.

Soith(t) = sinc(πFet) est la ŕeponse impulsionnelle du filtre avec la transformée de

FourierH(f) = TeRect[−Fe/2,Fe/2](f). Rappel :sinc(y) = sin(y)/y

xr(t) = h(t) ∗ xd(t) =
∑
n∈Z

x(nTe)sinc(π(Fet− n)) =
∑
n∈Z

xnsinc(π(Fet− n))

QuandFe/2 ≥ Fmax, toute les valeurs dex(t) sont reconstituables̀a partir de

l’ensemble discret(xn)n∈Z, à condition queFmax ≤ Fe/2⇒ Cela conclut la preuve du

théor̀eme de Shannon.



Reconstruction exact dex(t)

Reconstruction exacte si sommation de−∞ à+∞.

xr(t) = h(t) ∗ xd(t) =
∑
n∈Z

xnh(t− nTe)



Filtre passe bas id́eal

Le filtre n’est pas causal et n’a pas un support fini.

Pour interpoler parfaitement une valeurx(t), il faut garder en ḿemoire une infinit́e de

valeurs(xn)⇒ pas ŕealisable en pratique.



Repliement spectral

Quand la fŕequence d’́echantillonnage est trop faible (Fe/2 < Fmax), les conditions du
théor̀eme de Shannon-Nyquist ne sont plus respectées.

On a trouv́e :Xd(f) = Fe

∑
n∈Z X(f − nFe).

Phénomène de repliement spectral: Pourf ≤ Fe/2 la relationX(f) = TeXd(f) n’est
plus valide, car la somme ci-dessus peut englober plusieurs termes non-nuls au lieu d’un
seul⇒ repliement des composantes hautes fréquences deX(f) et le signalxr = h ∗ sd

n’est pas conforme au signal originalx.

Quand un signal a une fréquence de Nyquist trop grandeFmax > Fe/2, on filtrex(t)
pouréliminer des composantes fréquentielles au dela deFe/2. Ce filtre est appeléfiltre
anti-repliement



Filtres de restitution

Si h est la ŕeponse impulsionnelle du filtre de reconstruction, on a :

xr(t) =
∑

n

xnh(t− nTe)

Si les conditions de Shannon sont respectées,X(f) = Te
Rect[−Fe/2,Fe/2](f)

H(f) Xr(f)

LorsqueH(f) est une bonne approximation deTeRect[−Fe/2,Fe/2](f), xr est ”proche”

dex.

H doit couper toute les fréquences supérieures̀aFe/2.



Filtres de restitution

– Bloqueur d’ordre zero : hboz(t) = Rect[0,Te](t)
Hboz(f) = Teexp(−iπfTe)sinc(πfTe).
Les composantes de fréquence suṕerieureàFe/2 sont att́enúees mais ne sont pas

totalement annulées.

– Interpolation lin éaire (blocage d’ordre1) : hlin(t) = Tri(t/Te) avec

Tri(t) = (1− |t|)Rect[−1,1](t).
Hlin(f) = Tesinc2(πfTe).
Forte att́enuation des fŕequences ind́esirables et une bande passante plusétroite⇒
meilleure qualit́e que le bloqueur d’ordre0.



Filtres de restitution
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