Echantillonnage

— construire un con@eur continu et kchantillonner;

— echantillonner le systmea contbler et construire un coriteur echantillonm (theorie
de la commandéchantillon@e.

On aetude 'erreur dechantillonnage (@e au scbmas d’inégrationa pas constant)

On veutéetudier la possibi# de reconstruire le signal continu origirapartir du signal
echantillonre.




Echantillonnage

Une £quencéx,, ),z provient d’'unéchantillonnage d’'un signal contim{t) :

rn, = x(nly)

T, est lapériode dechantillonnaggeF, = TL est lafrequence dchantillonnage

Le signaléchantilloni est :

ra(t) =) a(nT.)s(t — nT)

nez
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Signala bande limitee

Signala bande limiée
Un signal continuc(¢) esta bande limiée surf— B, B] si le support de sa transfoaa
Fourier est inclu dans-B, B], c-a-d :

vfelfl >B= Fx(f)=X(f) =0

Frequence Nyquigd’un signal continur :
Soit F,,,.. est la plus petite #quence (lorsqu’elle existe) telle quesoita bande limige
Sur{— Fruaz, Finaz]. Alors, lafréquence Nyquisdex est2F,,,,...




Theoreme de Shannon-Nyquist

Soitx(t) un signal continia bande limiée, sa fequence Nyquist e&tF,,, ...

Alors un échantillonnage de a la frequencer, permet la reconstruction congté du
signal{x(t) };c a condition queF, /2 > F},q..

Preuve: On utilise le signal: ()

— D’abord, on examine la relation entre la transfésrde FourieX;(f) dexy(t) et
celle X (f) dex(t)

— Puis, on montre qu’il est possible de reconstruiref ) a partir deX (f).




Relation entre X,(f) et X (f)

Un peigne Diragr, (1) = >, ., 0(t — nT.). Sa transforrae de Fourier est
Pr,(f) = 7-pr.(f)

Alors, z4(t) = >, oy x(nT,)d(t — nl) estle produite(t)pr, (t).
Donc, la transforrae de Fourier de;(t) estXy(f) « Pr. (f) = Xa(f) * (Tie pr. (f)).

Puisque convoluer par un Dirac cemtnn F, revienta decaler den F., on trouve :

Xa(f) :FeZX(f_nFe)-

nez

Le spectreX,(f) du signalechantillonm x,(¢) estF.-periodique et correspona la
periodisation du spectreX ( f) du signal continu(¢).




Relation entre X,;(f) et X (f) (suite)

Le spectreX,( f) du signalechantillonm x;(t) estF.-periodique et correspona la
periodisation du spectreX ( f) du signal continue(¢).
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Reconstruction deX (f) a partir de X,(f)

Xa(f) =Fe ) X(f —nFe).

nez

Supposons qué, /2 > F,,... Donc,Vf,|f| > F./2 = X(f) =0.

Dans ce cas, la restriction d&;(f) a|—F./2, F. /2| est exactemenX (f) au facteurF,
pres.

La reconstruction d& ( f) peutétre esunee par :

X(f) =TeRecti_g, /2.7, s21(f)Xa(f)




Reconstruction dex(t)
La reconstructionX (f) = T. Rect|_r, /2. r. 21 () Xa(f)

La multiplication dans le domainedguentiel correspona un filtrage par un filtre
passe-bas &hl de fequence de coupure. /2.

Soith(t) = sinc(wF.t) est la Bponse impulsionnelle du filtre avec la transfésde
FourierH (f) = Te Rect|_r, /2.F, j21(f). Rappel sinc(y) = sin(y)/y

x,(t) = h(t) x z4(t Za: (nT,)sinc(m(Fet —n)) ansmc (Fet — n))
nel nel

QuandF,/2 > F,,.., toute les valeurs de(t) sont reconstituables partir de
I'’ensemble discretz,, ),cz, a condition quéF,,,... < F./2 = Cela conclut la preuve du
theoeme de Shannon.




Reconstruction exact dex(t)

Reconstruction exacte si sommation-dec a +oo.




Filtre passe bas ical

Reconstitution
Passe bas 1déal

X(1) mged NUMETISATION [ V(1) e p7(t)

A h(t)=sinc(nt/T,)

TF!

i N, S
\_/—Te 0 TE\/ T, F2 o Fo2 7

Le filtre n’est pas causal et n’a pas un support fini.

Pour interpoler parfaitement une valet(t), il faut garder en ramoire une infini de
valeurs(x,,) = pas Ealisable en pratique.




Repliement spectral

Quand la fequence d&chantillonnage est trop faiblé'(/2 < F,,..), les conditions du
theoreme de Shannon-Nyquist ne sont plus resgect

Onatroue : X,(f) = Fe) . o X(f —nFe).

Phénomene de repliement spectral Pourf < F,./2 larelationX (f) = T. X4(f) n'est
plus valide, car la somme ci-dessus peut englober plusieurs termes non-nuls au lieu
seul=- repliement des composantes hautégfiences d& ( f) et le signal,, = h * sy
n’est pas conforme au signal original

Quand un signal a uneédguence de Nyquist trop grandig,,.. > F./2, on filtre z(t)
pouréliminer des composantefiuentielles au dela dé. /2. Ce filtre est appélfiltre

anti-repliement

Filtre
Anti-repliement

Traitement
Numeérique

C.N.A,

Filtre de
restitution




Filtres de restitution

Si h est la Eponse impulsionnelle du filtre de reconstruction, on a :

rp(t) =Y wph(t —nT.)

Si les conditions de Shannon sont respestX (f) = 7. RGCt[_Fﬁ/(?)Fe/Q]mXT(f)

LorsqueH (f) est une bonne approximation @deRect|_r, /2 r. /21(f), x, €St "proche”
dex.

H doit couper toute les &éyuences s@rieurexa F, /2.




Filtres de restitution

— Bloqueur d’ordre zero : hy, (t) = Recty 1.)(%)
Hyo. (f) = Teexp(—inm fT,)sinc(n fT,).
Les composantes deefjuence sugrieurea F,. /2 sont atenuees mais ne sont pas
totalement annéles.

— Interpolation lin eaire (blocage d’ordrd) : h;,, (t) = Tri(t/T.) avec
Tri(t) = (1 — |t])Rectj_1 1)(2).
Hyin(f) = Tosine?(n fT,).
Forte aténuation des &quences inekirables et une bande passante piusite=-
meilleure qualié que le bloqueur d’ordre.




Filtres de restitution
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Spectres d’énergie des filtres de reconstruction BOZ (gras) et linéaire (pointillés).
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