Echantillonnage de Shannon

1
Option SLE, Cours Signal-Automaticue Cours ; AGD; 28/11/05



Signaux, Systemes a temps
continus : Rappel

e (1) et (2) : Resolution dans le domaine temporel

e (3) et (4) : Résolution dans un domaine transformé
— (3) Description du régime transitoire et permanent
— (4) Description du régime permanent uniquement

Systeme Lineéaire ;
t > > v(t
x(0) Invariant en Temps y®
‘ X(t) (1) Equation différentielle y(t)
I ponse impuls 9= x(t) * h(t)
x(t) (2) Réponse impulsionnelle h(t)  ¥(

i L»XL(s) (3) Transformee de Laplace H (s) y(t)= X (s) xH,(3)}
—— X (o) (4) Transformée de Fourier H:(w) y(t)= #{X (o) xl_IF((D)}



Temps continus = Temps discret :
Pour les systemes (Rappel)

Transformée de Laplace (temps continu)
— Systeme causal, signaux transitoires

X(s):Tx(t) exp(—st)dt

Passage “

Transformée de z (temps discret) — z=exp(sTe)

— Systemes discrets en temps, signaux discrets
transitolires

X@)=> X[K].z ¥ X(2)= 3 x[Kl.z¥

K=—00

3
Unilatérale, causal Bilatérale, causal, anticausal



Temps continus = Temps discret :
Et pour les signaux ?

e Temps continus
— Signaux périodiques : Serie de Fourier
— Signaux non périodiques : Transformee de Fourier

— + extension aux distributions :

» Transformée de Fourier pour les signaux periodiques et
non-periodiques

X(a)):T X(t)exp(— joot )t

H{ 8(t-15) }=exp(-jwty)
Hexp(iog)}= 3(w-0) L [exp(iotide-s0

j exp(—j ot)dt=5 o) 4

—00



Representation en Fréequence :
4 modeles

e Cas 1 : Signaux continus periodiques
— Série de Fourier (SF)

e Cas 2 : Signaux continus non périodigues
— Transformee de Fourier (TF)

e Cas 3 : Signaux discrets non periodiques
— Transformee de Fourier des signaux discrets

(TFSD) | J Lien avec la TZ

e Cas 4 : Signaux discrets perlodlques (durée
finie)

— Transformée de Fourier discréte (TFD)



Cas2 > Cas 3.
Discrétisation en temps

« Echantillonneur idéal dans le domaine temporel

X(t) = | Numérisation | —»  y(t)

k=400

y(t):x(t)xATe(t):k_Z X(K. Te Jx(t—k.Te )

X(t)
T 0 T, 2T

e t -Te 0 Te 2Te t




Discrétisation en temps -
Périodisation en frequence

o Echantillonneur idéal dans le domaine fréquentiel

X(t) —»

Y(f)=L

A
(X (D)

Numeérisation

N=+00

Te N=—00

yAIRN

0

Y(f) 4

|:max f

SN

X(f —-
2 X( T)

—> (1)

= Theoreme de Shannon
FJ/2>F ..

=>» Fréquence réduite :
A=fIf, = o/o,

-F./2

0 F./2 F, f



Numeérisation : Condition de
Shannon

e Pas de repliement spectral si
o I:e > 2 |:max
» Conséquence : signal d’entrée a spectre
borné
— Filtre « Passe-Bas » anti repliement
- F.<F.J2, F_: frequence de coupure
e Mise en ceuvre :

Filtre C.A.N Traitement C.N.A. Filtre de
Anti-repliement Numeérique restitution
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Transformée de Fourier des
Sighaux Discrets

X(w)= IX('[) exp(— ja)t)dt ﬁ Discrétisation en temps

Périodigue de période 1
—> Série de Fourier

K=+o0

k=+c0

x(t)= Zx(k Te )x(t—K.Te ) Zx[k]x5(t K.Te)

l

X(A)="Y X[Klexp(—27j k)

K=—o0

x|k |=

Txm) exp(27j Ak A

-1/2

C’est la TFSD



Transformée de Fourier des
Sighaux Discrets

N /\/\ TF x@l 1
/I
! 0

> = >
|:max f
TFSD
X[K] Discret en Temps
T ? T ? Continue et Périodique en Frequence
e
Xl

ﬂ'f\im.

-1/2 0 1/2 1 0 A




Reconstruction : Interpolateur idéal

Reconstitution

X(t) —» Numérisation ——y(t) —» S —7(t
(1 y(® Passe bas ideéal (1
A h(t)=sinc(rt/T.)
TF!
<+— \ H(f)
Te
LN\ AN .
\/—Te 0 T\/ o7, 2 10 Fi2 g

z(t):y(t)*h(t):t§:x(k.Te xh(t—k.Te )
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Reconstruction : Interpolateur idéla

e Reconstitution exacte si sommation de -oo a +o0

z(t):y(t)*h(t):tzr:x(k.Te xh(t—k.Te )
N

X(0)




| 1en avec la Transformeée en Z

Signal discret en temps : X[K]

Changement de variable : —

z=exp(2mjiL)

A=1/2

t Im(2) N

>
S

_ORe(z)

A=-1/2

0,=21A,

r=1

Xo(9)=) XK z*

X ()= X[Klexp(-27j k)

Xl 4

ﬂ'f\im.

-1/2

0 1/2 1 13 A



[llustration de |’effet de

I’echantillonnage : Passage s 2 z

; 4
Pe | ! Im(z)
0,=27A
20)e__ OS:G+j(D 0~ <1
0. 1
e ‘ Re(z)
)
—We [ Changement de variable :
—20, - z=exp(2mjr)= exp(sT,)
—3m05

La moitié gauche de chague bande de largeur w, dans le plan
des s est appliquée dans le plan des z a I’intérieur du cercle

unite
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Echantillonnage en temps ,
Approximation

 Par échantillonnage, I’équation
différentielle caractérisant le systeme
lineaire se transforme en equations aux
differences.

— Cette éguation est exacte pour caracteriser des
systemes discrets linéaires

— Cette équation devient approximative pour
I”utilisation par voie numérique de systemes
analogiques lineaires

e equations de passage s<—> z
— Equation d’Euler : Equivalence de la dérivée
— Equation binomiale : Equivalence de I’intégration 15



Comportement decrit en analogique
-> Approximation numerigue

o Approximation de la derivée au premier
ordre : Equation d’Euler
X ()= (X[K]-X[K-1])/T,
On pose : y[K] =(X[k]-x[k-1])/T,
Alors : Y (z) =[X(2)-z1X(2)]/T,
D’ou : G(z) = Y(2)/X(z) = (1-zY)/T,

Comme dans le domaine analogique, la dérivée temporelle
correspond au produite de la transformée de Laplace par s, dans le
domaine des s, alors :

s= (1-zY)/T,, ou z= 1/(1-sT))
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[llustration de I’approximation de
la derivee au premier ordre

p O
1Imz) o=,

°S=c+jo  Changement de /
variable : Re(2)

z=1/(1-|oT.) ;
- (1-joTe) N =0

J rjole . 1 ol
Cl+o’T¢ HefTE  1+oTé

w0, Z20

Bonne approximation : fréguence d’échantillonnage élevée,
bien au dela de la limite de Shannon
—> Sur échantillonnage 17
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