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Nous illustrons I’étude de la robustesse d’un controleur au travers de
I’exemple du controleur d’orientation de robots LEGO. Le controleur
de distance peut étre analysé de la méme maniere.

0.1 Controéleur d’orientation

Les équations différentielles qui décrivent la dynamique du robot
sont :

te = (vy + vg)cos(6)/2 (1
y? = (v, + vg)sin(0)/2 (2
0= (0, — va) 1 3)

ou z. et y. sont les coordonnées de la position courante le robot ; 0
est son orientation ; v, et v4 sont les vitesses des roues a gauche et a
droite ; [ est la distance entre les deux roues.

Nous controlons I’orientation du robot par un controleur de type
PI dont la fonction de transfert est

1 ki
Hp(s) :k’(m+1) = ?9+k’pe (4)

ou kig = k est le coefficient de I'action proportionelle et kpy = T
1

est le coefficient de 'action intégrale. La valeur de k est le gain et
T est la constante du temps du contréleur.

Comme nous utilisons la différence entre les vitesses des roues pour
controler I'orientation du robot, nous avons la variable de commande



ug = (v — vq). De I'équation (3) on obtient : § = ug/l, ce qui donne
en Laplace s0(s) = ug(s)/l (en supposant que les conditions initiales
sont 0). Alors, la fonction de transfert de 6 est

0(s) 1

Hio(s) = ug(s) s

Le schéma de commande est comme suit. La sortie uy du controleur
Hy(s) est connectée a 1" entrée du bloc H,,(s) correspondant a la dy-
namique de 'orientation du robot. L’entrée du controleur Hy(s) est
la différence entre le retour de la sortie 6, de H,,(s) et l'orientation
désirée 6*. L’évolution de # controlée par la commande uy peut donc
étre representé par un systeme en boucle fermée dont la fonction de
transfert est :

. HQ(S)HTO(S)
H ) = T, (5) Hoo (s)
e 4 Ko

T 5

Notons o = 1/1. Si l'on choisit kig = w?/a et kpy = 26w/ (avec
w >0, £ > 0), le systeme en boucle fermée est du deuxieme ordre
avec le gain statique 1, la pulsation w et I'amortissement £. Notons
que les poles du systeme en boucle fermée sont

p172 = —(.d(g + ’L.\/ 1-— 52)

avec les parties réelles Re(p;2) < 0, ce qui garantit la stabilité de 6.

Il nous reste la liberté de choisir des valeurs de w et de ¢
afin d’obtenir des performances désirées (temps de réponse,
dépassement, etc).

0.2 Discrétisation de controleur

Pour implanter le controleur du modele fourni, il faut le discrétiser.
Si on choisit une eériode d’échantillonnage 7' et une approximation
du premier ordre
z—1
2T

S =



ou T est la période d’échantillonnage, on obtient la fonction de trans-
fert en temps discret H(z).

0.3 Systeme avec des parameétres incertains

Nous allons étudier la robustesse du controleur d’orientation vis-a-
vis aux parametres tels que T, kig, kpy, [. Afin d’utiliser les criteres
pour les systemes en temps continu, nous utilisons la transformation
suivante qui ramene le cercle unitaire en z vers le demi-plan gauche
en 7
1=
z2=—

1+n

Notons a = klﬂ et b= %, la fonction caractéristique en 7 est :

P(n) = (4+2aT + bT?)n* + (—2aT — 26T%)n + bT*
(Avec les valeurs numériques du controleur d’orientation donné, a =
2etb=1)

En utilisant les fonctions matlab dans le fichier hurwitz.m fourni,
on calcule la matrice de Hurwitz pour déterminer la stabilité du
contoleur pour des différentes valeurs de la période d’échantillonnage
T.

0.4 Systeme a retard

Supposons que le systeme a un délai

ou D est la durée de retard.

Nous allons étudier la robustesse de ce controleur en utilisant 'ex-
tension du théoréme de Kharitanov.



— Calculer la fonction caractéristique de la boucle fermée P(s). On
va ensuite étudier la fonction F(s) = eP*P(s).

— We write
F(jw) = F.(w) + jF;(w)

ou F) est la partie réelle et F; est la partie imaginaire.
— On va verifier les conditions suivantes :

1. F, et F; ont des racines réelles simples et elles entrelacent.
2. F/(w,)Fr(w,)—F;(w,) Fl(w,) > 0 pour une valeur w, € (—00,c0)
(ou F! et F! sont les dérivés par rapport a w.
— Afin de vérifier si F, et F; ont seulement des racines réelles, on
peut utiliser le théoreme suivant.

Theorem 1. Soit M le plus grand degré de s dans F' et N le plus
grand degré de e®. Soit w une constante telle que F.(w) # 0 et
Fiy(w) # 0. Alors, la condition nécessaire et suffisante pour que
les equations F,.(w) et F;(w) aient seulement des racines réelles
est que F'—r et F; ont exactement 4kN + M racines réelles dans
chaque intervalle [—2km +w, 2km+w, k = ko, ko+1,ko+2... pour
une valeur de k, suffisamment grande.



