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Exercice 1
On considère le problème suivant :

minimiser f(x) s.c. (sous contraintes) pour tout i 6 n, gi(x) 6 0 (P)

On note S = {x | ∀i 6 n, gi(x) 6 0} l’ensemble des solutions réalisables.
Soit x∗ réalisable. On définit I(x∗) = {i | gi(x∗) = 0} les contraintes saturées par x∗.
On suppose que :

— pour i /∈ I(x∗), gi est continue en x∗,
— pour i ∈ I(x∗), gi est concave et de classe C1 sur Rn.

On note F (x∗) = {y | ∀i ∈ I(x∗),∇gi(x∗).y 6 0}.
On cherche à montrer que x∗ est qualifié.

1. Soit y ∈ F (x∗). On pose xk = x∗ + 1
ky. Montrer que xk est réalisable pour k suffisamment grand.

2. En déduire que x∗ est qualifié, i.e. que F (x∗) = T (S, x∗), où T (S, x∗) est le cône tangent à S en x∗.

3. Application :

On prend g1(x) = −x21 − x22 + 1 6 0, g2(x) = x1 − 1 6 0, f(x) = x1 − x2 et x∗ =

(
1
0

)
.

(a) Montrer que x∗ ne vérifie pas la qualification de Cottle.

(b) Montrer que x∗ est qualifié et expliciter le cône tangent en x∗.

(c) En déduire que x∗ n’est pas minimum local de (P).

Exercice 2
On considère le problème suivant :

min f(x) s.c. x ∈ S = {x | Ax 6 b}

1. Montrer que tout x ∈ S est qualifié.

2. Donner T (S, x) pour x ∈ S ainsi que la condition nécessaire d’optimalité.

3. Montrer que si f est convexe, alors la condition est suffisante pour l’optimalité globale.

4. Application :

Soit le problème min 2x1 + x2 s.c.


x1 + x2 > 1

x1 > 0

x2 > 0

.

Montrer que x(0) =

(
1
0

)
n’est pas minimum et que x(1) =

(
0
1

)
est minimum global.
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Exercice 3
Soit C un convexe de Rn et x ∈ C.

1. Montrer que C \ {x} ⊆ T (C, x).

2. On appelle cône(A) le plus petit cône contenant A. Montrer que T (C, x) = cône(C \ {x}).
3. En déduire que T (C, x) est convexe.

4. Soit C = {(x1, x2) | x1 > 0, x2 > 0}. Donner T (C, 0) et vérifier que

(
1
0

)
∈ T (C, 0).
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