Semestre 2, ENSIIE Optimisation mathématique 23 mai 2014
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1 Meéthode de pénalité

Exercice 1
On considere le probleme @ suivant :

min f(z) = 32% + 223 s.c. x1+a0>1 (P)

1. Résoudre (P par la méthode de pénalité de Beltrami en prenant py = k.

2. Retrouver le multiplicateur de Lagrange des conditions de Kuhn-Tucker.

2 Meéthode de barriere

Exercice 2
On considere le probleme suivant :

min f(z) = z1 + x2 S.C. (L‘%—l’g—QSO

Résoudre ce probleme par la méthode barriere en prenant c; = k et pour barriere

1. B(z) = —ﬁ

2. B(x) = —log(—g(z))
Donner a chaque fois le multiplicateur de lagrange Ag.
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Solutions

» Exercice 1
1. La pénalité de Beltrami est donnée par P(k) = >_,(g; (2))? ot g7 (z) = max(0,g(z)). Ici, cela donne
P(z) = (97 (z))? = (max(0, —z1 —x2+1))? et la suite de problémes avec pénalités (donc sans contraintes)
est donc (Py) min f(z)+upP(), c’est-a-dire min fi(z) = 323+ 223+ k(g7 (z))? puisqu’on prend uy, = k.
Le gradient de (Py) est :

V(@) + 2kg" (2)Vy(z) = CE;) +2kg" (@) <j>

On considere deux cas, suivant le signe de g(z) :
Cas g(z) <0 : On a donc g™ (z) = 0 et Vfr = Vf. La condition Vfi(z) = 0 donne x; = 22 = 0. En

revanche, on a g( = 1 ce qui est incompatible avec I'hypothese g(z) < 0.

0))
Il n’y a donc pas de solution dans ce cas.

Cas g(z) >0 : On a donc g*(z) = g(z) et Vfi(z) = Vf(z) + 2kg(x)Vg(z). La condition V fr(z) = 0

donne
— 6 2k -1)=0
<6:L’1> +2k(—$1—l‘2+1) < 1> —0 T+ ($1+1‘2 )3
4z -1 6x1 =4x9g < x9 = 571
2k
On obtient finalement x; = % et w9 = %. La solution zj, de (Py) est donc <5’§‘,§6). La limite
5k+6

2/5
de cette suite est x = (45) qui est donc solution du probléeme initial.

2. Si (x) est une suite qui tend vers une solution de , les multiplicateurs de Lagrange sont donnés par
2,ukgf(afk) qui tend vers \;.
Dans notre cas, cela donne :

“Bk+6 5

2% 3k ok —3k4+5k+6Y 12k 12
kgt =2 =2k [ — — 1) =2
kg™ (k) = 2kg(ay) k( 5E+6 B5kt6 ) k( 5+ 6 >

» Exercice 2
La méthode de barriere considere la suite de probleme min f(z) = f(x) 4+ éB (). Puique f est continue, si la
suite des solutions converge, alors elle converge vers une solution du probleme initial.

1. On considere la suite de problemes suivante :

1 1
min f(z) = 21 + 22 — —

2
—_— s.c. i —x9—2<0
k:x%—arg—2 ! 2

Calculons les points critiques de fj :

1+4i 28— 14+1-22;=0 =1
Vie(z) =0 < k(af-22-2)2 <:>{ . 11 — {7 2

1 1 _ 1
]. k(IQ—IQ—Q)Q 0 1 k(m%—x2—2)2
1 1 1
xTr1 = -3 Tl = -3 X1 D)
— 7V2 _ 1 — 7V2 1 — — 74 1
(—z2— )" =7 (24 1) =1 T2 =—"1*
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Pour vérifier si ces solutions sont réalisables, on reporte dans g : g(zx) = 1 — (-T+ ﬁ) —2=F-L.0n

1
veut que g(zx) = :Fﬁ < 0 donc on prend zp = (_7/4 4/_21/\/@>

. 1/2 . . R o o
Cette suite converge vers <é /4) qui est donc une solution du probleme initial. Le multiplicateur de

Lagrange est approximé par le coefficient devant Vg(z) dans le systeme ci-avant :

—_

1
ag(x)? k(A —(=T4+ 1) -2)2 K

1
T =1—=1

i)

Ead

2. On considere la suite de problemes suivante :

1

min fx(x) =1 + 22 — .

log(—2% + x2 + 2) s.C. 23— 29 —2<0

Calculons les points critiques de fg :

1— 28— = 1—1-(=221) =0 =-1
k —z2 2 1 T =
bR T = Efrme (Fort o +2) =1
xTrl = *% Tr1 = *%
2o+ 1T =1 — 7.1
2T 175 T2 =—3t5
Pour vérifier si cette solution est réalisable, on reporte dans ¢ : g(x) = % - (—g + %) —2= —%. On veut

que 0 < —g(zx) < 1 pour que — log soit défini et positif, c’est bien le cas.
/2

la suite (zj) converge vers (_/7 /4> qui est donc une solution du probleme initial. Le multiplicateur de

Lagrange est approximé par le coefficient devant Vg(x) dans le systéme ci-avant :

= . R —
col) M- (D=2 kD
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