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1 Gradient réduit

Exercice 1
Résoudre le probleme suivant avec la méthode du gradient réduit :

1+ 2x9 > 1
min 7 + 423 S.C. —x1+ 22 <0
120,220 20

On partira du point Py =

O N = =

2 Meéthode de pénalité

Exercice 2
On considere le probleme @ suivant :

min f(x) = 327 + 223 s.C. r1+x2>1

1. Résoudre par la méthode de pénalité de Beltrami en prenant u; = k.

2. Retrouver le multiplicateur de Lagrange des conditions de Kuhn-Tucker.

et on prendra la décomposition B = {1,3} et N = {2,4}.
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Solutions

» Exercice 1
On commence par réécrire les contraintes avec des égalités en introduisant des variables supplémentaires :

T1+2r2—23=1 211

. 1 2 -1 0 8xo
—r1+zo+x4=0 ce qui donne A = 11 0 1 et Vf(z)= 0
1 > 0,22 20,23 20,24 20 0

1 -1
Premiére itération : L’énoncé nous impose B = {1,3} et N = {2,4}, d’ou l'on tire Ap = (_1 0 ) et

2
Ay = (1 (1)> On vérifie que Ap est inversible car son déterminant est —1. Calculons Agl et —A;AN pour

en déduire le gradient réduit de f en Py : r = % = —%(PO)A;IAN + %(PO) :

= (4 0) =)0 )=(G1) r=e ol )@ )re 0=

On en déduit alors dy = (—(ﬁ)lO) et puisqu’il est non nul, dp = —AglANdN = (1 1) <_10> = <_1O>. La

31 0 —-30
—10
direction de descente en Py est donc dy = :;8 et le nouveau point Py est P, = Py + adp.
0

On commence par calculer la borne supérieure de o en imposant que P; doit étre réalisable, c’est-a-dire que
ses coordonnées sont positives ou nulles.

1—10a>0

1—10a >0 a< {5 1
B — 1 <:>aST5
2—30aa>0 a< 5

0>0

Pour déterminer P, on minimise f(P) qui est une fonction de a. On a f(P)(a) = (1 —10a)? +4(1 — 10a)? =

5(1 — 10c)? qui atteint son minimum lorsque 1 — 10ec = 0, donc en 5. II est hors de l'intervalle autorisé donc

1-104% 13
. 1 1 1-104+ 1/3
on prend la borne de I'intervalle : a = 5. On a donc Py = Py + j5dop = 930 b | = o |-
- 2V15
0 0

On remarque que la troisieme composante de P; est nulle alors que 3 € B, on doit donc effectuer un
changement de base. on échange 3 avec l'indice de la plus grande coordonnée dans IV, ici la seconde qui vaut

1/3.

Deuxiéme itération : On a B = {1,2} et N = {3,4} donc Ap = ( 11 ?) et Ay = <_01 (1)> Refaisons

les calculs comme & I’étape précédente :
1/1 -2 1/1 2
g “ A AN = = = (2/3 8
Ag 3 (1 ) ) AR An 3 <1 _1> r=(2/3 8/3)

>/

Wl

(1 2)+0© 0= )
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8/27
P (0 . o (1 2 0\ [ 8 sy | A
On en déduit dy = (4/9> puis dp = —Agz Aydn = g (1 _1) (4/9) = (_4/27), d’ou dy = 0
4/9
Les contraintes du problemes en P, = P; + ad; sont :
1/3 48 >
/34827 >0 0> 9
/3 —4/27 0 > 0
= qa<9Y4 — 0<a<9
0>0
a>0
Yo >0 -

Pour calculer le minimum de f(P>) comme fonction de a, on va utiliser la dérivée directionnelle (on pourrait
tout aussi bien faire comme précédemment et étudier f(P,) comme une fonction réelle) : le point P est le
minimum de f dans la direction d; donc sa dérivée en Py selon la direction dj doit étre nulle : V f(P).d; = 0.

2(1/3 4 a8/27) 2
8(1/3 — atfr) | 4 [ -1 ;Z 1 8 1 4 4 64
Py).dy = il A la(t oSy _g(toa ) = 4, 64
VIiP)di =0 — 0 27 | 0 7 <3+O‘27> 8(3 0‘27) 0 = gtgza=0
0 1/3

1/2
1/4
o |
1/4
Aucune des composantes d’indice dans B n’est nulle, il n’y a donc pas besoin de faire de changement de
base.

On obtient finalement o = 9/16 qui est bien dans l'intervalle autorisé et on a donc Py =

Troisieme itération : On a toujours B = {1,2} et N = {3,4} donc on peut reprendre le calcul de —A5' Ay

Calculons r : r = (1 2) % <1 _21> + (0 O) = (1 O) d’ol on déduit dy = <8> Puisqu’il est nul, on a atteint

Ioptimum.

Vérification : On peut vérifier que le point trouvé vérifie les conditions de Kuhn-Tucker, a savoir :

Vi@)+pA—-—X=0

A>0 (positivité)
Aizi =0 (complémentarité)
Comme dans le cours, on pose y = —%(x)Agl, Ap=0¢et Ay =r.

1
1
Seul A3 est non nul mais on a z3 = 0 donc les conditions de complémentarité sont vérifiées.

Ici, cela donne p = — (1 2) é ( _12> = (—1 0), A =0, =0, A3 =1et Ay = 0. La positivité est évidente.

Vi) +pAd—XA=(1 2 0 0)+ (-1 0)(11 f _01 2)—(0 0 1 0)
=(1 20 0+(-1 -2 1 0)—(0 0 1 0)
=0 0 0 0
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Représentation graphique dans le plan (z1,z2) :

T2

» Exercice 2
1. La pénalité de Beltrami est donnée par P(k) = > (gi (2))? ou g*(z) = max(0,g(z)). Ici, cela donne
P(z) = (g% (2))? = (max(0, —z1 — 22 — 1))? et la suite de problemes avec pénalités (donc sans contraintes)
est donc (Py) min f(z)+pupP(x), c’est-a-dire min fi(v) = 327+ 223+ k(g7 (z))? puisqu’on prend ju, = k.
Le gradient de (Py) est :

V() + 2kgt (2)Vg(z) = <22> + 2kg™ (z) (:1)

On considére deux cas, suivant le signe de g(z) :
Cas g(x) <0 : On a donc g™ (z) = 0 et Vfr = Vf. La condition V fx(z) = 0 donne ;1 = 25 = 0. En

revanche, on a = 1 ce qui est incompatible avec I’hypothese g(z) < 0.
g

0))
Il n’y a donc pas de solution dans ce cas.

Cas g(z) >0 : On a donc g*(z) = g(z) et Vfi(z) = Vf(z) + 2kg(x)Vg(z). La condition V fr(z) = 0

donne

4z 4z + 2k($1 + 29 + 1) =0 6x1 = 4dxy < 20 =
2k
On obtient finalement 1 = % et X9 = %. La solution zj, de (Py) est donc <5’§ 6). La limite
5k+6

2/5
de cette suite est x = (3;5> qui est donc solution du probleme initial.

2. Si (x) est une suite qui tend vers une solution de , les multiplicateurs de Lagrange sont donnés par
2,ukgf(3:k) qui tend vers \;.
Dans notre cas, cela donne :

2k k k46— 2k — 3k 12k 12
2kgt () = 2kg(zr) = 2k (1 5 > =2k (5 6 5 )

T5k+6 Bk16 5k +6 “Bkt6 5

i

- 6 2k 1)=0 6 2k 3 1
<6x1)+2k(_$1_$2_1) <_i> 0 e { x1 + 2k(x1 + 22 + 1) — { w1+ 2k(2z1 + 521 +

)=0
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