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TD 4: Méthodes itératives
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1 Méthode de Cauchy

Exercice 1
Soit f la fonction de R? dans R définie par f(z) = 227 + 23 — z172. On cherche & minimiser f sur R?. Pour

1
cela, on part de z(0) = ( 4> et on va utiliser la méthode de Cauchy, ou méthode de la plus forte pente.

1. Calculer le gradient de f en z(%). On pose alors d(©) = —V f(z(?)).
2. Déterminer () = z(9) 4 A\d(®) avec A qui minimise f(z(1)). Comparer les valeurs de f en (9 et z(1),

3. Recommencer les deux questions précédentes pour calculer 2(2). Est-ce un point critique ?

2 Meéthode du gradient conjugué

Exercice 2
Soit f la fonction de R? dans R définie par f(z) = Qx% —l—ac% — 2129 + 1 +229. On cherche & minimiser f sur R2.

Pour cela, on part de z(0) = <8> et on va utiliser la méthode du gradient conjugué.

1. Ecrire f sous la forme f(z) = s2'Qz + bz
2. Construire z(!) = 20 4+ Ad© avec d©) la direction opposé au gradient au point £©) et A qui minimise
F(aD).
3. On cherche maintenant & déterminer la direction suivante d(!) de descente.
(a) Donner la relation que doit satisfaire d(!) pour étre une direction de descente de f au point z(1).
(b) Donner la relation que doit vérifier dM pour étre conjuguée a d© par rapport a Q.
(c

) Puisque d® n’est qu'une direction, sa norme n’importe pas et on peut donc fixer P'une de ses coor-
données (mais attention au signe!). Donner d® tel que sa second composante soit égale & 2 en valeur
absolue.

4. Construire de méme z® = z() + X\d™) avec A qui minimise f(z(?).

5. Est-il nécessaire de faire une étape supplémentaire 7

3 Meéthode des directions conjuguées

Exercice 3

Soit Q une matrice symétrique, définie positive, soient p(@, p(), ... p(®=1) des vecteurs linéairement indépendants
de R™.

¥:
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1. Montrer par récurrence que d(©,dW) ... d™=1 définis par

40) = p(0)
L plk+1) g

AR+ = plk+1) Z p
i

P QA
- d0.Qd

sont des directions conjuguées deux & deux par rapport & Q, i.e. d¥) % 0 pour tout 0 < i < n—1 et
d9).Qd% = 0 pour tout 0 < i < 7 <n—1. Pour d® # 0, on pourra démontrer par récurrence que d®
appartient & Despace vectoriel engendré par les p(, ... p(®.

2. Soit f(x1,r2) = 222 + 2% de R? dans R.

(a) Déterminer @ symétrique telle que f(z) = %x-QI oux = <§1>
2

(b) Soit p(®) = (é) et pt) = (1) Calculer d©) et d).
(¢) Pour k > 0, soit D = () 4+ o#Fgd*) on o¥) minimise a — f(z® + ad®)), a étant de signe

quelconque. calculer (M) et z(2) en partant de z(©) = <i)

(d) Refaire la question précédente en utilisant les directions p*) plutos que d®),
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Solutions

» Exercice 1

1. Ona Vf(z) = <4x1 B xQ)- En (i), cela donne Vf(z(0) = <g>

21‘2 — X1

2. Déterminer le minimum selon une direction revient a dire que la dérivée directionnelle selon cette direction
est nulle. On cherche donc (M tel que V£(zM).d® = 0. On résout donc

(381)—_7(;1)_—7(?» : <_07> =0-T7(7T—14\) =7— 14\ =0 <= = %

On en tire z(1) = } .Onaf(z®)=2416-4=14¢et f(zM) =2+ 1 — 3 =7 On constate que la
2
valeur a effectivement baissée.

7 _7
3. On calcule Vf(zM) = <(2]> On prend donc dV) = < 02). En résolvant Vf(z?).dY) = 0 avec 2(?) =

1
M + Xd®, on obtient A = i done 2 = § 1. Comme f est clairement quadratique et coercive,
2

elle admet un unique point critique qui est un minimum global. Avec I'expression du gradient, on voit
immédiatement qu'il s’agit de Porigine. En particulier, z(?) # 0 n’est pas un point critique.

-(he) )

. , Az —ap+1 0 0 /1
2. le calcul du gradient donne : Vf(x) = (561 TP +2>. En <0), cela donne V f <0> = <2> dont
+ Ad©).

» Exercice 2
1. On a:

I'opposé donne d(®. Déterminons le minimum de A — f (x(o)

F(@@ +2d@) = F(A <:;>) =202 4422 — 202 — X — 4\ =422 — 5\

C’est un trindme de second degré. Pour ces fonctions de la forme = — az? 4 bz + ¢, le minimum est atteint

on _% et vaut %‘ Ici, cela donne \ = % (et la valeur du minimum est —%). On a donc z(1) = <_§>

1
3. (a) On veut que f décroisse, c’est-a-dire que le produit scalaire du gradient et de dM) soit strictement

négatif : Vf(zM).dV < 0. Si on pose dV) = (Zl>, cela donne (—3 + 2 + 1)dy + (3 — 2 +2)dp =
2
—L1dy + Ldy <0, i.e. —2dy +dy < 0.
(b) La relation est dD.Qd® = 0. Elle se développe en :

dy 4 -1 -1 . di —2 _ - . _ __§
(@) () (2) = (@) (5) = om0 a0 =g

(c) On doit choisir entre dy = 2 et dy = —2. Essayons avec dy = 2. La seconde équation nous donne
d; = —3. L’inégalité devient alors 2 -3 + 2 < 0 qui n’est pas vérifiée. On prend donc do = —2, qui

nous donne d; = 3 et I'inégalité est vérifiée. On a donc dV) = < 3 >

T
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4. On veut mlmmlser )\ — f(z® + XdD). Pour cela, on annule la dérivée directionnelle selon dV) de f
en 23 : Vf(2?).dD) = 0. Cela nous donne :

1
@y ) _ [ 14A—1 3Y oy 3 P
Vf(z®).d (—m N 19 . (_2 420 — T4 1A — 5 = 56)— 1

5 L —
On a donc z(?) = ( §+ ) ( 3).
s L p

5. On regarde si <

4
5 > est un point critique :
7

—43+2+1 0
My — 7TTT _
Vi@ (?—2%2 0

Oui, donc il n’y a pas besoin de faire une étape supplémentaire.

» Exercice 3

1. Montrons tout d’abord que les d*) sont non nuls. On a d© = p© # 0. Supposons que d*+D) ot

nul. Posons ¢; = %. On a alors dF+1) = plk+1) _ Ele cip®. Ainsi d5tD = 0 donne p*th —

Z,’f:l eip'D = 0, ce qui signifie que les (p(i))ogz‘gkﬂ sont liés. C’est absurde par hypothese.
Montrons & présent que les directions sont orthogonales par rapport & Q. Pour d(!) (i.e. j = 1), cela donne
Qd©

W

Pour Détape inductive, soit 0 < i < k 4 1. Par hypotheése d’induction, on sait que p.Qd") pour tout
i < k tel que i # j (en utilisant la symétrie du produit scalaire lorsque i < 7).

d9-ga = p1).Qd" —pM.Qd® =0

®).0dO
1).Qd® = (pu) _ md@) Qd© — Qd(m_

E o (k+1 j
pl ))‘Qd(])d(i)

(k+1) (i) _ (k+1) ()
dTQdT = | p ;) d).Qd0) Qd
(k+1))
_ k) oy N~ PE.QdY) Ly
=PRI =) T gan 494
k+1 1
_ ) gty _ PETQAY ) ooy par HI

4UQd™

P 0d — M 0a =

2. (a) Onl'a déja vu pas mal : Q = (é (2)>

(b) On a d© =p© = <1> et
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(c) Calculons a(® en étudiant fo : a — f(z(@ 4+ ad®) = 2(1 + a)? + 1. On a fj(a) = 4a + 4 donc
fila) =0 <= a=—1. Dol o® = —1 et donc z(V) = (?) De méme, en étudiant fo : o —
fz® + ad®) = (1 + a)?, on trouve al? = —1. D’ont 2(3) = (8) qui est le minimum de f.

(d) Puisque d©@ = p©@ les valeurs de o9 et z(1) sont les mémes. Pour la seconde étape, fi(a) =

_1
a?+ (1 + a)? d’ott I'on tire M) = —1 puis 2(®) = < 12>.
2
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