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TD 7: Codage des types de données dans systeme F

lionel.rieg@ens-1lyon. fr

Définition Systeme F a la Church

Types A,B == a | A—-B | Va.A

Termes M,N = x | Ax:AM | MN | AaM | MA
Exercice 1 Algebre libre engendrée par une signature

Vous avez vu en cours comment coder certaines des structures de données que nous avons vu au premier TD pour le
A-calcul non typé : les entiers de Church, les couples et les types sommes. Nous allons voir a présent le schéma général et
les deux exemples non encore traités : les listes et les arbres.

On part d’un inductif / a m parametres p;, k constructeurs c¢; qui chacun ont n; arguments x;, ¢’est-a-dire le type Coq
suivant :

Inductive I p; ... p, =
| c1x1 ... Xp,

| Ck X1« Xy

On traduit chaque constructeur c; en le terme :

Ap1...Appy Ax; .../lxnjAa/ Aey ... deg . e Xp .. Xp;
S e e’ ——
parametres arguments éliminateurs

1. Quelle est la forme du codage d’un terme de type I p; ... py, ?
2. Avec ce codage, comment implémenter le filtrage ?

3. Donner le codage des listes et des arbres binaires (y compris leurs types).

Exercice 2 Codage du récurseur
1. Rappeler le codage de la paire et des entiers de Church.
2. Donner sans justification les termes clos en forme normale de type Nat.

3. Donner un terme clos Iter, de type Ya.a — (@ — a) — Nat — «a et tel que pour tout type T et tous termes u : T,
v:T — T etn: Nat, on ait

IterTuvO=gu et IterTuv(Sn)=gv(terTuvn).

On va maintenant voir comment coder un récurseur, c’est-a-dire un terme Rec de type Ya.a — (Nat - o — a) —
Nat — « tel que pour tout type 7', pour tous termes u : 7, v : Nat — T — T et pour tout terme clos n : Nat, on ait

RecTuv0 =g u et RecTuv(Sn)=gvn(RecT uvn) (D)
La difficulté vient de la seconde équation (celle qui differe de I'itérateur Iter) :

RecTuv(§Sn)=gvn(RecT uvn) )
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4. Montrer que tout terme clos n de type Nat est S-équivalent a Iter S O n.

La premiere idée est alors de réécrire I’équation (2) comme :
RecTuv(Sn)=pVv {IterTS On, RecT uvn)
ou Vv := Ap.v(m p) (72 p). La seconde idée est de remplacer la paire
(IterT S On, RecT uvn)

par un terme de la forme
Iter (Nat XT') €0, u) (PSv)n

ou P est un terme clos choisi afin d’obtenir, pour tout terme clos » : Nat,
Iter (Nat XT') (0, u) (PS v)n =g (n, RecT uvny 3)

5. En supposant donné un terme clos Rec vérifiant (1), proposer un terme clos P tel que pour tout terme clos n : Nat,
I’équation (3) est vérifiée.

6. Proposer un terme clos Rec implémentant le récurseur au sens de (1).

7. Proposer un codage du prédécesseur sur les entiers de Church.
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Solutions

» Exercice 1

1. La traduction d’un terme de type I p; ... p;, est de la forme Aa. dey ... Adeg. ej Xy ... Xy,

2. La structure du filtrage case est la suivante : case M e; ...e; ou M est le terme a filtrer et les e; sont les branches
du filtrage, auquel il faut ajouter une annotation du type de retour a. Avec le codage, on constate que case :=
Aa.Ax.x a, i.e. aux applications de type pres, c’est I'identité.

3. Simple application de ce qui précede :

lista = VB.B—-(a—>B—-pB)—pB
— les listes : nil = AB.depj : B Aecons 1 @ — B — B. eni
cons = AB.Ada:a. Al:lista. dey : B. decons : @ = B — B. econs @ (I enil €cons)
treeaf = Vy.(@a—->y)>B-o>y—-o>y—-ovy)—vy
_ les arbres - leaf = Ay.da:a.ldep:a—B.ley:B—>y—>y—>v.eLa
node - Aa. AB. Ay . Ab: B. Aty 1 treeaB. Aty (treeaf. dep:a = B ley : oy =y —y.

ey b(tiepey)(treren)

» Exercice 2

1. Voici les codage dans systeme F :

axf = Vy.(@-=>B-y) >y
_ la paire (,_ ) = Aa.AB.Ay.da:a.lb:B.Af :a—>B—>y. fab
T = Aa.AB.Ap:axb.pa(Ax:a.Ab:B. a)
b/9) = A AB.Ap:axb.pB(Ax:a.Ab:B.b)
Nat = VYa.(a—>a)—>a—-a

— les entiers de Church: 0 Aa.Af ca > a.dx:a.x
S = Aa.An:NatAf:a—-adx:a f(nfx

2. Ce sont les termes de la forme Aa.Ax : @.Af : « — a.f"x qui sont S-équivalents a S" 0.
3. Iter=Ac.lu:a.Av:a— adn:Nat.na fx

4. Puisqu’on travaille a S-équivalence pres, on peut supposer que 7 est en forme normale, et méme qu’il s’écrit n =
S0 ol m est un méta-entier car cette forme est S-équivalente a la forme normale. Par récurrence sur m, on montre
alors que n =g IterNat 0.5 n.

—m=0:onan=0et
IterNat 0S n =IterNat 0S0=50=n

m=m'+1:onan=Sn"doncn =S8"™0et

TterNat 0S n = Tter Nat 05 (S 1) =5 S (IterNat 0S n’) =p; S(S™ 0) =S" 10 =5"0=n

P=AS :Nat » Nat. Av:Nat > T — T.Ac : NatT. (S (71 ¢), v(m ¢) (7 ¢))
Rec = Aa. Au : a. v : Nat > @ — a. An : Nat. Iter (Nat Xa) (0, u) (PSv)n
On a alors predn = Rec Nat 0.
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