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1 Théoremes de Foster

Théoréme (Premier théoreme de Foster)
Soit (X,) une chaine de Markov homogene irréductible de terme général p;; sur un ensemble E dénombrable. S’il existe une fonction
h: E — R*, un ensemble fini F et une constante &£ > 0 tels que

Zpikh(k) <oo pourtouti € F
keE

Z piuh(k) < h(i)—& pourtouti ¢ F,
keE

alors (X)) est récurrente positive.

Théoréme (Second théoreme de Foster)
Soit X, une chaine de Markov homogene irréductible de terme général p;; sur un ensemble £ dénombrable. S’il existe une fonction
h: E — R* et un ensemble fini F tels que
E(h(X;) — h(Xo)|| Xo = i) < +c0  i.e. hest aincréments bornés
h(jo) > me;x h(i) pour un certain jy ¢ F
1€

Z pih(k) > h(i) pourtouti ¢ F
keE

alors (X)) n’est pas récurrente positive.

Exercice 1 (Autour des théoréemes)
1. Reformuler les théoremes de Foster en utilisant E(h(X,,41) — h(X,) | X, = 1).

2. Donner des contre-exemples aux théoremes de Foster lorsque les hypotheéses ne sont pas satisfaites.

Exercice 2 (Marches aléatoires)

1. Montrer qu’une marche aléatoire sur N uniforme (les nceuds sont tous identiques sauf peut-&tre au voisinage de 0) mais dont
la probabilité d’aller a droite est plus grande que celle d’aller a gauche n’est pas récurrente positive.

2. Qu’en est-il si la chalne « penche vers la gauche » (sauf en 0) ?

3. Est-il vrai qu’une marche aléatoire sur Z « qui rapproche de 1’origine » est récurrente positive ? En toute dimension ?

1/2



Master 1 IF, ENS de Lyon Evaluation de performance 3 novembre 2011

2 Stabilisation d’Aloha

Aloha est un protocole de communication sur un canal partagé entre plusieurs stations qui n’ont pas conscience les unes des
autres. Les transmissions et retransmissions ne peuvent débuter qu’a des moments du type ko avec k entier et 6 > 0 la largeur
d’une case. Lorsque deux stations essayent de transmettre simultanément des messages, ils se brouillent mutuellement et aucun n’est
correctement transmis. Ces conflits sont détectés par les stations. Le protocole est le suivant :

— les messages frais essayent systématiquement de passer a I’instant qui suit leur arrivée

— en cas de conflit, chaque station participant au conflit essaie indépendamment de retransmettre son message au début de la case

suivante avec probabilité 0 < v < 1.
On note A, le nombre de messages frais arrivés au début de la case n et X, le nombre de message retardés a 1’instant n.

Exercice 3 (Instabilité d’Aloha)

1. Quelle hypothese est-il raisonnable de faire ?

On pose

[e]

a4 =PA,=i) A=FEA,) = Z ia;.
i=0

2. Donnez la probabilité b;(k) que i stations essayent de retransmettre s’il y a & stations en conflit.
3. Donnez la probabilité py; de passer de k a / messages retardés.
4. Montrer, a I’aide du second théoréme de Foster, que ce protocole est instable, i.e. que la suite X,, n’est pas récurrente positive.

5. Comment cela se traduit-il concrétement pour le protocole ?

Exercice 4 (Stabilisation d’Aloha)
Plutdt que d’utiliser une politique de retransmission a v fixe, on va essayer d’atteindre la stabilité en utilisant un v(k) variable en
fonction du nombre de messages retardés. On va montrer que la condition

A< limkinf (b1(k)ag + bo(k)a,)
—+00
est suffisante pour la stabilité. Elle équivaut a I’existence de € > 0 et d’'un ensemble fini F' C N tels que
A < bi(k)ag + bo(k)a; — & pour tout i ¢ F.

. Sous cette hypothese, utiliser le premier théoreme de Foster pour conclure.

. Etudiez les extrémas de la fonction gx(v) = (1 — v)*a; + kv(1 — v)¥aq.

a4 _q ... ez
—— e% , donner une condition suffisante de stabilité.

k-1 )k—l k—oo 4 _
k—ay /ay

1
2
3. En remarquant que (
4. Comment s’illustre cette condition lorsque les A,, suivent une distribution poissonnienne ?
5

. Quel est le défaut de cette politique de retransmission ?
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