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Exercice 1. Machines RAM

Une RAM! est une machine abstraite opérant sur un ensemble infini de registres notés R;
(1 € N) contenant chacun un entier. Formellement, une RAM est définie par une suite finie de
lignes contenant chacune une instruction et optionnellement étiquetées par un identificateur [.
Ses instructions sont les suivantes :

2) R, + Rj + Ry,
3) R, + Rj = Ry,
4) RRi — RR].

5) if R; =0 jmp!
6) stop

ol n = m est la soustraction bornée définie par n — m = max(n —m,0), et les indices 4, j, k ne
sont pas nécessairement distincts.

A chaque instant, la configuration d’'une RAM est définie par le contenu de ses registres et
le numéro de la ligne qui doit étre exécutée. On suppose qu’au début de I'exécution tous les
registres contiennent 0, sauf Ry qui contient l’entrée. A 'exécution de I'instruction stop on

considére le contenu de Ry comme la sortie du programme.

1. Montrer qu’on peut programmer les instructions suivantes :

8) RZ‘ — Rj
9) R, + RRJ-
10) Rp, + R;
11)  jmpl
12) if R; >0 jmp!
13) if R, = Rj jmp [
14) if Ry < Rj jmpl
15) R, + Rj . Rk

)

R; < |Rj/n]

17) R; < Rjmodn
2. Montrer que toute machine de Turing peut étre simulée par une RAM, en supposant (ou
codant) que lalphabet I" est {0,...,|['| — 1} et 'ensemble d’états @ est {0,...,|Q| —1}.

Nous allons montrer réciproquement que toute RAM peut étre simulée par une machine de
Turing. On en déduira que les fonctions calculables par ces deux modéles sont les mémes.

3. Déterminer une traduction des instructions non conditionnelles vers les machines de Turing,
en faisant attention & toujours utiliser le méme nombre de rubans.

4. Donner une traduction d’'une RAM en une machine de Turing.

1. pour Random Access Machine
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Exercice 2. Théoréme de Rice

Théoréme. Soit P un sous-ensemble des fonctions (partielles) sur un alphabet ¥ calculables
par machine de Turing. Si P est non trivial, c.-a-d. non vide et non plein, alors déterminer si
une machine de Turing M calcule une fonction de P est un probléme indécidable.

1. Est-ce que le théoréme de Rice implique que les seules propriétés décidables sur des ma-
chines de Turing sont triviales?

On va & présent montrer le théoréme de Rice par réduction au probléme de I'arrét. On suppose
donc qu’il existe une machine de Turing Mp qui décide P.

2. Justifier que 1’on peut se restreindre au cas ol P ne contient pas la fonction © nulle part
définie.

3. Counstruire un programme dont l’appartenance & P (non trivial et ne contenant pas ©) est
équivalente & ’arrét d’une machine de Turing M sur un mot donné w.

Exercice 3. Applications du théoréme de Rice

Préciser si le théoréme de Rice s’applique aux problémes suivants :

1. Est-ce que la machine de Turing M s’arréte sur le mot vide?
. Est-ce que la machine de Turing M calcule la fonction carré?
. Est-ce que la machine de Turing M sur l'entrée n fixée calcule n??

. Est-ce que la machine de Turing M s’arréte en moins de 1000 pas sur le mot vide ?

(52 G S U \V)

. Est-ce que la machine de Turing M sur l'entrée n fixée calcule n? en moins de n? + 1000
pas de calcul 7

6. Est-ce que la machine de Turing M calcule n? en moins de n? 4+ 1000 pas de calcul pour
toute entrée n?

7. Est-ce que la machine de Turing M a un indice (M) pair ?
8. Est-ce que deux machines de Turing M et N calculent la méme fonction ?

9. Est-ce qu’une RAM va écrire dans un registre donné R; pour quelque donnée en entrée ?



