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TD 3: Modeles de Kripke et traduction de Godel
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Exercice 1. Mise en bouche
1. Rappeler la définition des modeéles de Kripke.

Soit 'univers My : et 'univers My :
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avec 3IF X, 5IFY.6IFY avec 1Y 21 X, 41FZ
2. Préciser quels mondes des univers My et My forcent les formules suivantes :

X Y z -X Y -Z X-=Y Y-=X XAY XVY
X—=-Y-X (X —>X)—X Z—=X Z—=Y 1 ZVv X
X=>Y—>2)-(X->Y)-X—-Z

3. Prouver que pour toute formule A, si ulF A et v > u alors v IF A.
4. Pour chacune des formules suivantes, donner une preuve en calcul des séquents classique
et un contre-modéle de Kripke :

-—X =X —X V=X (X —--Y)=Y > X

(X 3Y)VXV-Y (X 5Y)o-XVY

Exercice 2. Zig-zag morphisme

Soient K1 = (|K1|, <1,1F1) et K2 = (|K2], <2,lF2) deux modéles de Kripke du calcul proposition-
nel. Un zig-zag morphisme est une fonction ¢ de |K1| dans |KCo| telle que

— ¢ est croissante,

— Pour tout uy € [Kq|, up Ik X ssi p(uq) IF2 X,

— Pour tout u; € |K1] et tout ve € |Kal tel que ¢(uy) <g va, il existe vy > uy tel que ¢(v1) = va.

Montrer que si ¢ est un zig-zag morphisme, u; € || et A est une formule, on a u; IF; A ssi
¢(U1) ”_2 A.

Exercice 3*. Modeéle syntazique

Soit " un ensemble de formules. Construisez un modeéle de Kripke K (qui dépend de T'), tel que
pour tout A, I' F; A si et seulement si - A (on dit d’un tel modéle qu’il est complet pour ).
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Exercice 4. Traduction de Gadel et théoréeme de Glivenko
La traduction de Gédel transforme une formule F' en F*, définie inductivement par :
X" =--X
1 =1
(PANQ)" =P "NQ"
(PV Q)" ==(=P"A-Q")
(P—=>Q) =P = Q"

1. Montrer que pour toute formule P on a Fj P* <> ——P.
2. Déduire du point précédent que Frx P < P*. Le montrer sans coupures.

On dit d’une formule P qu’elle est stable si F; P +> —=—P.
3. Montrer que pour tout P, 1, =P et P* sont stables.

4. Montrer que pour tout P, I' Fpx P si et seulement si I'™ 5 P*.
5. Déduire des points précédents que pour tout P, I' g P si et seulement si I' -5 == P.

6*. On se plonge dans le calcul des prédicats (vu ailleurs...). Fournir une extension de
la traduction définie ci-dessus en définissant (Vz.A)* et (Jx.A)*. Refaire les points 1-5 en
considérant le cas des quantificateurs.



