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1 Rappels de cours et propriétés
Exercice 1

1. A-t-on toujours E(XY) = E(X)E(Y) pour X et Y variables aléatoires réelles ?

2. Idem pour E
(

1
X

)
= 1
E(X) .

3. Préciser sous quelle condition la première égalité est vraie (et le démontrer !).

Exercice 2
On rappelle la définition de la variance pour une variable aléatoire X : Var(X) = E

(
(X − E(X))2

)
.

1. Montrez qu’elle est égale à E
(
X2

)
− E(X)2.

2. Montrez que si X et Y sont indépendantes, alors Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y).

3. Donner un contre-exemple lorsque la condition précédente n’est pas satisfaite.

Exercice 3
On rappelle que la fonction génératrice des moments pour une variable aléatoire réelle X est définie par MX(t) = E

(
etX

)
.

1. Montrez que MX(t) =
∑

k∈N E
(
Xk

)
tk

k! .

2. Montrez que si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, alors MX+Y (t) = MX(t)MY (t).

2 Lois classiques

2.1 Lois discrètes
Exercice 4
On lance une pièce biaisée qui a une probabilité p de tomber sur pile. La loi de Bernoulli (de paramètre p) B(p) est la loi du nombre
de pile obtenu sur un lancer.

1. Détailler cette loi.

2. Calculer son espérance et sa variance.

3. Calculer sa fonction génératrice des moments.

Exercice 5
On reprend la pièce de l’exercice précédent mais on la lance n fois. On compte toujours le nombre de pile.

1. Donner la loi de cette variable aléatoire Xn, appelée loi binomiale de paramètres n et p et notée B(n, p).

2. Calculer son espérance et sa variance.

3. Calculer sa fonction génératrice des moments.
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Exercice 6
On passe à présent à un très grand nombre de lancers de pièces. On va donc s’intéresser au comportement asymptotique lorsque l’on
fait tendre n vers +∞. Si p reste constant Xn va tendre vers +∞. On va donc supposer que p tend vers 0 et plus précisément que np
reste constant.

1. Montrer que dans ce cas, la loi binomiale tend vers la loi de Poisson P(λ) (définie sur N) donnée par P(X = k) =
λk

k!
e−λ, λ > 0.

2. Vérifier que la loi de Poisson est bien une loi de probabilité.

3. Calculer l’espérance et la variance de cette loi.

4. Calculer sa fonction génératrice des moments.

5. Montrer que si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes qui suivent des lois de Poisson de paramètres λ et µ, alors
X + Y suit la loi de Poisson de paramètre λ + µ.

Exercice 7
Plutôt que de compter le nombre de piles pour n lancers, on décide à présent de considérer le nombre de lancers nécessaires pour voir
apparaître la première occurrence de pile.

1. Donner la loi de cette variable aléatoire Y qu’on appelle loi géométrique de paramètre p.

2. Calculer son espérance et sa variance.

3. Montrez que la loi géométrique est sans mémoire : pour tous n et k dans N, P(Y = n + k |Y > k ) = P(Y = n).

2.2 Lois continues
Exercice 8
On considère la loi exponentielle de paramètre λ, définie par la densité f (x) = λe−λx.

1. Vérifier qu’il s’agit bien d’une loi de probabilité.

2. Calculer son espérance et sa variance.

3. Montrez que la loi exponentielle est sans mémoire, i.e. P(X > a + b | X > b ) = P(X > a) pour tout a et b dans R+.

4. Montrez réciproquement que toute loi sans mémoire est exponentielle.

Exercice 9
La loi normale de paramètre m et σ2 (notée N(m, σ2)) et définie sur R a pour densité f (x) = 1

2πσ2 e−
(x−m)2

2σ2 .

1. Vérifier qu’il s’agit bien d’une loi de probabilité.

2. Calculer son espérance et sa variance.

3. Si X et Y suivent des lois normales de paramètres respectifs (m1, σ
2
1) et (m2, σ

2
2), montrez que X + Y suit une loi normale de

paramètre (m1 + m2, σ
2
1 + σ

2
2).

4. Si X ∼ N(m, σ2), calculer la probabilité que X soit compris entre m − 2σ et m + 2σ.

2/2


