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Cohérence et Complétude

» Nous allons montrer la cohérence des regles de notre
systeme.
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Déduction Naturelle
Introduction

Cohérence et Complétude

» Nous allons montrer la cohérence des regles de notre
systeme.

» Nous admettrons sans preuve que ce systéme est complet.

On trouvera des preuves de complétude pour des systémes de
regles proches dans les livres suivants :
» Peter B.Andrews. An introduction to mathematical logic : to truth
through proof. Academic Press, 1986.
» Herbert B.Enderton. A mathematical Introduction to Logic.
Academic Press, 2001.
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Déduction Naturelle
Rappel : Régles

Rappel : Regles « propositionnelle »

Tableau 3.1.5

S. Devismes et al (Grenoble I)
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Déduction Naturelle
Rappel : Régles

Récapitulatif des regles des quantificateurs :Tableau 6.1

A A
VXA VI | x ne doit étre libre
» ni dans I'environnement de la preuve,
» ni dans le contexte de la prémisse de
laregle
VXA .
W VE | testlibre pour x dans A
%}D 4/ | testlibre pour x dans A
dxA A=B
B( ) JE | x ne doit étre libre
» ni dans I'environnement
» nidans B,
» ni dans le contexte de la prémisse
droite de la regle.
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Déduction Naturelle
Rappel : Régles

Regle de la copie

La regle de copie consiste a déduire d’'une formule, une autre formule
égale au changement pres des variables liées.

A :
Z copie

Rappel : Deux formules sont égales a un changement prés de
variables liées si on peut obtenir 'une a partir de l'autre par des
remplacements de sous-formules, de la forme QxA par

QyA < x :=y > ou Q est un quantificateur et y est une variable qui ne
figure pas dans QxA.
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Déduction Naturelle
Rappel : Régles

Réflexivité et Congruence

Deux regles caractérisent I'égalité :
» un terme est égal a lui-méme

» si deux termes sont égaux, on peut les remplacer I'un par l'autre.
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Déduction Naturelle

Rappel : Regles

Réflexivité et Congruence

Deux regles caractérisent I'égalité :

» un terme est égal a lui-méme

» si deux termes sont égaux, on peut les remplacer I'un par l'autre.

~
Il
-~

réflexivité

t est un terme

s=t

A<x:=85>
A<x:=t>

congruence

s et t sont deux termes libres pour la
variable x dans la formule A
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Déduction Naturelle
Propriétés

Rappel

Nous allons utiliser deux résultats vu dans la premiére partie du cours
sur la logique du premier ordre :

Théoreme 4.3.36

Soit A une formule et t un terme libre pour la variable x dans A . Soit /
une interprétation et e un état de l'interprétation. Nous avons :
[A<x:=t>]je = [Allex=q) OU d = [[t]]e-

Corollaire 4.3.38

Soit A une formule et t un terme libre pour x dans A.
Les formules VXA = A< x :=t > et A< x := t >= JxA sont valides.
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Déduction Naturelle
Propriétés

Propriétés de la conséquence

Propriété 6.2.1

Soit I' un ensemble de formules, x une variable et A une formule.
Supposons que x n'est pas libre dans I, alors on a:
I' = Asi et seulement si I = VxA
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Déduction Naturelle
Propriétés

Preuve de la propriété 6.2.2

= Supposons que I' = A.
Soit /e une interprétation et un état modele de I'.

Puisque x n’est pas libre dans I'', pour tout état f identique a e
sauf pour la valeur de x, If et le donnent la méme valeur aux
formules de I, donc /f est modele de I

Puisque I" |= A, If est modéle de A, donc /e est modéle de VxA.
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Déduction Naturelle
Propriétés

Preuve de la propriété 6.2.2

= Supposons que I' = A.
Soit /e une interprétation et un état modele de I'.

Puisque x n’est pas libre dans I'', pour tout état f identique a e
sauf pour la valeur de x, If et le donnent la méme valeur aux
formules de T, donc /f est modele de I'.

Puisque I" |= A, If est modéle de A, donc /e est modéle de VxA.

< Supposons que I' = VxA.
Puisque la formule VxA = A est valide (d’aprés le
corollaire 4.3.38),onal" = A.
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Déduction Naturelle
Propriétés

Propriétés de la conséquence

Propriété 6.2.2

Soit I" un ensemble de formules, x une variable, A et B deux formules.
Supposons que x n’est libre ni dans I', ni dans B, alorson a :

I' = A= Bsietseulementsi' = (3xA) = B
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Déduction Naturelle
Propriétés

Preuve de la propriété 6.2.2

= Supposons que I' = A =- B. Soit / une interprétation et e un état tels que /e est
modele de I

Puisque x n’est pas libre dans I', pour tout état f identique a e sauf pour la
valeur de x, If et le donnent la méme valeur aux formules de I', donc /f est
modéle de T

Puisque I" = A = B, pour tout état f identique a e sauf pour la valeur de x, I
est modele de A= B.

Supposons que /e est modele de 3xA, il existe g identique a e sauf pour la
valeur de x tel que /g est modele de A.

Puisque pour tout état f identique a e sauf pour la valeur de x, If est modéle de
A= B, alors Ig est modele de B.

Puisque x n’est pas libre dans B, le est modéle de B.
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Déduction Naturelle
Propriétés

Preuve de la propriété 6.2.2

= Supposons que I' = A =- B. Soit / une interprétation et e un état tels que /e est
modele de I

Puisque x n’est pas libre dans I', pour tout état f identique a e sauf pour la
valeur de x, If et le donnent la méme valeur aux formules de I', donc /f est
modéle de T

Puisque I" = A = B, pour tout état f identique a e sauf pour la valeur de x, I
est modele de A= B.

Supposons que /e est modele de 3xA, il existe g identique a e sauf pour la
valeur de x tel que /g est modele de A.

Puisque pour tout état f identique a e sauf pour la valeur de x, If est modéle de
A= B, alors Ig est modele de B.

Puisque x n’est pas libre dans B, le est modéle de B.

< Supposons que I' = (IxA) = B.

Puisque la formule A= (3xA) est valide (d’aprés le corollaire 4.3.38), on a
I'=A=B.
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Déduction Naturelle
Cohérence du systeme

Cohérence de la déduction

Théoréme 6.2.3

Si une formule est déduite d’'un environnement de formules alors elle
en est une conséquence.

S. Devismes et al (Grenoble I) Déduction Naturelle Avril 2010 17/1



Déduction Naturelle
Cohérence du systeme

Plan de la preuve de cohérence

On prouve maintenant la cohérence : si une formule est déduite d’'un
environnement de formules alors elle en est une conséquence.
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Déduction Naturelle
Cohérence du systeme

Plan de la preuve de cohérence

On prouve maintenant la cohérence : si une formule est déduite d’'un
environnement de formules alors elle en est une conséquence.

Soit I" un ensemble de formules. Soit P une preuve de A dans cet
environnement.

Soit C; la conclusion et H; le contexte de la i-eme ligne de la preuve P.
Rappelons que les lignes d’'une preuve sont numérotées a partir de 1 et que
Hp est la liste vide.

Notons par I', H; 'ensemble des formules de 'ensemble I" et de la liste H;.
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Déduction Naturelle
Cohérence du systeme

Plan de la preuve de cohérence

On prouve maintenant la cohérence : si une formule est déduite d’'un
environnement de formules alors elle en est une conséquence.

Soit I" un ensemble de formules. Soit P une preuve de A dans cet
environnement.

Soit C; la conclusion et H; le contexte de la i-eme ligne de la preuve P.
Rappelons que les lignes d’'une preuve sont numérotées a partir de 1 et que
Hp est la liste vide.

Notons par I', H; 'ensemble des formules de 'ensemble I" et de la liste H;.

HR : Supposons que pour tout i ol 0 < i < k, I', H; = C;.

Montrons que, pour 0 < k, I, Hx = Cx.

S. Devismes et al (Grenoble I) Déduction Naturelle Avril 2010 18/1



Déduction Naturelle
Cohérence du systeme

Plan de la preuve de cohérence

On prouve maintenant la cohérence : si une formule est déduite d’'un
environnement de formules alors elle en est une conséquence.

Soit I" un ensemble de formules. Soit P une preuve de A dans cet
environnement.

Soit C; la conclusion et H; le contexte de la i-eme ligne de la preuve P.
Rappelons que les lignes d’'une preuve sont numérotées a partir de 1 et que
Hp est la liste vide.

Notons par I', H; 'ensemble des formules de 'ensemble I" et de la liste H;.

HR : Supposons que pour tout i ol 0 < i < k, I', H; = C;.
Montrons que, pour 0 < k, I, Hx = Cx.

On examine uniquement le cas des nouvelles regles et pour simplifier on ne
fait pas de distinctions entre deux formules égales aux abréviations prés de
la négation et de I'équivalence.
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Déduction Naturelle
Cohérence du systeme

La regle VI

Supposons que Cx = VXA et que cette ligne a été déduite, par la régle
VI, delaformule Aavec A=Cjet0<i< kouAeT.

Si A= Cjet0 < i< k, par hypothése de récurrence on a, I', H; = A.
SiAcT alorsT = A

Puisque Hy est la liste vide, il existe i ot 0 < i < k tel que I', H; |= A.

D’aprés les conditions d’application de la régle, x n’est pas libre
dans I, H,.
Donc, d’apreés la propriété 6.2.1, on a aussi I', H; |= VxA.

Puisque la ligne i est utilisable sur la ligne k — 1 et que Hy est la liste
vide, H; est préfixe de Hx_.

Puisque le contexte n’est pas modifié par la ligne k, on a Hx_1 = H,
donc I', Hx = Ck. O
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Déduction Naturelle
Cohérence du systeme

La regle VE

Supposons que Cx = A < x :=t > et que cette ligne a été déduite, par
la regle VE, de la formule VxA avec VXA=Cjet0 < i< kouVxAeT.

Par hypothése de récurrence ou parce que H, est la liste vide, il
existe j ol 0 </ < k tel que I', H; = VXA

D’apres les conditions d’applications de la regle, le terme t est
libre pour la variable x dans la formule A.

Donc, d’apres le corollaire 4.3.38, la formule VXA = A < x :=t > est
valide et par suite I', H; [ A< x :=t >.

Puisque la ligne i est utilisable sur la ligne k — 1, et que Hy est la liste
vide, H; est préfixe de Hx_.

Puisque le contexte n’est pas modifié par la ligne k, on a Hx_1 = H,
donc I', Hx = Ck. O
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Déduction Naturelle
Cohérence du systeme

La regle

Supposons que Cx = JxA et que cette ligne a été déduite, par la régle
dl,delaformule A< x:=t>avec A< x:=t>=C;jet0<i<kou
A<x:=t>el.

Par hypothése de récurrence ou parce Hy est la liste vide, il existe
iot0<i<ktelque'HiEFA<x:=t>

D’apres les conditions d’applications de la regle, le terme t est
libre pour la variable x dans la formule A.

Donc, d’apreés le corollaire 4.3.38, la formule A < x := t >= JIxA est
valide et par suite I', H; = IxA.

Puisque la ligne i est utilisable sur la ligne k — 1, et que Hy est la liste
vide, H; est préfixe de Hx_1.

Puisque le contexte n’est pas modifié par la ligne k, on aon a

Hk—1 = Hg, donc I, Hy ): Ck. O
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Déduction Naturelle
Cohérence du systeme

La regle dE

Supposons que Cx = B et que cette formule a été déduite, par la regle
JE, de la formule 3xAavec 3xA=Cijet0 < i< kou dxAc T etde la
formule A= Bavec A= B=Cjet0<j<kouA=Bel.

Par hypothése de récurrence ou parce Hj est la liste vide, il existe
ietjtelsque 0 <i<k,0<j<k,I',H|=3xAetl',H;=A= B.

D’apres les conditions d’application de la régle, x n’est libre ni
dans I', H;, nidans B
Donc, d’aprés la propriété 6.2.2, on a aussi I', H; |= (3xA) = B.

Puisque les lignes i et j sont utilisables sur la ligne k — 1, et que Hy est
la liste vide, H; et H; sont préfixes de Hk_1.

Puisque le contexte n’est pas modifie par la ligne k, on a Hx_1 = Hk,
donc I', Hx = 3xA et T', Hc = (3xA) = B.

Par suite I', Hx = Cx. O
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Déduction Naturelle
Cohérence du systeme

Regle de copie

Supposons que Cx = A’ et que cette formule a été déduite, par la
regle de copie de la formule Aavec A=Cjet0<i< kouAcT.

Par hypothése de récurrence ou parce Hy est la liste vide, il existe
itelque 0 < i< k,T',H; E A

D’apres le théoréme 4.4.6, les formules A et A’ sont équivalentes,
nous avons I', H; = A'. Puisque la ligne / est utilisable sur la ligne
k —1, et que Hy est la liste vide, H; est préfixe de Hy_1.

Puisque le contexte n’est pas modifié par la ligne k, nous avons

Hk—1 = Hg, donc I, Hy |: Ck. O
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Déduction Naturelle
Cohérence du systeme

Réflexivité

Supposons que Cx = (t =1t).

Puisque cette formule est valide (dans le sens attribué a I'égalité),
I, Hy ': C. O
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Déduction Naturelle
Cohérence du systeme

Congruence

Supposons que Cx = A < x :=t > et que cette ligne a été déeduite,
par la régle de congruence, de la formule s = t avec (s =t) = C; et
0<i<kou(s=t)eTetdelaformule A< x:=s> avec
A<x:=s>=Cjet0<j<kouA<x:=s>ecl.

Par hypothése de récurrence ou parce que H, est la liste vide, il
existeietjtelsque 0<i< k,0<j< k,IH =(s=t)et
CHEA<x:=s>.

Puisque les lignes i et j sont utilisables sur la ligne k — 1, et que Hyp est
la liste vide, H; et H; sont préfixes de H_1.

Puisque le contexte n’est pas modifie par la ligne k, on a Hx_1 = Hk,
doncTHe = (s=t) et Hk FA< x:=s5>.

D’apres le théoréme 4.3.36 et les conditions d’application de la
regle,ona:s=tA<x:=s>FA<x:=t>

Par suite I', Hx = Cx. O
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Conclusion

Plan du Semestre

AUJOURD’HUI
» Logique propositionnelle

» Résolution propositionnelle

» Déduction naturelle propositionnelle
PARTIEL

» Logique du premier ordre

» Déduction naturelle au premier ordre *

» Base de la démonstration automatique (“résolution au premier
ordre”)
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Aujourd’hui

» DN premier ordre
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Prochaine fois

» Cohérence du systéme
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Conclusion

Conclusion

Merci de votre attention.

Questions ?
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Plan
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Déduction Naturelle
Correction Partiel

Exercice 1

1.
» une tautologie est une formule qui a la valeur 1 pour toute
assignation.
» une contradiction est une formule qui a la valeur 0 pour toute
assignation.
2. non car Contre-modele =c=0=d
3. noncarModele=a=b=c=d=1
4. (a+b+c)(a+c)(b+c)(c+d)(a+d)(a+d)
5. abed + abcd
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Déduction Naturelle
Correction Partiel

Exercice 2

(i) e= (r<c)donne e+c+r,e+r+c
> Hyp(4)e+c+T7
» Hyp(5)e+r+c
(i) cA—rdonnec,r
> Hyp (6) c
> Hyp (7) 7
(iv) oA —edonne pour la négation de la conclusion nous avons 0+ e.
» Hyp(8)o+e
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Déduction Naturelle
Correction Partiel

Exercice 2 suite

1. ¢+ oHyp (2)

2. ¢ Hyp (6)

3. o Résolvantde 1,2

4. e+r+cHyp (5

5. T Hyp (7)

6. &+ ¢ Résolvant de 4,5
7. e Résolvantde 2, 6

8. 0+ e Hyp (8)

9. 0 Résolvant de 7,8

0. | Résolvant de 3,9
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Déduction Naturelle

Correction Partiel

a+b+f,at+b+fe+aa+batcd+atdat+batc+dd

Exercice 3 L
a+b+fa+b+fe+aa+batcatbatct+dd

RE

,a+b,a+c+d,d

RU d=1

a+b,a+c,at+batc

=1

o

ELI b=1

0
Unmodéleesta=0,b=1,d=1,e=1
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Déduction Naturelle
Correction Partiel

Exercice 4
k Ak Ok A UBy Rés de Ax & Ak UOg
0 | p+q,p+s,5+11, 0 p+q,p+s,5+t, q+s,p+r,p+t,
q+r,r Lg+rr 5.9
1 q+S7p+f,p+t,§7E] p+q,p+5?? Q‘*‘S?P"Fﬂp""t-gﬁvp‘*‘qﬁ S,q,f+t,r+5
p+str p,p,t+q
2 | s,q,r+tr+s,p,p 5,q9,1,7 s,q,r+t,r+s,p,p,s,q,,7 | L
3 1 0 1 0
410 1
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Exercice 5

CFTD
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Déduction Naturelle
Correction Partiel

Exercice 5

CFTD
Preuve de aAb=-bAa

supposons (a/Ab)
a

b

bAa

donc (aAb=bAa
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Déduction Naturelle
Correction Partiel

Exercice 5

Preuve de (a=> b) A (c=d) = (aAc=bAd)

supposons (a= b) A (c= d)

a=b>b

c=d

supposons (a/c)

a

b

(o}

d

bAd

donc aNc=bAd
donc (a= b)A(c=d) = (aAc=bAd)

S. Devismes et al (Grenoble I)
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Déduction Naturelle
Correction Partiel

Exercice 5

Preuve de (bV ¢) dans I'environnement (b= L) = c¢) :

supposons (bVc) = L
supposons b = |

c

bVc

1

donc (b= 1)= L

b

bVc

L

donc ((bve)= 1)= L.
bVvece.
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Déduction Naturelle
Correction Partiel

Exercice 6

Montrer par induction que toute formule d’'une seule variable
constituée de {0,1,+,.} se simplifie en une formule de taille nulle.
Par induction sur la taille de la formule :

» CAS DE BASE :
Soit une formule de taille 0, seulement L, T ainsi la propriété est
vérifiée.
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Déduction Naturelle
Correction Partiel

Exercice 6

Supposons la propriété vraie pour une formule F de taille k, montrons
qu’elle est encore vraie pour k + 1. Nous distinguons 2 cas, F estde la
forme A.Bou A+ B. Remarquons que |A| et |B| sont inférieures a k.

» F = A.B par Hypothése de Récurrence B se réduit en une
formule de taille nulle. Nous distinguons les trois cas possible
pour la forme réduite de B :

1. F = A+ 0 en utilisant x4+ 0 = x nous avons F = A, or |A\ <k
donc par Hypothése de Récurrence A se réduit en une formule de
taille 0.

2. F=A+1enutilisant x4+1 =1 nous avons F =1, cqgfd.

3. F=A+x, or |A|] < k donc par Hypothése de Récurrence A se
réduit en une formule de taille nulle. Nous distinguons les trois cas
possibles pour la forme réduite de A

» A=0,donc F = x cqfd.
» A=1,donc F =1 cqfd.
» A= x,donc F=x+x = x cqfd
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Déduction Naturelle
Correction Partiel

Exercice 6

» F = A+ B par Hypothése de Récurrence B se réduit en une
formule de taille nulle. Nous distinguons les trois cas possible
pour la forme réduite de B :

1. F = A.0 en utilisant x.0 = 0 nous avons F = 0, cqfd.

2. F = A1 enutilisant x.1 = x nous avons F = A, or |A] < k donc
par Hypothése de Récurrence A se réduit en une formule de taille
nulle.

3. F=A.xor|A|] < k donc par Hypothése de Récurrence A se
réduit en une formule de taille nulle. Nous distinguons les trois cas
possibles pour la forme réduite de A

» A=0,donc F =0 cqgfd.
» A=1,donc F = x cqfd.
» A=x,donc F = x.x = x cqfd.
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Exercice 6

» Quelle est la taille de =x ? |=x| =1+ |x| =1+0=1

» —x est de taille 1, et ne peut pas se simplifier en une formule de
taille zéro (table de vérité). Donc la fonction boolééene associée
a la formule —x n’est pas exprimable dans I'ensemble {0,1,+,.}.
Nous en déduisons que I'ensemble {0,1,+,.} est incomplet.
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