
Exercice : Révision des dé�nitions sur les langages

Soit a un symbole, L,L1, L2 des langages et Σ un alphabet.

Q1. Complétez

� L'élément neutre de la concaténation de mot est . . .

� Σ∗ est l'ensemble des mots �nis formés de 0 ou plus de symboles de l'alphabet Σ. En particulier,

le mot . . de longueur 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Σ∗ et

l'ensemble . . . . des mots de longueur 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Σ∗.

� L1 · L2 = {ω1.ω2 | . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .}

� Si l'alphabet Σ est vide, alors Σ∗ = . . . . . . . . .

� L · {} = . . . . . .

� ∅ · L = . . .

� {a} · {}∗ = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . = . . . . . . . . .

� ∅∗ · L = . . . .

� ∅∗ · ∅ = . . .

� Σ+ est l'ensemble des mots de Σ∗ de longueur≥ 1, c'est-à-dire Σ+ def= {ω ∈ . . . . . . . | . . . . . . . . . . . . . . . . . . }

Σ+ = . . . . · . . . . . . . = . . . . . . . · . . . .

Σ+ = . . . . . . . \ . . . . . . . .

� L un langage sur l'alphabet Σ signi�e L . . . . Σ∗.

Q2. Rédigez un raisonnement Donnez des conditions nécessaires et su�santes pour avoir {a}·Σ∗ ⊆
Σ+

Indication Considérez les cas Σ = ∅, Σ 6= ∅, a ∈ Σ et a /∈ Σ.

Solution (exemple de rédaction)

� Dans le cas Σ = ∅, forcément Σ∗ = . . . . . . . et Σ+ = . . . . · Σ∗ = . . · . . . . . . . = . . donc

{a} · Σ∗ = {a} · . . . . . . . = . . . . . . . . , et donc l'inclusion est . . . . . . . . . . . . . . .

� Dans le cas Σ 6= ∅, distinguons le cas a ∈ Σ et le cas a /∈ Σ

� si a ∈ Σ alors si on ajoute la lettre a devant un mot de Σ∗ on obtient un mot de . . . . . . . donc

l'inclusion est . . . . . . . . . . . .

� si a /∈ Σ, alors les mots du langage {a}·Σ∗, c'est-à-dire les mots . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

par a ne sont pas des mots de . . . . . . . et donc l'inclusion est . . . . . . . . . . . . . . .

Conclusion : l'inclusion est vraie si et seulement si . . . . . . . . . . . . . .

Q3. Rédigez un raisonnement Même question avec Σ+ ⊆ {a} · Σ∗

Solution (exemple de rédaction)

� Dans le cas Σ = ∅, Σ+ = . . ⊆ . . . . . . . . = {a} · Σ∗ et donc l'inclustion est . . . . . . . . . . . .

� Dans le cas Σ 6= ∅,
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L'inclusion est vraie si et seulement si . . . . . . . . . mot de . . . . . . . est un mot de . . . . . . . . . . . . . . . . . . .,

c'est-à-dire si les mots de . . . . . . . sont tous des mots . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Il faut donc nécessairement que Σ = . . . . . . . . .

En e�et, supposons que l'alphabet Σ contienne une autre lettre, par exemple b, alors le langage

. . . . . . . contient le mot . . . . . . qui . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. On obtient

une contradiction ; ce qui con�rme que la seule possibilité pour que l'inclusion soit vraie c'est que

Σ contienne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . la lettre a.

Q4. Rédigez un raisonnement En exploitant les résultats des questions b et c, donnez les conditions

sur Σ nécessaires et su�santes pour avoir Σ+ = {a} · Σ∗.

Q5. Est-il vrai que Σ∗ · Σ∗ ⊆ Σ∗ ?

Solution (exemple de rédaction) Par dé�nition, Σ∗ contient tous les mots construits par

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . d'un nombre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . de . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

de Σ
Considérons deux mots ω et ω′ de Σ∗ et concaténons les.

ω = l1 . . . ln pour un certain n et des symboles li ∈ Σ
ω′ = l′1 . . . l′p pour un certain p et des symboles l′i ∈ Σ

donc ωω′ = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . est un mot formé de la concaténation de . . . . . . . . . . . .

symboles de Σ donc ωω′ . . . . . . . . . . .

2


