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Cours — Représentations équivalentes : expressions réguliéres, auto-
mates (& nombre) d’états fini, équations de langage

1 Des expressions réguliéres aux automates (4 nombre) d’états fini, utilisation des
e-transitions

Expressions réguliéres : syntaxe (= notation) Une expression réguliére est de la forme
s ot s est un symbole de ’alphabet 3
ou bien {3}, $, _
ou bien eq.es
ou bien ey | e
ou bien e1 & es
ou bien (e)*
ou e, e9, e désignent des expressions réguliéres. On peut définir d’autres opérateurs, par exemple
— ~e pour « complémentaire »
— €1 - eg pour « privé de »

— €7 pour « éventuellement e »

Expressions réguliéres : sémantique (= interprétation des notations) On donne une inter-
prétation aux notations en indiquant pour chaque notation le langage qu’elle reconnait :

Z(s) = {s} le langage réduit au symbole s
Z({y) = {} le langage vide

Z$) = {e} le langage contenant uniquement le symbole invisible

Z() = % n’importe quel symbole de ’alphabet
ZL(er.e) = ZL(e1) ZL(e2) concaténation de langages
ZLerley) = ZL(e1)UZ(e2) wunion de langages = somme des automates
Zer&ea) = ZL(e1)NZL(e2) intersection de langages = produit des automates

ex* (.,2” e) * fermeture de Kleene du langage

Exemple Quel est le langage reconnu par 'expression régulicre (_* . (b | a)) & (a* . b*)
SOLUTION
ZL(*x.(bla)&(a*.b¥)) = ZL(_*x.(bla)))NL(a*.b¥)
= (L9 L0 ) 0 (L(a¥) - L(%)
- (fa} u{b}) N ({a}” - {b}")
2 {ab)) 0 ({a) - (5)°)
= {a’, @b |i,jEN, i>1}

L’ensemble de mots qu’on obtient peut étre décrit par d’autres expressions réguliéres équivalentes :

— soit  (a*.a) | (a*.b*.b)

— soit (a*.b*)—$ a condition d’avoir définir 'opérateur « privé de » (—) sur les expressions réguliéres.

Automate associé a une expression réguliére On donne un procédé (récursif) de construction
, . N PP . TR . A Ay
d’un automate qui reconnait le langage défini par une expression réguliére. Soit —0—>©, —0—0© et

A . . o . FURTI
—0—@ les automates qui reconnaissent les langages définis par les expressions réguliéres e, eq, ea.

20) = {}=2(0)
= {} =20
)

)
Z(s) = {s}=2=0O>0)
Z(0) = £=2-0O20)
Lley.er) = f(Al)'f(A2):$(4>Qi>®%£’©)

( A A ) @cette simplification est possible uniquement si
1 2
C) > C) @ Ay n’a pas de cycle contenant un état accepteur

et Ay n’a pas de cycle contenant son état initial

[
N
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3(61& 62) = .,Zﬂ(Al) N .,Zﬂ(AQ) :f(Al X AQ)

automate avec deux états ini-
tiaux

Llerles) = L(A) U.L(Ay) = L(A+ Ay) = &

@cette simplification est pos-
sible uniquement si ni A1 ni Ao
n‘ont de cycle contenant leur
état initial

ou bien = &£

Z(ev) = (2(—0O20)) =2

—0 0| ®
= Y O O cette simplification est possible uniquement si ni

A n’a pas de cycle contenant son état initial

2 Elimination des ¢ / Fermeture par ¢*

en TD

3 Des automates (4 nombre) d’états fini aux équations d’Arden

Considérons ’automate
a,b

On note L, le langage reconnu par I’état ¢ de 'automate. On peut alors décrire 'automate comme un
systéme d’équations sur les langages :

Ly = (a + b)Ll +a.Lo
L2 = (a + b).Lg
L3 = €

Le langage reconnu par 'automate est le langage de son état initial (L donc)

4 Des équations d’Arden aux expressions réguliéres

Pour obtenir I'expression régulieére qui correspond a chaque langage L, on résout le systéme d’équations
a l’aide du lemme d’Arden.

Lemme d’Arden

Soient A et B des langages ou des automates ou des expressions réguliéres (les trois repré-
sentations sont équivalentes),
léquation de langage L = A - LU B avec € ¢ A admet pour unique solution le langage

L=A"-B

Remarques
— Sie € A alors il y a plusieurs solutions :
L = A* - B est le plus petit ensemble solution, L = ¥* est aussi une solution, en effet :
Montrons que X* = A.X* U B Pour cela on montre la double inclusion.

D est triviale puisque X* inclut tous les langages

M.PERIN Université Grenoble Alpes 2



AUTOMATE & GRAMMAIRES POLYTECH’ GRENOBLE/INFO3

C : on doit montrer que ¥* C A.X* U B sachant que € € A.
Puisque € € A alors

{e}-X* C A.¥*

Y C A% C A-YUB
O

— Sieé¢ A alors L = A* - B est la plus petite solution. Remarquez que si le langage B = () alors la
solution est L =)

Preuve du Lemme d’Arden

1. On vérifie que L = A* - B est solution de I’équation L = A - L U B en démontrant 1’égalité

A*-BzA-(&;_B/)UB
L
Pour cela on montre la double inclusion entre les langages : a rédiger.

2. Preuve de l'unicité de la solution si € ¢ A
Soient L et L' deuz solutions avec L # L'.
Soit w le plus petit mot tel que w € L et w ¢ L' (un tel mot existe si L # L')
— puisque L est une solution alors L = A.L U B donc BCL
— puisque L' est une solution alros L' = A.L' UB donc BCL'
donc w ¢ B sinon on aurait w € L'
donc forcément w € A.L et alors w s’écrit a.u avec u € L

mais alors pour avoir w L= ¢ L' sachant que a.u ¢ B, il faut que a.u ¢ A- L' donc
il faut avoir u ¢ L'

On a donc construit un mot u plus petit que w avec uw € L et u ¢ L' : Contradiction
(w était le plus petit mot tel que w € L et w ¢ L').

Conclusion : On a supposé qu’il existait deux solutions distinctes L et L' et on a
abouti a une contradiction donc la solution de l’équation L = A-LUB est unique quand

ed A

Application En appliquant le lemme d’Arden au systéme d’équations précédent on obtient

Li = (a+b).L1+als=(a+b)*a.Ly=(a+b)*a.(a+Db)
A B A B

Ly = (a+b).Ls=(a+b)e=(a+D)

Ly = ¢

5 Reésultat

Les représentations suivantes permettent de décrire les mémes langages :

ANDEF, ADEF, ADEF minimauz, expressions réqulieres, équations d’Arden

Autrement dit :

Ces représentations ont le méme pouvoir d’expression

Autrement dit :

1l n’est pas possible de décrire avec une représentation un langage qu’on me pourrait pas
décrire par une autre des représentations.

On nomme «Langages réguliersy cette classe de langages pour insister sur le fait que les
mots de ces langages comportent un certaine régularité.
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