Exercice 1 — Calcul des termes de la suite de Fibonacci — version avec seulement
deux variables (9 pt)

i:=N-1 ; x:=1; y:=1 ;
while(i<>0){ y:=y+x ; x:=y-x ; i:=i-1; }

On prétend qu’a la sortie du programme le résultat y satisfait la propriété y = fib(N) ou
fib(0) =1
fib(1) =1
fib(n + 1) = fib(n) + fib(n — 1)

Q1. (1pt) Donnez les transitions de ’automate correspondant au programme ci-dessus (qo représente
le point d’entrée et g5 celui de sortie de 'automate).

1=0
q1 > (s

i:=N—-1x:=1;y:=1;
qo0 a1

1#£0 Yy = x+1 T = y—x i=i—1
qu——q2 q@—q3 @—7q4 q4—q1

Q2. (4 pt) Preuve de correction partielle Rédigez la preuve (en suivant la méthode de Floyd-
Dijsktra-Hoare) qu’a la sortie du programme y = fib(N). La qualité et la précision de la rédaction

compte pour une grande part dans la note. Vous prendrez pour invariant en ¢; une propriété de la
forme :

y=fib(N —i) A z = fib(N —i—k)

ot k est une constante que vous devrez déterminer

SOLUTION

1. Transition q; £=9, qs

Ps
Y1 AN i=0=y= fib(N)
On choisit 1, <y = fib(N —i) A x = fib(N —i—k)
Lorsque i = 0, 11 nous donne y = fib(N) (et d’autres propriétés qui ne sont pas utiles pour
¥s).
2. Transition qq L=l Q

def

Py Yrli =1 — 1]
y=fib(N — (i —1)) A = fib(N — (i — 1) — k)

y=fib(N—i)+1) A z= fib((N—i) +1—k)

1y

ef

3. Transition qs i I qa

- Pyl —y — 7]
oy = fib(N =) +1) A y—a = fib((N —i) +1—k)

" =+
4. Transition ¢ R imiax N q3

def
Yy = sy —x+y]
def

“ wty=fib(N—i) +1)

(z+y)—xz=fib((N—10) +1-k)
= xz+4+y=fib((N—19 +1) )

A
AN y=fib(N—i +1—k)
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5. Transition q1 70, g2 VERIFICATION DES INVARIANTS CHOISIS Il s’agit de vérifier que limpli-

cation suivante est valide.

P1 garde

y=fib(N —i) A x=fib((N—i)—k) AG#N

2

= aty=fib(N—i) +1) A y=fib((N—i) +1—k)

(%) ()

() Sion choisit k = 1 alors (x) devient y = fib((N — i) et c’est alors le premier terme de la
prémisse de 'implication, donc cette partie de la conclusion de I'implication est trivialement
démontrée.

(€3

) En prenant k = 1 on a alors en prémisse de I'implication y = fib(N — 1) et x =

fib((N — i) — 1), on peut remplacer x et y par leurs valeurs dans le terme (xx) qui devient
alors

Fib(N =) + fib((N —i) — 1) = fib(N — i) + 1)

Cette égalité valide d’apreés la définition du né™me terme de la suite de Fibonacci avec

n=N—1

Q3. (2 pt) Récapitulez les invariants

def

1=

def
0 =

def

3 =

w4 def

Q4. (1 pt) En déduire les conditions d’utilisation du programme. Détaillez vos étapes de calcul et
de simplification.

SOLUTION
Transition qq pENliw=1iy=l Q1
vo E dilie N—Lize—ly—1]
= (y= fib(N z)/\x—fzb(N—z—l))[i<—N—1;x<—1;y<—1]
= (I=fib(N—(N-1)) A 1= fib(N— (N—-1) —1))
= 1= fib(1) A 1= fib(0)
vrat vrai
= wrat par définition de la suite de Fibonacci
Q5. (1 pt) Comment se comporte le programme pour N = 07 Expliquez pourquoi la condition

N > 0 n’apparait pas comme condition d’utilisation du programme ?



