MCAL/MT - Indécidabilité de la terminaison de la réécriture (1 TD)

Exercice 1 : Terminaison de programmes GAMMA

On considére divers programmes GAMMA dont on va étudier la terminaison. Pour chacun d’eux donnez
1. un ensemble de départ telle que I’exécution qui termine
2. un ensemble de départ telle que I’exécution qui ne termine pas

Lorsque I'un est impossible, expliquez pourquoi.

Donnée manipulées Les programmes suivantes opérent sur des constructeurs & un arguments A(.)
et B(.) et un constructeur sans argument O qui correspondent au type CAML :

type data = 0 | A of data | B of data
Q1. Donnez 5 éléments de type data.

Q2. Etudiez la terminaison du programme

I % A(0) == B(0) || B(z) = Alx)

Q3. Etudiez la terminaison du programme

Ty = A(z) 52 A(B@) || B(A() 5 Al2)

Q4. Etudiez la terminaison du programme

Ly = A(B(2) 5 B(B() || B(B(x) -5 Al)

T2

Q5. Donnez un programme constitué d’une seule régle qui ne termine jamais quel que soit le multi-
ensemble de départ ...

(a) I's, fait grandir le multi-ensemble

(b) T'sp fait grandir I’élément mais pas le multi-ensemble
Q6. Etudiez la terminaison du programme I's = A(z) —Az),B(2)
Q7. Ajoutez une régle au programme I'g afin qu’il termine pour tout multi-ensemble de départ

Q8. Etudiez la terminaison du programme I'; = A(z) ——A@),Az) || Alx) /-
Exercice 2 : Réduction du PCP au probléme de terminaison d’un pro-
gramme Gamma (40min, 6.5pt)

Le but de cet exercice est de démontrer que la terminaison d’un programme Gamma est un probléme
indécidable. Pour le prouver on va réduire le Probléme de Correspondance de Post (PCP) — connu pour
étre indécidable — au probléme de la terminaison de programmes Gamma.
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Problémes de Correspondance de Post et exécutions de programmes Gamma (20min, 3.5 pt)

On considére l'alphabet {a, ¢, f, 1,0} et € désigne le mot vide (ie. le "" des chaines de caractéres).

Q9. (0.25pt) Complétez : Goit D um emsemble de domimss. Usme solubion au /r\no\%&ne

PCP(D) esk wme ... dedwumoﬁde]_)teﬂ@equa ........................ o{)}t@mmm
EBmabiom oo des domimes eak ...
QL sbtemu uan comealBmaliom des
demimes.
f 74 ac
Exemple : Considérons I'ensemble de dominos Dy = fac | | il | € . La séquence d;.ds.do
dq do ds
est une solution puisqu’on obtient ............... enhautet ................. en bas. La séquence réduite
a..... est aussi une solution puisqu’on obtient .... en haut et en bas.

Exécutions de programmes Gamma On considére les constructeurs Gamma suivants A(.), 1(.),
c(.), F(.), L(.) qui prennent tous un argument, ainsi qu'un constructeur Gamma sans argument (ie.
une constante) .

A T’aide des constantes et constructeurs précédents on peut représenter les mots écrits sur ’alphabet
Y ={a,c,f,i,¢}. On désigne par [ w | la représentation en Gamma d’un mot w € ¥*.

Q10. (0.25pt)  Donnez la représentation en I' du mot facif : | facil |p =

Q11. (0.25pt) Donnez 'exécution du programme Gamma I'p, ci-dessous sur l’ensemble réduit a

lélément G( [ facil |p, [ facil |p )

G(F(z), r(alc®)) — Glz,y
I'p, ©¢ G1L(@), 1(L(y) ) — Glz,y)
G(a(c(x),y) — Glz,y)

Q12. (0.25pt) Donnez 'exécution du programme I'p, sur ’ensemble réduit a 1’élément G( [ acfacil |r, [ acfacil |y )

Q13. (0.5pt) On souhaite ajouter une régle (rp) au programme I'p, afin qu’il ne termine pas
lorsqu’on 'exécute sur G( [ facil |r, [ facil |r ). Complétez la régle (ro).

G(e,e) — G( .o Y )

0

Généralisation Dans les questions précédentes on a raisonné sur la solution « facil » du pcp(Dy);
on veut maintenant généraliser le raisonnement & toute solution du pCp(Dy).

Q14. (1pt) En vous inspirant fortement du programme I'p, donnez un programme I, qui ne
1

termine pas lorsqu’on l'exécute sur G'( e, ¢, [ w |r ) quel que soit le mot w correspondant a une

solution du PcP(D;). Pour cela on utilise un constructeur G’( ., ., . ) a trois arguments au lieu de

G(.,.).

Programme Gamma associé a un PCP : application & un autre ensemble de dominos
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Q15. (0.5pt)  Donnez une séquence de dominos de I’ensemble Ds ci-dessous qui soit une solution du
PCP(D3) et donnez le mot correspondant a cette solution.

ia acc f
Dy = a [ ci | ac
dq do ds

Q16. (0.5pt) Donnez un programme Iy, qui ne termine pas lorsqu’on I'exécute sur G(e,e,[w]r)
ol w est le mot correspondant & une solution du probléme PCP(D3).

Indécidabilité de la terminaison de programmes Gamma (20min, 3 pt)

— On note 2 I'ensemble de tous les ensembles de dominos possibles sur I’alphabet 3. Ainsi, D € 9
est un ensemble de dominos.

— PCPSAT désigne I'ensemble des ensembles D de dominos pour lesquels PCP(D) a une solution.
Autrement dit, D € PCPSAT si et seulement si PCP(D) admet une solution.

— Gamma désigne I'ensemble de tous les programmes Gamma possibles.

— On note GTT l'ensemble de programmes I' € Gamma dont ’exécution se termine quel que soit
I’ensemble E sur lequel on 'exécute. Autrement dit, I' € GTT signifie que I' termine toujours.

GTT ={T € Gamma |VE, T'(E) /4 o0} et GTT = Gamma \ GTT.

Q17. (0.25pt) Complétez : I' € GTT signifie qu’..... ..o

ensemble F tel que T'(E)............ autrement dit 'exécution de I'sur B ...,

Q18. (0.25pt) Complétez le diagramme de réduction et les « on doit montrer »

M
De9 tradu?tion FID € gamma
D € PCPSAT  ......... €
_— 6 N ,
mdécidable ...

Pour montrer ’indécidabilité de la terminaison de programmes Gamma que doit-on faire ?

(a) Om deit membnen qu’xﬁ ..................................................................................................... fout em-
AEJT“Q}Q@AEA@’WD%MWMWF’D
(b)Ofr\d&'\tfmmxbm AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA (1).

Q19. (05pt) (a) Complétez la définition de la traduction
%mdmnime%ED/r\wtéU\ewmvmm ............................................... L}uelzm
MWW&QWi&WMT.%MWﬂ@Q@Dd&A@WM%

M.PERIN L3 INFO € UFR IM2AG € UNIVERSITE GRENOBLE ALPES 3



r;

Omwmaﬂamzﬂa@aﬂe(m);mﬂawgmﬂem-
Wfbw%'mﬁ’ad%mm%ww&ﬂm
Q20. (05pt) (b) Complétez la preuve de (i)
:)OmMWWmDEPCPSATaQwaeWWeF’Dwzmbuut/[\anMR(D)
.................... A saffit dome de brouver um emsemlle B sun lequel Uexcéeution de 17,

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA @W D € pcpsat, le m@&m pCP(D)
................................................. ;mtofmwﬂemtc@m@/[wdwntdcebtemn.()ma

WMAWQ@WWAEQ’Wwf’D ............................................................
ai o Venceeute aun Lempenmble Z]EML@%/JZAD’T\CAE

Q21. (05pt) (b) Complétez la preuve de (i)
<) Mosmbreme Do oo : O doik mombren QUE DL oo

tquueF’D(E) ............................................................ alors ill esciske ume sslubion au PCP(D)
(eb dome D € pepsar).

c}b Qaaccwr\hmx de (rg), Loukes fes n%ﬁeo de T, a/[vruQAquéea a G wi,we,w ) met
................................... Qem\etw1wQemtw2(ouEebdec)DQ@td@mwvr\MﬁQe
dhqux&quw&ﬂégﬂ% ......................................................... [)T@iA.cj{DUML,ALFD(E)awnewé-

WW&MW%%M ............................................... Ma&i&érmfmmt

ma@t&amﬁm%ﬂeww ................................. les mots wy et wsy. Ubme encseu-

Flom imfimie comblent dome oo applicabions e auwna
do/nc@@*wmmtﬁa%@me —>G ..... R ) )T—>T—%>G’( e,e,w)r—o>...

On comskate swn cette ponbion dlexcéeution que les negles riy,....m
AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA Qabdmwhmtw@wm&mnégﬂw

Q22. (0.5pt) Complétez la conclusion : On a montré par réduction que la terminaison de

programmes Gamma est indécidable.

SUPPOSONS LE CONTRAIRE ET MONTRONS UNE CONTRADICTION : E?ulr\/r\@ﬁmw C}M’LQ

mbteumaﬂ%cwikp\nﬂem/]'\om&edédd@l ............................................................................
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JUMU o &Au@@«hmtdzwmﬁuﬂwﬁe@wgfmvme AAAAAAAAAA QL

Pmcvgmde ............ MA'WWQIQWN\@&WKWWW
L S solubion
Sl emtiate
e S solubion

Om senaik deme CQ/FO.Q)Q& de er /rmo\%émn% de M/rmdomc,e de
Toat. Ce q,u’s/n saik Wmm%a d’a/[\néb le cours : CONTRADICTION.
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