
MCAL/MT - Indécidabilité de la terminaison de la réécriture (1 TD)

Exercice 1 : Terminaison de programmes gamma

On considère divers programmes gamma dont on va étudier la terminaison. Pour chacun d’eux donnez

1. un ensemble de départ telle que l’exécution qui termine

2. un ensemble de départ telle que l’exécution qui ne termine pas

Lorsque l’un est impossible, expliquez pourquoi.

Donnée manipulées Les programmes suivantes opèrent sur des constructeurs à un arguments a(.)
et b(.) et un constructeur sans argument o qui correspondent au type caml :

type data = O | A of data | B of data

Q1. Donnez 5 éléments de type data.

Q2. Étudiez la terminaison du programme

Γ1
def
= a(o)−−→

r1
b(o) || b(x)−−→

r2
a(x)

Q3. Étudiez la terminaison du programme

Γ3
def
= a(x)−−→

r1
a(b(x)) || b(a(x))−−→

r2
a(x)

Q4. Étudiez la terminaison du programme

Γ4
def
= a(b(x))−−→

r1
b(b(x)) || b(b(x))−−→

r2
a(x)

Q5. Donnez un programme constitué d’une seule règle qui ne termine jamais quel que soit le multi-
ensemble de départ ...

(a) Γ5a fait grandir le multi-ensemble

(b) Γ5b fait grandir l’élément mais pas le multi-ensemble

Q6. Étudiez la terminaison du programme Γ6
def
= a(x)−−→

r1
a(x),b(x)

Q7. Ajoutez une règle au programme Γ6 afin qu’il termine pour tout multi-ensemble de départ

Q8. Étudiez la terminaison du programme Γ7
def
= a(x)−−→

r1
a(x),a(x) || a(x)−−→

r2 -

Exercice 2 : Réduction du PCP au problème de terminaison d’un pro-
gramme Gamma (40min, 6.5 pt)

Le but de cet exercice est de démontrer que la terminaison d’un programme Gamma est un problème
indécidable. Pour le prouver on va réduire le Problème de Correspondance de Post (pcp) – connu pour
être indécidable – au problème de la terminaison de programmes Gamma.
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Problèmes de Correspondance de Post et exécutions de programmes Gamma (20min, 3.5 pt)

On considére l’alphabet {a, c, f , i , `} et ε désigne le mot vide (ie. le "" des chaînes de caractères).

Q9. (0.25 pt) Complétez : S̀o˘i˚t D ˚u‹nffl `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`e `d`o“m˚i‹n`oş. U”n`e ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl `a˚uffl ¯p˚r`o˝b˝l´è›m`e
pcp(D) `eṡfi˚t ˚u‹n`e ................................ `d`e `d`o“m˚i‹n`oş `d`e D ˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e ........................ `o˝b˘t´e›n˚uffl ¯p`a˚rffl `c´o“n`c´affl-
˚t´é›n`a˚tˇi`o“nffl ............................................... ......................................... `d`eṡ `d`o“m˚i‹n`oş `eṡfi˚t .................................
`a˚uffl ............. `o˝b˘t´e›n˚uffl ¯p`a˚rffl `c´o“n`c´a˚t´é›n`a˚tˇi`o“nffl ............................................... ..................................... `d`eṡ
`d`o“m˚i‹n`oş.

Exemple : Considérons l’ensemble de dominosD1 =


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fac
,
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i`

i`
,

�



�
	

ac

ε

d1 d2 d3

 . La séquence d1.d3.d2

est une solution puisqu’on obtient . . . . . . . . . . . . . . . en haut et . . . . . . . . . . . . . . . . . en bas. La séquence réduite

à . . . . . est aussi une solution puisqu’on obtient . . . . en haut et en bas.

Exécutions de programmes Gamma On considére les constructeurs Gamma suivants a(.), i(.),
c(.), f(.), l(.) qui prennent tous un argument, ainsi qu’un constructeur Gamma sans argument (ie.
une constante) ε.
À l’aide des constantes et constructeurs précédents on peut représenter les mots écrits sur l’alphabet
Σ = {a, c, f , i , `}. On désigne par [ ω ]Γ la représentation en Gamma d’un mot ω ∈ Σ∗.

Q10. (0.25 pt) Donnez la représentation en Γ du mot faci` : [ faci` ]Γ =

Q11. (0.25 pt) Donnez l’exécution du programme Gamma ΓD1 ci-dessous sur l’ensemble réduit à
l’élément G( [ faci` ]Γ , [ faci` ]Γ )

ΓD1

def
=


G( f(x) , f(a(c(y))) ) −−→

r1
G( x , y )

G( i(l(x)) , i(l(y)) ) −−→
r2

G( x , y )

G( a(c(x)) , y ) −−→
r3

G( x , y )

Q12. (0.25 pt) Donnez l’exécution du programme ΓD1 sur l’ensemble réduit à l’élément G( [ acfaci` ]Γ , [ acfaci` ]Γ )

Q13. (0.5 pt) On souhaite ajouter une règle (r0) au programme ΓD1 afin qu’il ne termine pas
lorsqu’on l’exécute sur G( [ faci` ]Γ , [ faci` ]Γ ). Complétez la régle (r0).

G( ε , ε ) −−→
r0

G( . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . )

Généralisation Dans les questions précédentes on a raisonné sur la solution « faci` » du pcp(D1) ;
on veut maintenant généraliser le raisonnement à toute solution du pcp(D1).

Q14. (1 pt) En vous inspirant fortement du programme ΓD1 donnez un programme Γ′D1
qui ne

termine pas lorsqu’on l’exécute sur G′( ε , ε , [ ω ]Γ ) quel que soit le mot ω correspondant à une
solution du pcp(D1). Pour cela on utilise un constructeur G′( . , . , . ) à trois arguments au lieu de
G( . , . ).

Programme Gamma associé à un pcp : application à un autre ensemble de dominos
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Q15. (0.5 pt) Donnez une séquence de dominos de l’ensemble D2 ci-dessous qui soit une solution du
pcp(D2) et donnez le mot correspondant à cette solution.

D2 =


�



�
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a
,

�
�

�



acc

ci
,

�
�

�



f

fac

d1 d2 d3


Q16. (0.5 pt) Donnez un programme Γ′D2

qui ne termine pas lorsqu’on l’exécute sur G′( ε , ε , [ ω ]Γ )
où ω est le mot correspondant à une solution du problème pcp(D2).

Indécidabilité de la terminaison de programmes Gamma (20min, 3 pt)

— On note D l’ensemble de tous les ensembles de dominos possibles sur l’alphabet Σ. Ainsi, D ∈ D
est un ensemble de dominos.

— pcpsat désigne l’ensemble des ensembles D de dominos pour lesquels pcp(D) a une solution.
Autrement dit, D ∈ pcpsat si et seulement si pcp(D) admet une solution.

— Gamma désigne l’ensemble de tous les programmes Gamma possibles.

— On note Gtt l’ensemble de programmes Γ ∈ Gamma dont l’exécution se termine quel que soit
l’ensemble E sur lequel on l’exécute. Autrement dit, Γ ∈ Gtt signifie que Γ termine toujours.

Gtt = {Γ ∈ Gamma | ∀E, Γ(E) 6→ ∞} et Gtt = Gamma \Gtt.

Q17. (0.25 pt) Complétez : Γ ∈ Gtt signifie qu’ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ensemble E tel que Γ(E) . . . . . . . . . . . . autrement dit l’exécution de Γ sur E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Q18. (0.25 pt) Complétez le diagramme de réduction et les « on doit montrer »

D ∈ D
MR−−−−−−−−→

traduction
Γ′D ∈ Gamma

D ∈ pcpsat︸ ︷︷ ︸ . . . . . . . . .
(‡)

Γ′D ∈ . . . . . . . . . .︸ ︷︷ ︸
indécidable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Pour montrer l’indécidabilité de la terminaison de programmes Gamma que doit-on faire ?

(a) O”nffl `d`o˘i˚t ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚uffl’˚i˜l ..................................................................................................... ˚t´o˘u˚t `e›nffl-
¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`e `d`o“m˚i‹n`oş D `e›nffl ˚u‹nffl ¯p˚r`oˆgˇr`a‹m‹m`e Γ′D

(b) O”nffl `d`o˘i˚t ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl ................................................ (‡).

Q19. (0.5 pt) (a) Complétez la définition de la traduction

U”nffl `d`o“m˚i‹n`o
�



�
	

u

v
∈ D ¯p`eˇu˚t `êˇtˇr`e ”v˘uffl `c´o“m‹m`e ˚u‹nffl ............................................... `qfi˚u`e ˜l„`o“nffl

¯p`eˇu˚t ˚i‹n¯sfi`cˇr˚i˚r`e ¯sfi˚u˚rffl ˜l´affl ˜bˆa‹n`d`e 1 `dffl’˚u‹n`e mt. U”nffl `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e D `d`e `d`o“m˚i‹n`oş ¯p`eˇu˚t `êˇtˇr`e
˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´é ¯sfi˚u˚rffl `c´eˇtˇt´e ˜bˆa‹n`d`e ¯p`a˚rffl ............................................................................................

.................................................................................................................................................................................

. I˜l `eṡfi˚t `a˜l´o˘r¯s ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´e `d`e `d`é¨fˇi‹n˚i˚rffl ˚u‹n`e mt MR `àffl .............................................. `qfi˚u˚iffl `e¨f-
˜f´e´cˇtˇu`e ˜l´affl ........................................ : `e¨l¨l´e ¯p`a˚r`c´o˘u˚r˚t ˜l´eṡ `d`o“m˚i‹n`oş `d`e ˜l´affl ˜bˆa‹n`d`e 1 `eˇt ¯p`o˘u˚rffl
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`c‚h`a`qfi˚u`e `d`o“m˚i‹n`o di ˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´é ¯p`a˚rffl ˜l´e `c´o˘u¯p˜l´e (u, v), `e¨l¨l´e ˚i‹n¯sfi`cˇr˚i˚t ˜l´affl ˚r`è´g¨l´e G´a‹m‹m`affl
........................................................................−−−−→

ri
.................................................. ¯sfi˚u˚rffl ˜l´affl ˜bˆa‹n`d`e 2.

O”nffl `a¯j´o˘u˚t´e `e›n¯sfi˚u˚i˚t´e `àffl ˜l´affl ˜bˆa‹n`d`e 2, ˜l´affl ˚r`è´g¨l´e (r0) ; `a˚i‹n¯sfi˚iffl ˜l´affl ˜bˆa‹n`d`e 2 `c´o“n˚tˇi`e›n˚t ˜l´e ¯p˚r`o-
`gˇr`a‹m‹m`e Γ′D ˚t´e¨l `qfi˚uffl’`o“nffl ˜l„`affl `d`é¨fˇi‹n˚iffl `d`a‹n¯s ˜l´affl ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e ¯p`a˚r˚tˇi`e `d`e `c´eˇt `e›x´eˇr`cˇi`c´e.

Q20. (0.5 pt) (b) Complétez la preuve de (‡)

(⇒) O”nffl `d`o˘i˚t ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e ¯sfi˚iffl D ∈ pcpsat `a˜l´o˘r¯s ˜l´e ¯p˚r`oˆgˇr`a‹m‹m`e Γ′D `c´o“n¯sfi˚tˇr˚u˚i˚t ¯p`a˚rffl MR(D)

.................... . I˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `d`o“n`c `d`e ˚tˇr`o˘u‹vfleˇrffl ˚u‹nffl `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e E ¯sfi˚u˚rffl ˜l´e´qfi˚u`e¨l ˜l„`e›x´é´cˇu˚tˇi`o“nffl `d`e Γ′D

................................................................................ . P̊u˚i¯sfi`qfi˚u`e D ∈ pcpsat, ˜l´e ¯p˚r`o˝b˝l´è›m`e pcp(D)

................................................. ; ”n`o˘t´o“n¯s ω ˜l´e ”m`o˘t `c´o˘r˚r`eṡfi¯p`o“n`d`a‹n˚t `àffl `c´eˇtˇt´e ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl. O”nffl `affl
”m`o“n˚tˇr`é `d`a‹n¯s ˜l´affl ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e ¯p`a˚r˚tˇi`e `d`e ˜l„`e›x´eˇr`cˇi`c´e `qfi˚u`e Γ′D ............................................................
¯sfi˚iffl `o“nffl ˜l„`e›x´é´cˇu˚t´e ¯sfi˚u˚rffl ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e ..................................................................... . I˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `d`o“n`c `d`e
¯p˚r`e›n`d˚r`e `c´eˇt `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e ¯p`o˘u˚rffl E.

Q21. (0.5 pt) (b) Complétez la preuve de (‡)

(⇐) M`o“n˚tˇr`o“n¯s ˜l´affl ........................................ : O”nffl `d`o˘i˚t ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e ¯sfi˚iffl .........................................................
˚t´e¨l `qfi˚u`e Γ′D(E) ............................................................ `a˜l´o˘r¯s ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹n`e ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl `a˚uffl pcp(D)

(`eˇt `d`o“n`c D ∈ pcpsat).
À ˜l„`e›x´c´eṗ˚tˇi`o“nffl `d`e (r0), ˚t´o˘u˚t´eṡ ˜l´eṡ ˚r`è´g¨l´eṡ `d`e Γ′D `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`é´eṡ `àffl G′( ω1 , ω2 , ω ) ˜f´o“n˚t
................................... ˜l´e ”m`o˘t ω1 `o˘uffl ˜l´e ”m`o˘t ω2 (`o˘uffl ˜l´eṡ `d`eˇu‹x). I˜l `eṡfi˚t `d`o“n`c ˚i‹m¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´e
`dffl’`a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`eˇrffl `c´eṡ ˚r`è´g¨l´eṡ ......................................................... ˜f´o˘i¯s. A˚i‹n¯sfi˚iffl, ¯sfi˚iffl ΓD(E) `affl ˚u‹n`e `e›x´é-
`cˇu˚tˇi`o“nffl ˚i‹n˜fˇi‹n˚i`e ˚i˜l `eṡfi˚t ”n`é´c´eṡfi¯sfi`a˚i˚r`e `qfi˚uffl’`e¨l¨l´e ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`e ............................................... ˚r`é´gˇu˜lˇi`èˇr`e›m`e›n˚t
`c´a˚rffl `c’`eṡfi˚t ˜l´affl ¯sfi`eˇu˜l´e ˚r`è´g¨l´e `qfi˚u˚iffl ˜f´a˚i˚t ................................. ˜l´eṡ ”m`o˘tṡ ω1 `eˇt ω2. U”n`e `e›x´é´cˇuffl-
˚tˇi`o“nffl ˚i‹n˜fˇi‹n˚i`e `c´o“n˚tˇi`e›n˚t `d`o“n`c .................................... `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“n¯s ......................... . E˜l¨l´e `a˚u˚r`affl
`d`o“n`c ˜f´o˘r`c´é›m`e›n˚t ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e . . .−−−→

r0
G′( ..... , ..... , ..... )−−−→

ri1
. . .−−−→

rik
G′( ε , ε , ω )−−−→

r0
. . .

O”nffl `c´o“n¯sfi˚t´a˚t´e ¯sfi˚u˚rffl `c´eˇtˇt´e ¯p`o˘r˚tˇi`o“nffl `dffl’`e›x´é´cˇu˚tˇi`o“nffl `qfi˚u`e ˜l´eṡ ˚r`è´g¨l´eṡ ri1 , . . . , rik `c´o“n¯sfi`o“m‹m`e›n˚t
..................................................... ˜l´eṡ `d`eˇu‹x `c´op̧˚i`eṡ `d˚uffl ”m`o˘t ω. P̊u˚i¯sfi`qfi˚u`e `c‚h`a`cˇu‹n`eṡ `d`e `c´eṡ ˚r`è´g¨l´eṡ
....................................... `d`o“m˚i‹n`o `c´e¨l´affl ¯sfi˚i`g›n˚i˜fˇi`e `qfi˚u`e ............................................ .........................
............................ ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl `a˚uffl pcp(D).

Q22. (0.5 pt) Complétez la conclusion : On a montré par réduction que la terminaison de

programmes Gamma est indécidable.

supposons le contraire et montrons une contradiction : S̊u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `qfi˚uffl’˚i˜l
`e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹nffl `a˜l´g´o˘r˚i˚t‚h‹m`e `c´a¯p`a˜b˝l´e `d`e `d`é´cˇi`d`eˇrffl ............................................................................
................................................................................................. `a˜l´o˘r¯s `o“nffl ¯p`o˘u˚r˚r`a˚i˚t ¯sfi`a‹vˆo˘i˚rffl ¯sfi˚iffl
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˚u‹nffl .............................................................................. ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl. P̀o˘u˚rffl `c´e¨l´affl, `éˇt´a‹n˚t `d`o“n‹n`é
˚u‹nffl ............................................. ˚i˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚r`a˚i˚t `d`e `c´o“n¯sfi˚tˇr˚u˚i˚r`e ˜l´e ¯p˚r`oˆgˇr`a‹m‹m`e .......... `a˚uffl
”m`o“y´e›nffl `d`e ............ `eṡfi˚t `dffl’`a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`eˇrffl ˜l„`a˜l´g´o˘r˚i˚t‚h‹m`e `d`e `d`é´cˇi¯sfi˚i`o“nffl ¯p`o˘u˚rffl `c´o“n`c¨lˇu˚r`e `qfi˚u`e :

— ¯sfi˚iffl ..........................................................................................................................................
`a˜l´o˘r¯s .................................................................................................................. ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl

— ¯s’˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ...........................................................................................................................
`a˜l´o˘r¯s .................................................................................................................. ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl

O”nffl ¯sfi`eˇr`a˚i˚t `d`o“n`c `c´a¯p`a˜b˝l´e `d`e .......................... ˜l´eṡ ¯p˚r`o˝b˝l´è›m`eṡ `d`e `c´o˘r˚r`eṡfi¯p`o“n`d`a‹n`c´e `d`e
P̀oşfi˚t. C`e `qfi˚uffl’`o“nffl ¯sfi`a˚i˚t ˚i‹m¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´e `dffl’`a¯p˚r`èṡ ˜l´e `c´o˘u˚r¯s : contradiction.
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