MCAL/MT - Indécidabilité de la terminaison de la réécriture (1 TD)

Exercice 1 : Terminaison de programmes GAMMA

On considére divers programmes GAMMA dont on va étudier la terminaison. Pour chacun d’eux donnez
1. un ensemble de départ telle que I’exécution qui termine
2. un ensemble de départ telle que ’exécution qui ne termine pas

Lorsque 1'un est impossible, expliquez pourquoi.

Donnée manipulées Les programmes suivantes opérent sur des constructeurs & un arguments A(.)
et B(.) et un constructeur sans argument O qui correspondent au type CAML :

type data = 0 | A of data | B of data

Q1. Donnez 5 éléments de type data.

SOLUTION

0, A(0), B(0), A(A(0)), B(A(0))

Q2. Etudiez la terminaison du programme

I % A(0) == B(0) || B(z) ==+ Alx)

Q3. Etudiez la terminaison du programme

3% Ar) = aB@) || Ba@) —— A)

SOLUTION

La régle (r1) peut s’appliquer a tout terme de la forme A(B*(0)). Considérons un terme A(B™(0)) de cette forme
avec n € N, on peut appliquer (r1) avec x = B"(0) pour générer le terme A(B"*1(0)) qui est de la méme forme
A(B*(0)) et donc on peut recommencer.

Q4. Etudiez la terminaison du programme

I A(B(2) = B(B(2) || B(B(2) = Ala)

Q5. Donnez un programme constitué d’une seule régle qui ne termine jamais quel que soit le multi-
ensemble de départ ...

(a) T'sq fait grandir le multi-ensemble

SOLUTION

r—x,x

(b) T'sp fait grandir I’élément mais pas le multi-ensemble

SOLUTION

x— Ax)
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Q6. Etudiez la terminaison du programme I'g = A(z) —A2),B(2)

Q7. Ajoutez une régle au programme I'g afin qu’il termine pour tout multi-ensemble de départ

SOLUTION

1. La régle A(xz) —— - va entrer en compétition avec (r1) et consommer les A(...) qui permettent a (ry) de
s’appliquer. Sous I’hypothése d’équité des réactions chimiques
« Il est impossible qu’une régle qui pourrait s’appliquer ne soit jamais utilisée. »

On peut montrer que le systéme terminera toujours. Sans cette hypothése on ne peut rien dire, car (ry)
pourrait s’appliquer indéfiniment sans que jamais (r3) ne s’exécute.

2. Autres solutions A(z), B(z) ——0

Q8. Etudiez la terminaison du programme I'; < A(z) ——A),A(@) || Al@) -

SOLUTION

Les deux régles sont en compétition et I’hypothése d’équité ne suffit pas pour garantir la terminaison. La
terminaison dépend de la proposition d’application des régles : si |r1| < 2 X |rg| alors le programme terminera
toujours.

Exercice 2 : Réduction du PCP au probléme de terminaison d’un pro-
gramme Gamma (40min, 6.5pt)

Le but de cet exercice est de démontrer que la terminaison d’un programme Gamma est un probléme
indécidable. Pour le prouver on va réduire le Probléme de Correspondance de Post (PCP) — connu pour
étre indécidable — au probléme de la terminaison de programmes Gamma.

Problémes de Correspondance de Post et exécutions de programmes Gamma (20min, 3.5 pt)

On considére 'alphabet {a, ¢, f,i,£} et & désigne le mot vide (ie. le "" des chaines de caractéres).

Q9. (0.25pt) Complétez : Goit D um emsemble de domimss. %mex&o&thmxrﬂs@géme
PCP(D)MWW&M&D%W&MMWMWQQQ

des demimes.

Exemple : Considérons I'ensemble de dominos Dy = . . La séquence d;.d3.ds

do
est une solution puisqu'on obtient f.ac.if en haut et fac.a.zf en bas. La sequence réduite a dy est aussi une
solution puisqu’on obtient i/ en haut et en bas.

Exécutions de programmes Gamma On considére les constructeurs Gamma suivants A(.), 1(.),
¢(.), F(.), L(.) qui prennent tous un argument, ainsi qu'un constructeur Gamma sans argument (ie
une constante) &

A T’aide des constantes et constructeurs précédents on peut représenter les mots écrits sur ’alphabet
Y ={a,c,f,i,0}. On désigne par [ w |; la représentation en Gamma d’un mot w € ¥*.

Q10. (0.25pt)  Donnez la représentation en I' du mot facil : | facil |r = F(A(C(1(L(g)))))
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Q11. (0.25pt) Donnez 'exécution du programme Gamma I'p, ci-dessous sur l’ensemble réduit a

lélément G( [ facil |p, [ facil |p )

G(F(z), F(a(c®) ) — Glz,y)
I'p, &3¢ Gi(L(@), (L)) — Gl=z,y)
G(a(c(x),y) — Glz,y)

SOLUTION

G( [ facil |r, [ facil |r ) = G( FACIL(¢) , FACIL(€) ) —— G( ACIL(¢) , IL(€) ) - G(IL(¢) , IL(e) ) 5> G( €, € )

Q12. (0.25pt) Donnez ’exécution du programme I' p, sur ensemble réduit a 1'élément G( [ acfacil |, [ acfacil |v)

SOLUTION

G( [ acfacil |, [ acfacil | ) = G( ACFACIL(€) , ACFACIL(g) )—TB—> G( FACIL(g) , ACFACIL(g) )

Q13. (0.5pt) On souhaite ajouter une régle (rgp) au programme I'p, afin qu’il ne termine pas
lorsqu’on l'exécute sur G( [ facil |r, [ facil | ). Complétez la régle (ro).

G(e,e) — G( [ facil |, | facil | )

Généralisation Dans les questions précédentes on a raisonné sur la solution « facil » du pcp(Dy);
on veut maintenant généraliser le raisonnement a toute solution du pcp(Dy).

Q14. (1pt) En vous inspirant fortement du programme I'p, donnez un programme F/Dl qui ne
termine pas lorsqu’on l'exécute sur G'( ¢, ¢, [ w |r ) quel que soit le mot w correspondant & une
solution du PcP(Dy). Pour cela on utilise un constructeur G'( ., ., . ) a trois arguments au lieu de
G(.,.).
SOLUTION
Gl(e,e,w) — G(w,w,w)
!/ "o /

L a) GO FACE) W) < Gryw)

DTG G@), 10W), w) — G,y w)

G'(alc(@),y,w) ——= G(z,y,w)

3

Programme Gamma associé a un PCP : application 4 un autre ensemble de dominos

Q15. (05pt) Donnez une séquence de dominos de I’ensemble D ci-dessous qui soit une solution du
PCP(D3) et donnez le mot correspondant a cette solution.

ia acc f
Dy = a | ci || fac
dy ds ds

SOLUTION

. de . a
ds.d2.d;y est une solution du PCP sur D5 correspondant au mot w :Pffaccm. En effet, / o donne

fac ci

uz.uz.u1 = f.acc.ia = faccia = fac.ci.a = v3.v2.01
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Q16. (0.5pt) Donnez un programme I}, qui ne termine pas lorsqu’on I'exécute sur G(e,e,[w]r)
oll w est le mot correspondant & une solution du probléme PCP(Dy).

SOLUTION
G(e,e,w) - G'(w,w,w)
. G'(F(z), r(alc), w) —— G2,y ,w)
P2 ) Gl(alc(e(@), ciy), w) —= G(z,y, w)
G/( I(A(x)) ) A(y)a w ) R G,( r,Yy,w )

T3

Indécidabilité de la terminaison de programmes Gamma (20min, 3 pt)

— On note Z 'ensemble de tous les ensembles de dominos possibles sur I’alphabet 3. Ainsi, D € 9
est un ensemble de dominos.

— PCPSAT désigne I'ensemble des ensembles D de dominos pour lesquels PCP(D) a une solution.
Autrement dit, D € PCPSAT si et seulement si PCP(D) admet une solution.

— Gamma désigne I'ensemble de tous les programmes Gamma possibles.

— On note GTT l’ensemble de programmes I' € Gamma dont ’exécution se termine quel que soit
I’ensemble F sur lequel on 'exécute. Autrement dit, I' € GTT signifie que I' termine toujours.

GtT ={T € Gamma |VE, T'(E) /A oo} et GTT = Gamma \ GTT.

Q17. (0.25pt) Complétez : I' € GTT signifie qu’il existe (au moins) un ensemble E tel que I'(E)— oo
autrement dit ’exécution de I' sur F ne termine pas .

Q18. (0.25pt) Complétez le diagramme de réduction et les « on doit montrer »

Mg ,
Deo traduction FD € Gamma
D € PCPSAT — T, € GIT
— (€3} N
lndéczdable :> anéCldable

Pour montrer ’indécidabilité de la terminaison de programmes Gamma que doit-on faire ?

(a) On doik mombren qu'ill existe ume T qui braduit kot emsemble de domimes D em um
frogramme I

(b) On doik menbren [equinsalence (4).

Q19. (05pt) (a) Complétez la définition de la traduction
%mMMGDMmemW(U,v)Wﬁ’MWW
sun o bamde 4 d'ume M. Un ensemble D de domimes peut sbre nepnésents sun
Mg & dews bandes qui efffectue la braduction : elle pancount les domimos de la
bamde 1 ef poun chague domime d; nepésente par le couple (u,v), elle imsenit la
néaﬂe%amG’( u(z), v(z), w )TG’(x,y,w)MQa@omdeQ.@m%bute
de@mg,bréﬁﬂe(ro);mﬂawgmw&wmmfb
te@qxx'mﬂladé@mdaﬁwﬁa/]\nemmw&c&m
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Q20. (05pt) (b) Complétez la preuve de (1)

=) Omd@ithqueALDEPCPSATaQ@fwﬂeWmmeF'Dwfrwbwit/[\anMR(D

Q21.

) me

del“’[)rr\et@vmimzr\w .@WDEPCPSAT,E@THD@Q@V\EPCP(D)M ume solubion ;
motons w le mot covespondamt & cette acbubion. On a montné dams la pnemizne pantie
@Q’unermwumewmeMeQOam@Qe{G (e,e,[w]r )}

M%@@m&@mmwumm&WmE

(05pt)  (b) Complétez la preuve de (I)

<) wbembw«wﬂanecupnoqkm Omdmtwmwm&mtemEteﬂqueF’D(E)m

Q22.

WWOQMA&WWM&M%MPCP )(ddm\cDePCPSAT)

meqmm@rommw%@%@uvqumaeL%m, ) fort di-
mm&mmwwmm(MMMWmmmwwwwwmm

de[)yew cf@mxm sl Tp(E) a une excécubion i

negles wune
queﬂaeuh&AQQamzaﬂe 7o) Wma&%@%wwmb
mmwmu%%mnmwmmmwwwﬂm¢@m@@wmmm&ﬂWM&ro8&

aunadomz:@oﬁwmantﬂa@wme —>G www)—> —>G(e,e,w) o

Omm&&mmmdmhynque&@negﬂwrm.”, ,wMefmmwr\tmte-

ceaam%/m@kequeﬁa séquemce di, ..., di, est ume aolubion au pCcP(D).

(0.5pt) Complétez la conclusion : On a montré par réduction que la terminaison de

programmes Gamma est indécidable.

SUPPOSONS LE CONTRAIRE ET MONTRONS UNE CONTRADICTION : ?u/rvpowms quxQ
exciske um algonithme capalle de déciden [ fermimaisen des priegnammes Gamma
QMMMWMMMMPCP(D)@W solubion. Tsun cela, gbamt domme
MW%D&M%&W&WM&TWF’ o moyen de Mp
ot dgqlgun el e daion. o ondve e
— al Ty kervmime

alons pep(D) ma pas de solubion
—A’iﬁmtemmourbmtmmw

olors Pep(D) admet ume  aolubion

Ommmw&&mwwmkmomde@mee
qu’m saik m\/rmm@[),e zl'a/rméa le cowws : CONTRADICTION.
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