MCAL/MT - série 3 - (1 TD)
Ensemble non-dénombrable et Programmation chimique

Exercice 1 : Connaissez-vous vos définitions ?

On considére 'alphabet {0,1}.

Q1. Expliquez la différence entre une MT Mp qui décide le langage L et une MT Mpg qui
reconnait le langage L.

SOLUTION

— LaMT Mp termine pour tout mot de w € {0,1}*. Elle répond V siw € L et IF siw ¢ L. A partir de Mp
on peut alors construire un machine qui reconnait L en inversant ses états @ et Q.

— La MT Mg termine dans I’état @ pour tout mot w € L. Pour certains mots w ¢ L elle peut ne pas
s’arréter. On ne peut donc pas utiliser M pour construire une MT qui reconnait L.

Q2. Donnez une MT qui décide le langage {0" | n € N}

SOLUTION

Q3. Donnez une MT qui reconnait mais ne décide pas le langage {0" | n € N}

SOLUTION

0:R

1:H

Cette MT ne boucle indéfiniment dés qu’elle rencontre le symbole 1.

Q4. Donnez une MT qui reconnait mais ne décide pas le langage {0" | n € N}

SOLUTION

0:R

Cette MT passe les symboles 0 et finit par boucler si elle ne rencontre pas de symbole 1.
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Q5. Considérons un langage L.

Si une MT My décide le langage L alors le langage L est décidable.
Démontrez ce théoréme :
(a) Commencez par répondre a la question : Que doit-on montrer ?

(b) Rédigez la preuve.

SOLUTION

(a) On doit montrer qu’il existe une MT My qui décide le langage L, c’est-a-dire que
(i) My termine pour tout mot w € {0,1}*,
(i) My s’arréte sur (O) si w € L ie. siw ¢ L, ce qui correspond au cas out M s’arréte en Q).
(iii) My s’arréte sur Q) siw ¢ L ie. siw € L ce qui correspond au cas oit My s’arréte en @

(b) On construit la machine de Turing My en prenant une copie de My dans laquelle on remplace I’état @ par
X et Q par @ Ce changement n’affecte pas la terminaison puisqu’il n’y a pas de transitions sortantes de
©) et ®, donc (i) est satisfait. Ce changement inverse la réponse de My ce qui satisfait (ii) et (iii).

Q6. Considérons un langage L.

St une MT My reconnait mais ne décide pas le langage L et st une MT My reconnait mais
ne décide pas le langage L alors on peut conclure que le langage L est décidable.

Démontrez ce théoréme :
(a) Commencez par répondre & la question : Que doit-on montrer ?

(b) Rédigez la preuve.

SOLUTION

(a) On doit montrer qu’il existe une MT M qui décide le langage L, c’est-a-dire que
(i) M termine pour tout mot w € {0,1}*,

(ii) M s’arréte sur @ siw € L, ce qui correspond au cas ou M, s’arréte en @

(iii) M s’arréte sur ) si w ¢ L, ce qui correspond au cas ott My s’arréte en @

(b) On construit une machine de Turing M a deux bandes sur lesquelles on recopie w. On exécutera M, sur By
et My sur By. La MT M agit comme un ordonanceur qui exécute simultanément ou alternativement une
transition de My et une transition de M,y. Elle s’arréte lorsqu’une de deux machines de Turing atteint un
état accepteur; ce qui arrivera forcément quel que soit w € {0,1}* puisque soit w € L et alors M; —* @,
soit w ¢ L et alors My —* @ Si c’est M qui s’arréte la premiére en @ alors M passe en @; si c’est Mo

qui atteint la premiére ’état @ alors M passe en ).
On garde pour un futur examen la construction précise de I'ordonanceur ...

Exercice 2 : N — B non-dénombrable

Q7. Complétez On note B l'ensemble des booléens {V,F}. N — B eaf lemsemble des
qédicats & um angument emfien, c'esk-adine des fomctions qui & un enbion assecient un
booleen : N B = {P|ieN, P(i) e B}. Comsidénons un pédicak P de N — B. I esl
mwpﬁa@mmaé%mwmm@w[o.mwwwmmmiﬁamm
foolzeme P(i) assscize.
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Q8. Donnez quatre éléments de N — B.

SOLUTION
N —- B
P: 1 — F la fonction constante, qui vaut toujours faux
P: i — V la fonction constante, qui vaut toujours vras
P: i = 1 20 le test de nullité
Ps: ¢ — imod?2 20 le test de parité
Q9. Rangez vos 4 éléments dans un tableau de booléens a deux dimensions [0..N[x[0..N]; donnez

les 4 premiéres lignes, 6 premiéres colonnes du tableau.

SOLUTION
N=|0|1|2|3|4]5
P|F | F | F|IF|IF|IF
PIV|V|V|V| V|V
P|V|IF|F|F|F|F
P |\VIF|V|F|V|IF
Q10. Complétez la preuve OmmmxbwqueN—)Be&tm-dé/wmpﬂaQerwmgmxd/m
conbnadickion :
[newse pan
?WWQ'W&Q&N%BMWM&LIM-@W%WW

N.%M&WW@WMNJN%BW,&MW&WE&
NMPZ.OmManmﬁmwﬁwmmmm@&w[o..m[x[o..N[
abW&W@M%WM%WﬁQ@W@W
Pg.OdemmeméﬁémntdﬁN%Bmmmdg&ﬁme N
Q}Lﬁrr@ﬁd.é@ixm’diﬁe/r\nédicat&.

Comsiderons la Amﬁmaﬁz die tollean et exhilorns wne combradiction
@W&MWM&@W,E@WP:N%BW
pare P(i) = ~(P(i) MWW&M@M&WW&@M&,M
¢, deme P= Py.

Exemple : Le prédicat P correspond a la négation de la diagonale du tableau. Dans le cas

du tableau de la question précédente, le prédicat P serait

P(0)=V, P(1) =T, P(2) =V, P(3) =V, etc
8UMPMMZ:
P)= Py¥) quilsgue P = Py ; mwb,flanw%ww,
P(0) = —(P(0)) ftandé%«muimdeP . Combradickion.
QMM“!%%WN%BWM,MM@WWW,
demne N - B m’eatwdénmpmawe.
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Exercice 3 : Principe de numérotation de Cantor

On a montré grace au théoréme de Cantor-Bernstein que N? I'ensemble des couples d’entiers est
dénombrable. Par contre, ce théoréme bien utile ne donne pas la bijection, il dit seulement qu’elle
existe.

Georg Cantor (1845-1918) a proposé une définition constructive de la bijection N ~ N x N.

Il définit un tableau [0..N[x[0..N[ qui contient tous les couples d’entiers possibles : & la ligne ¢ et la
colonne ¢ on trouve le couple (¢, c). On obtient un tableau & deux dimensions (infinie) de la forme :

NxN| ¢c=0 1 2 3 4
0=01(0,0)~0 | (0,1)~2 | (0,2)~5 | (0,3)~0 | (0,4)~14

1] (L,0)~1 | (1, 1)~s | (1,2)as | (1,3)~13 | (1,4)~19

2] (2,0)~3 | (2,1)7 | (2,2)212 | (2,3)18 | (2,4)05

12

Pour attribuer un numéro unique & chaque couple, on parcourt le tableau suivant les anti-diagonales
de Cantor en commengant par donner le numéro 0 au couple (0,0). Ce procédé de numérotation établit
une bijection entre IN et I’ensemble IN x IN des couples d’entiers.

Construction de la bijection de Cantor

On peut définir en I' le programme qui construit la relation bijection C qui associe un numéro de
Cantor n a chaque couple (¢, ¢). Les deux réactions ci-dessous construisent Ca(n, (¢, ¢)) si et seulement
si n ~ (£, c) par la numérotation de Cantor.

Au départ le multi-ensemble est réduit a un élément {C2(0, (0,0))} qui va servir a lancer la numéro-
tation de Cantor des vecteurs d’entiers, de taille quelconque. La numérotation de Cantor des vecteurs
de 2 entiers se code en GAMMA de la maniére suivante :

Q11. Complétez
{cg(n,(e,c)) Zl G+ 1,(0-1,c+ 1))
Co(n, (0,¢)) —— Caln+1,(c+1,0))

Q12. Effectuez les 10 premicres réactions des régles précédentes sur le multi-ensemble {C2(0, (0,0))]}.

Généralisation du principe de numérotation de Cantor a N*

On a montré que N? I'ensemble des vecteurs d’entiers de taille 2 est dénombrable.

Q13. A partir de Cy donnez en Gamma un procédé de numérotation des vecteurs d’entiers (i, j, k)
vus comme des couples ((4,7), k).

Q14. Donnez une régle Gamma qui permet de construire Cs(n, (7, j, k)) & partir de Cs.

Q15. Généralisation Donnez une régle Gamma qui permet de construire la (p+ 1)*™¢ bijection de
Cantor (NP1 ~ N) sous la forme dune relation Cpi1(n, (i1,42,...,%p,ip+1)) construite a partir de Cp.

SOLUTION

1. On ajoute la réaction : Cy(n, (3,7)), Co(n', (n,k)) — Cs5(n’, (4,4, k)) out C3 est la numérotation de Cantor
des vecteurs a 3 éléments.

Pourquoi obtient-on une bijection ? La numérotation Cs encode une bijection. Par consé-
quent, Cy(n/, (n,k)) équivaut an’ < (n,k) et Ca(n, (i,7)) équivaut n < (i, 7). Autrement dit,
n est 'identifiant unique du couple (i, j) donc on peut sans risque de confusion interpréter le n
du couple (n,k) comme le couple (i,j) — on obtient ((i,j), k) — puis interpréter cette écriture
comme celle du triplet (i,j,k). On définit C5 comme la combinaison de deux applications de
C5 comme suit :

' & (n,k) B ((1,), k) © (0,4, k)
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2. On remarque que (i1,ig,13,...,in—1,1,) peut s’écrire (((i1,42),43),...,in—1),%n) €t on utilise récursive-
ment la numérotation sur les couples — comme on l'a fait pour les triplets (i,j,k) — jusqu’a obtenir
Chn(e, (i1,42,13,...,in—1,1,)) Ol € est I'entier correspondant au vecteur de n éléments (i1,42,43, ..., in—1,0n)-
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