Sémantique, analyse statique et
typage

David Monniaux

http://www.di.ens.fr/~monniaux

Centre National de la Recherche Scientifique

Ecole Normale Supérieure
Département d'Informatique
45, rue d'Ulm
75230 Paris cedex 5


http://www.di.ens.fr/~monniaux

Sémantique ?

D. MONNIAUX — Sémantique, analyse statique et typage 2



Syntaxe vs semantique

Syntaxe
code source du programme (arbre syntaxique)

Sémantique d'un programme
définition mathématique des comportements possibles

Sémantique d’'un langage
définition de la sémantique des programmes a partir de leur syntaxe
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Applications

Preuve de programmes « le programme fait ce qu'on lui demande »
par rapport a une spécification mathématique
ou critéres simples (« ne plante pas»)

Optimisation optimisations demandent de vérifier des conditions

ex : omettre un test si on reste dans un tableau
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Syntaxe

Syntaxe concréete
suite de caractéres (non utilisée ici)

Syntaxe abstraite
on part de l'arbre syntaxique

Choix du langage
while-language

D. MONNIAUX — Sémantique, analyse statique et typage 5



While language

Expressions arithmétiques
+ —. %, variables, constantes entieres

Expressions booléennes
comparaisons =, <, <, >, >
opérations A, V, —

Instructions skip ne rien faire
X := a affecter a dans X
co; c1 faire ¢y ensuite ¢
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Controle de flot

Test
If b then ¢y else ¢ : si b vrai alors ¢y sinon ¢y

Boucle
while b do ¢ : si b est vrai, faire ¢ et recommencer

for, do...while sont émulées
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Sémantigue opérationnelle



ldée de base

Plotkin structural operational semantics = S.0.S.

]

Exécutions possibles = prouvables via systeme de regles

H, ... H,
O R

« La conclusion C' se déduit des hypotheses H, a H,, par la regle R. »
Ok,
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Arbres de preuves

Hs R

C' se déduit de L (lemme) et de Hy hypothese par Rj.
L, se déduit de A; ; axiome et de I'hypothese H 5.

Axiome = regle sans hypotheses
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Sémantique opérationnelle : arithmétique

o : fonction partielle des variables dans les entiers
o(v) = valeur de la variable v

(e,0) — n = «|'expression e s'évalue en I'entier n dans I'environnement
o »

(n,o) = n

(x,0) — o(x)

D. MONNIAUX — Sémantique, analyse statique et typage 11



Sémantique opérationnelle : arithmétique

(ag,0) = ng (a1,0) — g
(ap + a1,0) — no +nq

(ag,0) = ng (a1,0) — ny
<CLO * A, O'> — Nop.N1
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Sémantique opérationnelle : booléens

(e,0) — b= «I'expression e s'évalue en le booléen b dans |'environnement
o »

(true, o) — true (false, o) — false
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Sémantique opérationnelle : booléens

(a0,0) =m0 (an,0) — s
(ag < ay,0) — true

sl ng < Ny

(ag,0) = ng (a1,0) — ny
(ag < ay,0) — false

si =(ng < ny)
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Sémantique opérationnelle : booléens

(bo, o) — v
<_Ib070'> — ﬁ’Uo

<b07 O-> — U <b17 U> — U1
<b0/\b1,0'> —>?}0/\2)1

<b07 U> — Vo <b17 O> — U1
<b0\/b1,0'> H”U()\/’Ul
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Sémantique opérationnelle : instructions

(P,o) — o' = «le programme P, s'il part de I'état mémoire o, peut
arriver en |'état mémoire o’ en fin d’'exécution »

(skip, o) — @
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Sémantique opérationnelle : instructions

(a,0) — v
(X :=a,0) — | X — v

(co,0) — 0’ (c1,0") — "
(co;c1,0) — o
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Sémantiqgue opérationnelle : tests

(b,o) — true (cg,0) — o’
(if b then ¢q else c1,0) — o’

(b,o) — false (c1,0) — o’
(if b then ¢q else c1,0) — o’
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Sémantique opérationnelle : boucles

(b,0) — false
(while b do ¢,0) — 0o

(b,o) — true (c,0) — o’ (while b do ¢c,o’) — o”

(while b do ¢, o) — o”

D. MONNIAUX — Sémantique, analyse statique et typage 19



Exercices

Donner une sémantique pour |'appel de procédures

Donner une sémantique pour I'appel de fonctions
(ce que cela implique pour les expressions)

Réfléchir sur les opérations booléennes
Donner une sémantique du throw...catch

Sémantique a petits pas
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Sémantique opérationnelle d
petits pas



Petits pas : entiers

(e,0) —1 (€/,0") = «|'expression e, dans |'environnement o, se transforme
en |'expression e’ en un pas d’exécution, et |'environnement passe a ¢’ »

Si e’ est un entier on a terminé pour cette expression.

(n,o) —1 (n,o)

<33, U> 1 <U(£Ij), U>
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Petits pas : arithmétique

<a,(), O-> —1 <’TL(), OJ>
(ao +ai,0) —1 (no+a,o’)

<a,0, O-> —1 <n07 OJ>
(ao +ai,0) —1 (nog + ai, o’)

<n0+n1,0> . <n,0>n = Nng + N1
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Petits pas : booléens —

(e,0) —1 (€/,0") = «|'expression e, dans |'environnement o, se transforme
en |'expression e’ en un pas d’exécution, et |'environnement passe a o’ »

Si €’ est un booléen on a terminé pour cette expression.

(e,0) —1 (€/,0") = «|'expression e, dans |'environnement o, se transforme
en |'expression e’ en un pas d’exécution, et |'environnement passe a ¢’ »

ks D. MONNIAUX — Sémantique, analyse statique et typage 24



Petits pas : booléens —

(b,o) —1 (false, o)
(=b, o) —1 (true, o’)

(b,0) —1 (true,o’)
(=b, o) —1 (false, o)
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Petits pas : booléens N

Court-circuitée

<b070> —1 <true70-/>
(bo A b1, 0) —1 (b1,0')

(bg, 0) —1 (false,o’)
<b0 A b1,0'> —1 (false, 0'/>
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Petits pas : booléens Vv

Court-circuitée

(bg, 0) —1 (false,o’)
<b0 V b1,0'> —1 <b1,0'/>

<b07 0> —1 <true7 OJ>
(bo V b1,0) —1 (true,o’)
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Petits pas : instructions

(c,0) —1 (c',0’) = «quand on exécute la commande ¢, dans |'environ-
nement o, aprés un pas d'exécution on se retrouve a exécuter ¢’ dans

I'environnement o’ »

Si ¢/ = skip on a terminé pour cette expression.

(a,0) —1 (n,c’)

(X :=a,0) —1 (skip,o’| X +— n])

ke D. MONNIAUX — Sémantique, analyse statique et typage 28



Petits pas : séguence

(€0,0) =1 (g, 7)

(co; c1,0) —1 {cp; c1,07)

<607 0> —1 <Sk|p7 OJ>
<CO; C1, 0> —1 <Cl7 OJ>
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Petits pas : test

(b,0) —1 (true,o’)

<If b then ¢y else (31,0'> —1 <Co, O'/>

(b, o) —1 (false, o”)

<If b then ¢y else 01,0'> —1 <Cl, O'/>
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Petits pas : boucles

(b, o) —1 (false, o)
(while b do ¢, o) —1 (skip, o’)

(b,0’y —1 (true,o’) {c;while b do ¢, o’y —1 (skip, ")

(while b do ¢, o) —1 (skip,c”)
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Remarque

En pratique, on se raméne souvent a état = (p, o)
p = pointeur d’instruction

o = état mémoire
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Exercices

appels de procédure, return
appels de fonctions
pointeurs sur fonctions
exceptions

break, goto etc.
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Sémantigue dénotationnelle



ldées de base

Compositionnelle

Sémantique du tout définie par sémantique des parties

|dentifie programmes équivalents

co~ 1 <= Vo,0 ({(cg,0) = 0 < (c1,0) — o)

Relation entrée/sortie

? Ch.5
g s
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Dénotationnelle simple : expressions

le] , = {(o,n) | e s'évalue en I'entier n dans le contexte o}

[-]| standard pour sémantiques dénotationnelles
def
[n]4 = {(o,n) | o € X}

[X], < {(0,0(X)) | 0 € %}
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Dénotationnelle simple : expressions

[ao + a1] 4 < {(o,n0 + 1) | (0,70) € [ao]y, (o,n1) € [a1] 4}

[ao % a1] 4 & {(o,n0.11) | (0, n0) € [ao],, (o,m1) € [as] 4}
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Dénotationnelle simple : booléens

[true] , < {(c, true)}

[false] ; 4 {(o,false)}
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Dénotationnelle simple : comparaisons

Rq : en flottants, NaN = NaN rend false, = non réflexif

[ao = a1] 3 = {(o, true) | (0,10) € [aol s (0,71) € [ar] 4,70 = 111}

[ao = a1] 3 = {(o, false) | (0,n0) € [ao],, (,m1) € [ar] 4,0 # 1}
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Dénotationnelle simple : comparaisons

Rq : en flottants, NaN < NaN rend false, = non réflexif

[ao < a1l < {(0, true) | (o,10) € [aol 4, (0,11) € [aa] 4, 10 < na}

lao < a1] 5 < {(0, false) | (0, no) € [ao],, (o,n1) € [ar] 4, m0 £ N1}
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Parenthese sur les flottants

Le = et le < en flottants ne sont pas réflexifs.a cause du NaN.

Le +, *, ne sont pas associatifs!!!
On écrira donc &, ©, ®...
(x ®y) ©y pas forcément = x

# (1.0 +. 1E20) -. 1E20 = 0.;;
- : bool = true

Attention confusion objets langage de programmation

mathématiques qui « ressemblent »
ex : non terminaison

#+ objets
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Dénotationnelle simple : booléens

[bo A b1l < {(0,00 A i) | (a,00) € [bol g, (0, 01) € [bi] g}

[bo V b1l < {(0,v0 V 01) | (a,00) € [bol g, (0, 01) € [b1] g}

[-8] 3 < {(0,~[b] ) | (0,0) € [B] 3}
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Dénotationnelle simple : instructions

[skip] , = {(0,0)}

[X :=a] < {(0,0[X = n]) | (o,n) € [a] ,}
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Dénotationnelle simple : séquence

[co; 1l ¢ < [er] oo Lol

avec la composée de deux relations AC X xY et BCY x Z:

{(x,2) e X xZ|dyeY (x,y) € AN (y,z) € B}
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Dénotationnelle simple : test

def

[if b then ¢ else 1], = {(0,0") | (o,true) € [b] 3 A (0,0") € [co]

V (o, false) € [b] z A (0,0") € [e1] C}
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Ce que I'on voudrait

Pour tout programme P :
(0,0") € [P], < (0,P) — o'

Pour le while, suggere point fixe :

while b do ¢, = {(o,0) | (0,false) € [b] 5}
U{(c,0") € [while b do c] o [c] -] (o,true) € [b] 5}
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Théoremes de point fixe
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Cpo’s

Ordre partiel complet (cpo) = ensemble ordonné (L,C) tel que toute
a une borne supérieure sup,, x,, dans L.

suite croissante rg & 1 T

Fonction continue = pour toute suite croissante ro T 1 T ...,
f(sup,, x,,) = sup,, f(z,)

En général : cette définition = w-continue, continue = pour tout ensemble
dirigé.

Toute fonction continue est croissante; Réciproque vraie sur les domaines
finis.
Ok sz
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Plus petit point fixe

Théoreme Soit L un cpo avec un plus petit élément L, soit f une fonction
continue. Alors f a un plus petit point fixe, noté Ifp f = sup,, f™(L).

Preuve 1 C f(Ll) donc par récurrence, avec f monotone, (1) C
fn+1(J_)_

f (sup,, f*(L)) =sup, fo f*(L) =sup,~q f"(L) =1lp f.

Soit x un point fixe de f. 1 C x, donc par récurrence (L) C f™*(x) = .
Donc lip f C .

g s
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Sémantigue dénotationnelle
simple : while



Dérivation

Suivant la profondeur n de la preuve de (while b do ¢, o) —.

¢(T) = {(0,0) | (0,1alse) € [0] 5}
U{(o,0") € To[c].] (o,true) € [b] 5}

$(D) capture exactement

(b,o) — false
(while b do ¢,0) — 0o
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Dérivation

$*(()) capture exactement la précédente regle +

(b,o) — false
(b,o) — true (c,0) — o1 (while bdo c¢,01) — o’
(while b do ¢,0) — o’

o1 = état apres un tour d'exécution

Plus généralement : ¢"()) capture exactement toutes les dérivations de
(while b do ¢,0) — de taille < n.

Ok sz
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Point fixe

Donc |, ¢"(0) = lfp ¢ capture exactement les dérivations de profondeur
quelconque.

[while b do ] . € lfp(T — {(,0) | (o, false) € [b] ;}

U{(o,0") € To[c].] (o,true) € [[b]]B})

D. MoNNIAUX — Sémantique, analyse statique et typage 53



Exercices

fonctions récursives
théoreme de Rice-Shapiro
sémantique par continuations : call-cc, exceptions

goto et compagnie
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Sémantigue dénotationnelle sur
les cpo



Arithmétique

[n] 4 .0 = résultat de I'évaluation de n dans o
In],.c=n

[X],-0 = a(X)
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Arithmétique

def
[[CLO -+ al]]a O = [[a()]]a O + [[al]]a No)

def
[ao * a1] .0 = [ao] .0 x [ai] .0
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Booléens

[true], .o “ true

[false], .o X false

lao = ai], .0 4 lao]l,.c =B |ai],.0 avec (vo =p v1) = true si vg = v;
et (vg =p vy) = false sinon;

lao < ai], .0 i lao]l,.o0 <p |ai],,.c avec (vo <p v1) = true si vg < v;
et (vg <p vy) = false sinon;
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Booléens

[[b() N\ bl]]b O (1:ef [[bo]]b O N [[bl]]b O

[[b() V bl]]b O d:ef [[b()]]b .oV [[bl]]b O

attention a _L et court-circuit : strict vs non-strict
def

[-0], .0 = ~[0],
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Cpo avec |

[P].: ¥ — %,

Y =XU{L}, ordre L < o pour tout o € ¥

(false,0) (true, 0) (false,0) (true, 0)

$\bbot$

|P]..c = L si commande ne termine pas
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Instructions

[skip] ..o “ o

[X :==a], .0 dzer[X — [a] .o

[co; 1], < [ea], o [eo],

avec g o f la composition stricte : si f(x) = L, alors go f = L
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Flot de controle

. def
[if b then cq else ¢1] .0 =

si [|.],o = true alors [co],.0 sinon [¢1],.0

[while b do c]|,.o Y

Ifp(¢p — o0 +—si |.], o = true alors ¢ o [b] ..o sinon o).0
g s
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Exercices

passage de fonctions en parametres

fonctions récursives

sémantique par continuations : goto, exceptions, etc.
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Sémantigue axiomatique a la
Hoare



Présentation

[?, Ch. 6]

Floyd-Hoare : C.A.R. Hoare = Tony Hoare +
Robert Floyd

{A}P{B} =
si condition A valide, alors toute exécution de P qui termine donne un
résultat vérifiant B

{AYP{B} <= Vo,0', c =EAN(P,oc) -0 =0 =B
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Correction partielle vs totale

En correction totale : [A] P |B]
si condition A valide, alors toute exécution de P termine et donne un

résultat vérifiant B

Pour programmes déterministes :

{A}P{B} <= Voo A= J0' (P,o) -c'Nd' =B
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Instructions

{Ajskip{A}

{Blx — al}x := a{B}
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Flot de controle

{A /N b}Co{B} {A N\ _Ib}Cl{B}
{A}if b then ¢g else c1{B}

{ANDb}c{A}
{A}while b do c{A N —B}

A est un invariant de boucle =

vral en téte de boucle a tous tours d'exécution
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Extension

A —= A" {A}P{B'} B — B
1A} PLB}

- FF — G = «on peut prouver F' =— (G avec les regles de
I"arithmétique »
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Complétude

Pour toutes instructions hors while do :sion a P et B alors on trouve
un A qui convient (et est optimal) : weakest precondition.

Par exemple :

{Hi}co{B} {Hata1{B}
{(Hy Ab)V (Hy A =b) }if b then cq else c1{B}

C'est valable aussi pour les boucles'!

Ok sz
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Théoreme de Cook

Si B formule de |'arithmétique et P programme, alors on peut obtenir
mécaniquement une formule A telle que

{A}P{B}
Et méme :
{o]oE=A}=[P],, {0 |0 = B}
[P],, (B) € {o | Vo' (0,P) — o' = o' € B}
i
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Squeletie de preuve

Pour opérations hors while : régles sont conditions nécessaires et suffisantes
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