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Résumé

Les méthodes d'interprétation abstraite permettent d’obtenir des propriétés sémantiques de pro-
grammes informatiques de fagon entierement statique et automatisée. La réalisation d’interpréteurs
abstraits est cependant complexe, ce qui peut mettre en doute leur fiabilité. Parallelement, les tech-
niques de preuves formelles permettent, au prix d’un travail humain important, de produire des pro-
grammes certifiés conformes a leur spécification. Nous nous proposons de produire ainsi des inter-
préteurs abstraits dont la conformité a été montrée de maniére formelle.



Partie 1

Problemes scientifigues

1.1 Analyse de programmes

Afin de produire des logiciels sdrs, on veut montrer formellement qu’il vérifient
certaines spécifications. Ainsi, un logiciel de pilotage d’aiguillages de chemin de
fer ne devra jamais envoyer deux rames 'une sur l'autre ; un logiciel de pilotage
de fusée spatiale ne devra pas tomber en panne lors de son décollage et entrainer sa
destruction. Sans aller jusqu’a de tels logiciels critiques, on veut souvent s’assurer
gue des parties compliquées de logiciels fassent bien ce que I'on attend d’elles.

On peut diviser les techniques formelles mécanisées en trois catégories :

— l'analyse statique ol un programme déja réalisé est soumis a un logiciel
qui I'analyse et donne des résultats sur ses exécutions possibles en machine;
notons les techniques
— d'interprétation abstraite, sur des sémantiques approchées
— demodel-checkingsur des modéles finis

— lapreuve assistégdans laquelle un humain analyse le code du programme
avec l'aide d'un logiciel ; souvent, on opére sur une version simplifiée du
programme, développée dans un langage fonctionnel ;

— I'extraction de programme qui rejoint en grande partie la méthode précé-
dente, mais ou le programme est développé conjointement avec la preuve de
son bon fonctionnement - le programme, débarassé des preuves, peut alors
étre extrait pour étre utilisé.

Le probleme fondamental est que, bien évidemment, toute propriété séman-
tigue non uniformément vraie ou fausse est indécidahlans le premier cas, on
obtiendra des propriétés approchées, c’est-a-dire des propriétés vraies, mais non
nécessairement exhaustives.

1l s'agit d'un résultat bien connu de calculabilité, le théoréme de Rice : dans un systéme ac-
ceptable de programmation [MY78, §3.1, pp. 93-99], tel que les machines de Turngps la
fonction qui au code d’'un programme associe sa sémantique dénotationnelle, c’est a dire la fonction
récursive partielle gu'il calcule, alors les seules images réciproqueis guairsoient récursives sont
I'ensemble de tous les codes sources et I'ensemble vide.
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Sans chercher des problémes d’exposition compliquée, I'analyse du trés simple
programme suivant est trés difficile :

x:= lire_valeur_entiere ;

while x> 1
if impair(x)
thenx:=3x+1

else x:=x/2

La conjecture dite de Syracuse est que ce programme termine toujours, quelle que
soit la valeur entrée. Ainsi, un programme d’analyse suffisamment puissant pour
trouver ce résultat serait plus puissant que des milliers de mathématiciens compé-
tents!

Toute la difficulté réside alors en I'obtention de propriétés les plus exactes pos-
sibles (aprés tout, le systéme peut répondre « pas d’'information », ce qui est une
propriété exacte, mais de peu d'intérét!). Dans les autres cas, c’est I'ingéniosité de
I'analyste-programmeur qui est mise en jeu; la difficulté réside alors dans I'auto-
matisation du systéme de preuve afin de rendre la taiche moins fastidieuse.

Notons que ces techniques peuvent se combiner; ainsi on pourra utiliser des
techniques de preuve formelle pour se ramener a un systéme fini, puis appliquer
le model-checkingC’est ainsi que les prouveurs de théorémes se voient intégrés a
desmodel-checkerfORS97, HS96].

1.2 Interprétation abstraite

1.2.1 Introduction
Motivations

Linterprétation abstraite remplace I'usage de la sémantique exacte, qui mal-
heureusement est indécidable, par une sémantique approchée. Cette derniére ne
rendra pas compte de toutes les propriétés observables sur la sémantique exacte,
mais donnera un calcul en temps fini et si possible d'une complexité raison-
nable. Nous ne détaillerons pas trop les résultats mathématiques de cette approche
de la sémantique; le lecteur se référera a la thése de P. Cousot [Cou78] ou a
[CC98, CC92].

Prenons un premier exemple, un systéme de transitions. Celui-ci est donné par
un ensemble, didomaine concret X, une relation—c X x X et un ensemble
d’états initiaux possibleXy. Ce que nous voulons, c’'est calculer 'ensemble des
états accessibles, c’est-a-dg= {x € X | Ixg € Xo X0 —* X}. Or, suivant le sys-
téme, cet ensemble peut étre trés difficile, voir impossible a calculer (par exemple,
si 'on prend le systeme de transitions correspondant a la sémantique a petits pas
d’'un programme...).
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Ce que nous voulons calculer est

F
Xa= WX

i=0
ou W est la fonction :

w0 — O(X)
S — {§CX|IseSs—¢d}

Remarquons que la difficulté vient du fait que I'espadeX) peut étre infini. Nous
voulons nous ramener a un espace plus simple.

Propriétés a démontrer

Toujours sur cet exemple, nous pouvons nous intéresser a deux catégories de
propriétés :
— liveness propertiesou I'on veut s'assurer qu’a un moment, le systéme pas-
sera par certains étaxs;
— safety propertiesou I'on veut s'assurer qu'a aucun moment, le systéme ne
passera par certains étads
Dans le premier cas, nous pourrons conclure a 'aide d’une approximation infé-
rieure deXy : si X, C Xa et X N X} # 0, alors a fortioriX; N Xa # 0. Si 'approxi-
mation est trop imprécise, c’'est-a-dire g¥g est « trop inférieure » &,, nous
ne pourrons pas conclure. Dans le second cas, nous utiliserons une approximation
supérieure d&, : si Xy C X, etX NX, = 0, alors a fortioriX; N X, = 0. Si I'approxi-
mation est trop imprécise, c’est-a-dire gkieest « trop supérieure »%, nous ne
pourrons pas conclure.

1.2.2 Définitions
Treillis et opérateurs

Nous opérons dans déillis complets, c'est a dire des ensembles munis
d’ordres partiels (souvent notés) tels que tout sous-ensembdeait une borne
supérieureLIA et une borne inférieurelA. Par exemplelJ (X) muni de I'ordre
partiel C est un treillis complet, dont 'opération de borne supérieure est I'union et
I'opération de borne inférieure l'intersection. Remarquons que cela implique que
le treillis ait un plus petit élément, souvent natginfimum oubotton) et un plus
grand élément, souvent noté(supremum otop).

Une fonction d’un treillis dans un autre, ou opérateur,nashotonesi c’est
un morphisme pour l'ordre; il estontinu si I'image de la borne supérieure de
toute chaine croissante (sous-ensemble sur lequel I'ordre est total) est la borne
supérieure des images ; il @stcontinu si I'image de la borne supérieure de toute
suite croissante est la borne supérieure des images. Remarquons les implications
suivantes :
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morphisme de bornes supérieures
= continu

= w-continu

= monotone

Nous nous intéresserons souvent aux point fixes de fonctions d’'un treillis dans
lui-méme.

Théoréme 1 (Tarski) L'ensemble des points fixes d’un opérateur monotone est un
treillis complet.

Le théoréme suivant a I'avantage d’étre calculatoire.

Théoreme 2 (Kleene)Le plus petit point fixe d’'un opérateurcontinu f est
G
ifpf= f'(L).

Si nous sommes dans un treillis verifiantlandition de chaine ascendante
il est clair que le théoréme précédent nous donne un algorithme pour calculer le
plus petit point fixe d’'un endoopérateur sur un treillis de hauteur finie :
X:=1
while x < f(x) (ou, ce qui est équivalent,# f(x))

x:=f(x)

return x

Appellanthauteur d'un treillis la borne supérieure dalsJ{«} des longueurs
des chaines strictement croissaftesn treillis de hauteur finie vérifie forcément

la condition de chaine ascendante. Les treillis abstraits utilisés ici seront tous de
hauteur finie.

Correspondances de Galois

On appellecorrespondance de Galoigntre deux treillis<” et X! une paire de
fonctionsa, dite abstraction, g, dite concrétisation, vérifiant

vxe Xy e XFa(x) Cfy <= xC’ y(y).

Intuitivement, on perd de I'information au cours de I'abstraction. On note une telle
correspondance

xb%xﬁ.

2Nous pourrions définir les hauteurs de parties dirigées de cardinal quelconque et obtenir ainsi un
ordinal donnant la hauteur. On obtient alors le plus petit point fixe par récurrence transfinie. Cela n'a
évidemment aucun intérét calculatoire.
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1.2.3 Approximations (supérieures)

Si nous avons un treilli§, une fonctionf : T — T, et un treillisT# tel que
T # T¢, nous appelonsabstraction ou approximation de f une fonctionf*
telle que
vt e T a(f(t)) =f ffa(t)

. Sinous avons une égalité € T a(f(t)) = f*(a(t)) c’est quef’ est uneabstrac-
tion exacte Si f* est le minimum des abstractions flevour 'ordre produit sur
T! — Tf, f est lameilleure abstraction3 et f! = a o f oy

On définit de méme la notion d’abstraction pour les constant@) (C* C*) et
les fonctions a plusieurs argument,(y € Ta(f(x,y)) = ff(a(x),a(y))).

1.3 Le logiciel Coq et le calcul des constructions induc-
tives

1.3.1 Le calcul des constructionaC
Expressivité

Le Calcul des Constructions (CoC) de G. Huet et T. Coquand est le plus
puissant des systémes de typesMoalcul pur du cube. Il permet d’exprimer
des notions telles que le type des tableaux, paramétré par la nature des élé-
ments & y stocker et le hombre d’élements (on a ainsi une véritable fonction
Types— N — Types). Cette souplesse lui donne une forte expressivité lorsqu’'a
travers d’'un isomorphisme de Curry-Howard on l'utilise comme logique d’ordre
supérieur (fig. 1.2).

Extraction vers F,

L'utilisation du calcul des constructions pour définir a la fois des fonctions et
des propositions conduit a un mélange de types « concrets » (par exemple, le type
des entiers naturels) et de types propositionnels, dont le contenu est I'ensemble des
A-termes codant des démonstrations de la proposition logique codée par le type.

31l existe pas nécessairement de meilleure abstraction si on n’a pas de correspondance de Ga-

lois. Par exemple, le treillis
-
<0 >0
1

ne donne pas de meilleure approximation de la constante
4|l faut bien noter que la formule o f o yna en général aucun contenu calculatoire (voir 2.2.4).
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Fo AC
/ T / T termes dépendant de types
F—————

AM2 ___ . typesdépendant de termes

/ types dépendant de types
AW AMw

S L7

A

A

Fic. 1.1: Le cube de Barendregt des systemes de types purs. Notons le slysteme
de Girard, le systemlg, vers lequel on peut extraire les programmes du calcul des
constructions\C.

A-calcul typé logique

A-termes—— textes de démonstrations
appartient au typ% lest une démonstration de

types propositions

FiG. 1.2: Isomorphisme de Curry-Howard.
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Les types ont donc été séparés en deux claS&aset Prop, avec un typage ad
hoc® Tout le contenu calculatoire des programmes est ainsi reportéSnsi

I'on veut se contenter d’exécuter, on peut jeter ce qui correspdtrd@dans le
terme du programme, ce qui revient a procéder a une extraction [PM89] de son
contenu calculatoire.

Les systémes de type des langages fonctionnels comme ML [Ler] sont encore
largement insuffisants pour représenter les termes ainsi obtenus. En particulier, on
ne peut pas y parameétrer les types par des termes (en Caml, il existe un type « ta-
bleau » polymorphe en le type des éléments, mais non paramétrable par la lon-
gueur). On est donc amené a encore extraire, pour obtenir des teriagsRlen
que le systéme de type de ML, prédicatif, soit insuffisant pour reprédentan-
prédicatif, on peut s’en contenter ; au besoin, on inserera des coercions forcées.

1.3.2 Lestypes inductifs

Le systemd- est capable de représenter les types inductifs [GLT89]. Cette re-
présentation est malheureusement tres lourde, en particulier par les programmes
extraits qu’elle produit, inefficaces (par exemple, une définition naive de la fonc-
tion prédécesseur sur les naturels définis par zéro et successeur opérera en temps
linéaire en ce naturel, alors qu’on pourrait s’attendre a un temps unitaire). Une
représentation interne des types inductifs a donc été ajoutée. On obtient ainsi le
calcul des constructions inductivesXd). L'extraction donne des programmes de
F.; en cas d’exportation vers ML, les types inductifs du langage sont utilisés.

Cette représentation permet de définir tous les combinateurs logiques usuels
(A, Vv, d) comme des types inductifs, dont les constructeurs et les destructeurs
correspondent aux opérations d’introduction et d’élimination habituelles.

1.3.3 Lassistant a la preuveCoq

Le logiciel Coq permet I'entrée de spécifications dans le lang&gdlina;
les preuves a fournir, fastidieuses dans le cas de preuves logiques, peuvent étre
construites a partir d'un assistant de preuve.

SRemarquons que ce typage sépafaop deSet peut &tre vu comme une interprétation abstraite
de ladi-réduction, approximant la propriété de n’étre pas utilisé dans le résultat final.
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Travaux

2.1 Preuves formelles en théorie de l'interprétation abs-
traite

Afin de pouvoir aborder les problémes concrets d’analyse de programme, j'ai
d’abord réalisé une formalisation de la plupart des aspects théoriques de I'interpré-
tation abstraite.

2.1.1 Modele de base : le treillis complet

Nous avons pris comme structure mathématique de base le treillis complet;
cette structure, qui malheureusement exclut certains développements, comme les
polyhédres convexégtait cependant la plus indiquée pour les exemples envisagés.
Le probléme est qu'il est malaisé, dans I'état actuel des structur€egled’af-
faiblir les hypotheses de facon non homogéne a travers les définitions (définir une
certaine opération pour les ordres partiels, une autre pour les sup-demi-treillis com-
plets, une autre pour les treillis) tout en gardant une facilité d'utilisation suffisante
— voir le 3.2. Ainsi, les constructions de cette partie gagneraient pour beaucoup a
voir leurs hypothéses affaiblies. De méme, nous nous sommes restreints aux cor-
respondances de Galois, alors que des formes plus faitllabstractions existent.

Le treillis est donné comme la structure :

Record lattice : Type := {

1L es polyhédres convexes d’un espace de dimergsiamunis de I'enveloppe convexe de I'union
comme borne supérieure et de l'intersection comme borne inférieure, ne forment pas un treillis com-
plet a partir de la dimensiad ; ainsi, en dimensiog, I'union infinie de la famille indexée pardes
polygones réguliers a cotés de centr® et de rayorR est le disque de cent@ et de rayorR au
bord prés, ce qui ne peut pas étre donné par un polygone convexe. En revanche, c’est un treillis.

20n peut trouver des abstractions données uniquement par leur fonction de concrétisation. Ainsi,
pour reprendre le méme exemple que précedemment, les polyhedres convexes sont une abstraction
des parties de I'espace et se concrétisent en leur volume. En revanche, il n'y a pas de correspondance
de Galois, parce qu'il n’y a pas de « meilleure abstraction » : un disque peut ainsi étre approximeé par
exces de plus en plus finement par des polygones, mais l'intersection de ces polygones d’approxima-
tion va donner, modulo le bord, le disque lui-méme, ce qui n'est pas un polygone.

11
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lat T > Set;

lat R . (relation lat_T);

lat R_order : (order lat_ T lat_R);
lat_least_upper_bound . (Ensemble lat_T)->lat_T;
lat_least_upper_bound_ok : (pe: (Ensemble lat_T))

(is_least_upper_bound lat T lat R
(lat_least_upper_bound pe) pe);
lat_greatest_lower_bound . (Ensemble lat_T)->lat_T;
lat_greatest lower_bound_ok . (pe: (Ensemble lat_T))
(is_greatest_lower_bound lat T lat R
(lat_greatest_lower_bound pe) pe)

2.1.2 Treilllis classiques de base

Booléens

T = true

|

1 = false

Ce treillis ne pose pas de difficulté, a part que le fait qu’il soit complet ne puisse
pas étre prouvé en logique intuitionniste (voir 2.2.2). Nous introduirons donc les
opérations de bornes inférieure et supérieure de sous-ensembles définis par des
prédicats arbitraires comme des axiomes.

Treillis plats

2.1.3 Trelllis de fonctions

Toutes les constructions ci-dessous sont prouvées entierement formellement.
Définition

PourX un ensemble €f un treillis, on se donne I’ordrg(XHT) :

f<x-m) 9 = Vxe X(fx) <t (gX%)
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Alors I—'(XHT)S: AxeX.ur{(fx)|fe Setl_l(XHT)S: xeX.mr{(fx)|fes
PourT =B, cela donne en particulier teeillis des partiesde I'ensemble&X vu au
1.2.2.

Abstractions classiques

PourX etY deux ensembles &t un treillis
1.
(X=Y)=T)=—=X=(Y=T))
avec

a= AMPe((X—=Y)—=T)AxeXAyeY.
Lr{teT|3IfeX=Y)(Pf)=tA(fx) =y}

y= AMeX—=(Y—=T))Age (X—=Y)
Mr{teT|IxeX(fx(gx)=t}.

PourT = B cela donne en particulier

0((X—Y)) == (X~ D (Y)).

2. PourX un ensemble €l et T, deux treillis tels que

Ti==T),

ona V
(X — Tl) (X —To)

o
aveca’ =Aae (X —» Tj).acaety =Abe (X — Ty).yob.
3. PourX etY deux ensembled,: (X —Y), T untreillis, on a

(X =T)==(Y = T)

aveca =Aac (X —=T)AyeVY.Ur{teT|Ixe X(fx)=yA(ax) =t} et
y=Abe (Y —T).bo f. PourT =B cela donne en particulier
f—l
avec les fonctions image directe et réciproque.
4. PourX un ensemble € X, on a

Y
X—=T)==T
avec

a=Aac(X—T).(ax)
y=At € TAx € X.[six=Xg alorsT sinont].
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5. PourX etY deux ensembled,: (X —Y),ona
(Y=T)==(X—-T)

avec

a=Aac(Y—T)aof
y=Abe (X —>T)AyeY.rr{teT|Ixe X(fx)=yA(bx) =t}.

PourT =B et f une injection, cela donne I'abstraction des fonctions sur leur
restriction a une partie de leur domaine.

2.1.4 Treillis numériques
Treillis des signes

Nous avons implémenté comme abstraction numérique le treillis des signes
donné par

0 (@) %D ({—.0.4})

ou sgn(x) est la fonction « signe » associant a un entier relatif son sign® 6u
+).

Treillis des intervalles

Nous n’avons pu, faute de temps, implémenter le treillis des intervalles

0(Z) =1z = {11, } U{(xy) | X€ ZU{-w} Ay € ZU{+@} AX <y}

ou
y((xy) = [xyNZ
y(Li;) =0
a0 = Ly
a(P) = (infPsupP) P#0

2.2 Constructivité

2.2.1 Indécidabilités

Voici deux exemples d’abstractions, la premiere étant extrémement courante,
ou la meilleure approximation des constantes est indécidable.
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Projection
g’ . . .
Pour la correspondan€é(N x N) % 0 (N) ot TE(x,y) = X, étant donné

1
une partie récursivi deN x N, T¢(X) n’est en général pas récursiveautrement
dit, on n'arrivera pas a associer de facon calculatoire & une parti¥ xI&N
sa premiére projection! Lors de I'implémentation, cela correspondait a l'usage
d’axiomes non réalisables (voir 2.2.2).

Abstraction vers un ensemble fini

Il est évident que le probléme abstrait est indécidable en général si I'on ne place
pas de conditions sur les opérateurs ou l'abstraction considérés. Nous voyons ici
que si la fonction d’abstraction est non effective, il peut étre impossible de donner
effectivement des versions abstraites exactes des constantes du programme.

, ) . y .
SoitW un ensemble non récur&ifPour la correspondante(N) <—TB ou
a(X) =[siWNX #0alorsT sinon_],

la meilleure approximation des constantes n’est pas calculable : calculer la
meilleure approximation de n'importe quel singletoq revient & décidew (x).

Ainsi, on peut tres bien avoir une abstraction vers un domaine fini ou la
meilleure approximation des constantes est indécidable!

Par contre, il faut noter que I'on a toujours une approximation supérieure,
tout le probléme consiste a se placer entre celle-ci, qui n'a aucun intérét, et la
meilleure, éventuellement non calculable, et le plus prés possible de cette derniére.

2.2.2 Ramener I'indécidabilité dans des axiomes

Pouvoir calculetig{b € B | P(b)} implique de pouvoir décider effectivement
toute formule du systéme (calculeg{b € B | PAb= T}), ce qui s’exprimerait
enCoq par
(P: Prop) {P}+{~P}
C’est bien entendu un axiome trés fort, qui implique d'ailleurs I'axiome classique
VP : PropPV —P.

Cependant, nous avions besoin de déclarer le faifigest un treillis complet.
Nous avons donc rajouté les opératiéhs: Lig{bc B | P(b)} etP— Ng{bc B |
P(b)} comme des axiomes de la théorie. Ces axiomes étant non réalisables, ils ne
devront pas étre présents dans les programmes a exporter.

3|1 suffit pour s’en convaincre de considérer I'ensemble des couples d’edtiersx, y) ouy
est le code d’'une preuve de la formug@our un codage de Godel des formules et des preuves de
I'arithmétique de Péano, lequel est un ensemble récursif dont la premiére projection est I'ensemble
des formules démontrables de I'arithmétique de Péano, lequel est non récursif.

40n prendra par exempW = {(x,x) | ou(x,X) # 1} avecd, la fonction universelle d'un systéme
acceptable de programmation, les machines de Turing par exeMpk.récursivement énumérable
mais pas récursif.
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2.2.3 La constructivité n’est pas évidente

Nous l'avons vu, le théoréme de Kleene (2) nous fournit, dans les treillis vé-
rifiant la condition de chaine ascendante, un moyen simplement implémentable de
calculer le point fixe de toute fonction monotone... Implémentable ? Nous faisons
appel a deux opérations sur le treillis : I'infimum (ce qui ne pose en général pas
de probléme — toutes les constructions que nous faisons sur nos treillis de base
donnent des infima d’expression trés simple) et la comparaison d’éléments. Or,
cette derniére n’est pas une opération anodine, elle peut méme étre tres vite indé-
cidable — ainsi la comparaison de deux fonctidhs> N récursives I'est.

Il est ainsi fourni une définition constructive de I'égalité de deux fonctions
f : X — Y avecY un ensemble quelconque ¥tun ensemble fini; celle-ci est
définie par récurrence sur le cardinalXleS'il y a besoin de prédicats d'égalité sur
des ensembles arbitraires, on peut les introduire comme axiomes. Il faudra alors
éviter la présence de ceux-ci dans le code exécutable.

La nécessité de ne garder que des termes réalisables dans le code a exporter a
transparu dans les structures utilisées : nous avons ainsi défini ladkttise
des treillis complets calculatoires, dont les opérations d’'infimum et de bornes supé-
rieure et inférieure de paire d’éléments sont effectives ; des champs de cette struc-
ture établissent I'égalité entre ces éléments et leur définition en termes de bornes
supérieures et inférieures de parties définies par des prédicats :

Record clattice : Type :=
{ clat_lattice :> lattice;
clat_join: clat_lattice->clat_lattice->clat_|attice;
clat_join_ok: (x,y: clat_lattice) (clat_join x y)=
(lat_least_upper_bound clat_lattice
(epair clat_lattice x y));
clat_meet: clat_lattice->clat_lattice->clat_lattice;
clat_meet_ok: (x,y: clat_lattice) (clat_meet x y)=
(lat_greatest_lower_bound clat_|lattice
(epair clat_lattice x vy));
clat_bottom: clat_lattice;

clat_bottom_ok: clat_bottom = (lat_bottom clat_lattice);
clat_equal: (x,y: clat_lattice) {x=y}+{~ x=y}

2.2.4 Egalité mathématique et contenu calculatoire

Lors des développements mathématiques effectués, il est apparu tres vite la né-
cessité de bien faire apparaitre des distinctions basées sur la calculabilité de termes
mathématiquement égaux. Prenons un exemple ysi B,

G
xuy= {teB|t=xVt=y}.

Or, le deuxiéme terme fait appel a un axiome non constructif, la prise de borne
supérieure sur un sous-ensemble arbitrair® di&fini par un prédicat, tandis que
le premier est aisément définissable par distinction de cas.
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" , Ni ,
De méme, dans le cas d’'une correspondance de Glalmas T#, d’une fonc-

tion f : T — T, on peut prendrd? : T* — Tf =a o f oy, qui est la meilleure
approximation def. Malheureusement, en général, cela n’a pas de contenu calcu-
latoire,a ety pouvant trés bien ne pas en avoir, par exemple en contenant des prises
de bornes supérieures et inférieures par prédicats (exemples au 2.1.3).

Le point crucial est que des termes riiin-équivalents peuvent avoir la méme
sémantique informelle alors que certains représentent des programmes et d’autres
non. Il convient donc de faire trés attention a établir I'interpréteur abstrait a partir
de formules effectives — les plus simples possibles si I'on veut un code extrait
efficace. Si l'interpréteur est effectivement égat a f - y, on doit montrer cette
égalité.

2.2.5 Indécidabilité de formules

Nous sommes souvent confrontés a des preuves de théorémes du premier ordre
de la formeA = B, avec dansA et B comme seuls connecteur la conjonction,
comme seul quantificateur le quantificateur universel, comme seul prédicat le pré-
dicat d’ordre, et en admettant des symboles de fonctions sur une sighature

Il serait donc tentant d’avoir une procédure de décision qui, en fonction d’une
formule F de cette forme, dise $K, (fi)ies,C) IF F pour tout ensemble ordonné
(X, ) et affectations des fonctions. Nous montrons que cela est malheureusement
impossible.

Considérons une signatu¥eet I'algébre initialels, ainsi qu’une théorie égali-
taireE surX (c'est a dire une conjonction de formules universellement quantifiées
dont les fonctions sont dans la signatd)gLal90, ch. 6], [JD9O0].

Toute formuleF vraie surls sera vraie sur tous les autres modeleg& dBem-
plagons dank toutes les égalités=y par des conjonctionsC y Ay C X pour ob-
tenirF’. La formuleF’ sera alors vraie sur tous les modé&l¥s( f;)ics, =), puisque
dans chacun de ces modétes’y x=y < xCyAyLC X

Supposions que nous disposions d’'une telle procédure de déBisRin= F
nous aurions alorB(F’) = true. Réciproquement, $ F, comme=g est un ordre
partiel, il existera au moins un modele sur legiebera fausse.

Nous obtenons ainsi une procédure de décision des théories équationnelles. Or
cela est absurde; il suffit de considérer la théorie des combinateurs S-K-I [Lal90],
laquelle est indécidable.

2.3 Extraction d’interpréteurs abstraits

Mon choix de I'assistarfoq était entre autres guidé par le coté pratique qu'il y
a a avoir une possibilité d’exportation du code spécifié vers un langage compilable.
Ainsi, ici le code généré peut étre exporté v@igective Caml.

En raison de problémes dans la procédure d'extraction de Cog, et notamment
de son incapacité@@d-réduire certains fragments non typables pour Caml (plus par-
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ticulierement la fonction qui a un treillis associe son ensemble sous-jacent), nous
n'avons pu extraire qu’un exemple relativement petit (les expressions régulieres).

2.3.1 Points fixes d’'opérateurs monotones

Un des points marquants de cette possibilité et de pouvoir faire intervenir dans
la définition du programme des propriétés indispensables a la bonne définition
de ce programme, mais sans contenu calculatoire ; les termes correspondant aux
preuves de ces propriétés seront éliminés a I'extraction.

La procédure de calcul du plus petit point fixe d’un opérateur monotone dans
un treillis vérifiant la condition de chaine ascendante est de type :
iterate_fixpoint

: (T:wflattice)
(f:(M)->(T)
(is_monotonic T (lat R T) T (lat R T) f)
->{nx:(nat*(T))|
(omega_iterate T f (clat_bottom T) (Fst nx))=(Snd nx)
& (f (Snd nx))=(Snd nx)}

(elle calcule en paralléle le nombre d'itérations). Cette fonction est basée sur la
fonction

Acc_rec
. (A:Set)
(R:A->A->Prop)
(P:A->Set)
((x:A)
(AR y x)->(Acc A R y))-
>((y:A)R y x)->(P y)->(P X))
->(x:A)(Acc A R x)->(P x)
de récurrence bien fondée sur la définition inductive définition de la condition de
chaine ascendante :

Inductive Acc : A -> Prop

= Acc_intro : (X:A)((Y:A)(R y X)->(Acc y))-
>(Acc X).
L'exportation de cette fonction produit

let acc_rec f =
let rec acc_rec x =
f x (fun y -> acc_rec y)
in acc_rec

ce qui est un combinateur de point fixe universel !
Ainsi, la procédure d’extraction a jeté les paramétres de monotonie et de condi-
tion de chaine croissante pour produire un sous-programme trés simple.
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2.3.2 Testdégalité

Un autre exemple d’extraction est le test d'égalité. On lui donne un type
xy: T) {x=y}+{~x=y} , Ce qui veut dire que c’est une fonction a deux pa-
rametres dan$ qui retourne effectivement une valeur dans type a deux construc-
teurs, en fournissant dans le premier cas une preuwe=dg et dans le deuxieme
une preuve d& #y. Les fonctions de test extraites retournent alors une valeur d’'un
type a deux élémenteft etright , de méme qu’habituellement on retourne
true etfalse

2.4 Exemples proposeés

Les développements présentés ici et la théorie associée, formalisésospnt
font environ 10000 lignes de code.

Notre travail a été ralenti par la découverte de bugs @amg, nous remercions
d’ailleurs I'équipe de développement de ce logiciel d’avoir eu la patience de lire
nos récriminations !

2.4.1 Expressions régulieres
Soit un alphabek et
Tli_l D2 — YU {8}

ht — h
€ — &

>* étant le monoide des mots sur cet alphabetletmot vide. On a la correspon-

-1

dance de Galois (Z¥) ——=0(zU {€}). Les expressions réguliéres susont

les objetsR générés par la grammaire algébrique

R:= X

| RR

| R

| RIR

et leur sémantique est définie par induction structurelle :
[X] = {x
[RuRl = [Ri.[Re]
[R] = IpX— {e}U[R].X
[Ri|R] = [Ri]U[R-
Nous montrons formellement soGeq que

[x]* = {x
[RiR]* = [si[Re]* # 0alors[Ry]* sinon@] U [si€ € [Ry]* alors[[R]* sinon0)
[R]F = [RJFuU[si[R]* # 0 alors{e} sinon0|
[RelRe]F = [RaU[R]".

est une interprétation abstraite exact€[R]]) = [R]?).
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Malgré sa simplicité pour un humain, la preuve de correction de cette abstrac-
tion a été trés laborieuse, en raison notamment d’un grand nombre d’analyse de cas
sur des tétes de listes. Notons que le prouveur a été néanmoins utile : ayant omis
par mégarde le te§R;])* # 0 dans une premiére formulation de la version abstraite,
NOUS NOUS en sommes apercgu en traitant un sous-cas de la preuve de correction.

Nous avons exécuté le code extrait (appendice A.1).

2.4.2 Langage impératif simple

Nous considérons un langage impératif dont les variables sont entiéres, les
constantes les entiers relatifs, les opérateurs arithmétiques 'addition, la soustrac-
tion, la multiplication entieres, les opérateurs de comparaison entiers, les opéra-
teurs booléens et, ou, non et les constructions de contr6le de flot le test et la boucle
tant-que.

La sémantique dénotationnelle d’'un programme écrit dans un tel langage peut
s'exprimer comme le plus petit point fixe sur le domdih@ x Zg, ), ouL est I'en-
semble (fini) des points de programme, d’'un systeme d’équatiersE obtenu
par transformation syntaxique du programiig.est 'ensemble des entiers relatifs
étendu par la constan2 signifiant « donnée non initialisée ».

E est un ensemble de termes défini algébriquement :

X1 < X2 Xg,X €V
X1 =X Xi,X €V
B1 ABy
‘ B,V Bs.
Nous considérons le treilliS=[ (V — Zgq) des environnements de stockage.
La sémantique d’'un programnfec L — E est alors

E:= e
| &
| () leL
| x:=A{l) xeV,acA lel
| 1B(I) beA lelL
| Ei|Ez
avecV I'ensemble (fini) des variables,I'ensemble des expressions arithmétiques
A= z Z2€ Zq
| v veV
| random
| Ai+A
| AL—Ap
‘ A]_ X A2
etB I'ensemble des expressions booléennes
B:= True
| False
|
|
|

[P] =fpc, (N (L— SN :L[PI]e.i
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ouf€e: ((L— S — ) est définie par
e ]e = s
ol = (v
[ei = il |
=ai)led = (i1){x— [ala (i)}
[bei = [Blens(il)
ler|elei = [ereiusfee
avec|b]lg : Sdéfinie par
[Truelg = Twv-zq)
[Falselg = Lv—zq)
x1<x]g = {s€(V—-2Zq)|sx1=QVsxx=QV(sxgeZASXp € ZASX <SX2)}
xr=x]g = {s€(V—2Zq)|sx1=QVsXxp=QV(SX1 EZASXy € ZASXL =5X2)}
[binba]lg = [bi]gMs[b2]g
[bavbz]g = [oa]gUs[bzlg
et[all,: (S— 0 (Zq)) définie par
[Z]a-s = {z
[V]a-S = SV
[random],s = Z
[22+a2as = [aa]a-s+[@2fa-s
[2a—a2]as = [ai]as—[a2las
[aa x@2fla-s = [a]a-sx [@2]a-s

Nous opérons une premiére abstraction, I'analyse non relationnelle : on « ou-
blie » les relations entre variables par

W
S=0(V — Za) —= (V — 0 (Za)) =g
vV
ovay(P).v=T (P)etw(p) =[], f.v(voir 2.1.3, 1).
. Yz
Etant donnée une abstraction numérique etendu® én(Zgq) *a_—9> Tz,,
Z
nous opérons une deuxiéme abstraction point a point (voir 2.1.3, 2).Q
. . L, . Yz .
A partir d’'une abstraction numériqie(Z) <a——*TZ on construit une abstrac-
Z
tion numeérique étendue €nen faisant I'abstraction produit

AOE Y. £) vt
0 (Zo) ~0 (Z) x Boa WOV
Axy) {0z (X),y)




Partie 3

Perspectives

3.1 Neécessité de tactiques adaptées

La preuve formelle de théoréme nécessite un certain degré d’automatisation
pour étre efficace. Des tactiques plus évoluées semblent étre nécessaires pour dé-
velopper efficacement des preuves mécaniques d'interpréteurs abstraits.

Nous n’avons malheureusement pas pu beaucoup expérimenter en raison du
manque de documentation sur 'architecture intern€Cdg v6.1 et de l'arrivée
tardive deCoq v6.2.

3.1.1 Tactiques d’équivalence de formalisme

Une part importante des preuves faites en pratique dans un systéme comme
Coq passe dans le travail sur des formulations inutilement complexes équivalentes
a des formes plus habituelles pour nos yeux. Par exemple, si lfonxa— Y et
g:Y —-ZetACX,ona

gof(A)={zeZ|IxeXz=9(f(X))}
mais les calculs menés par le systéme peuvent aboutir a
{zeZ|3yeY z=9g(y)AIxe X y= f(X)},

ce qui est bien entendu équivalent mais demande de faire une petite preuve annexe
de simplification (on fera par exemple usage de I'axiome d’extensionnalité des
parties, qui est que

Vze XP(z) = P (2) A\Vze XP(2) = P(z) = {z€ Z|P(2)} = {ze Z | P'(2)}.

Sans méme parler d'égalités d’ensembles, des formulations équivalentes de
propositions peuvent entrainer des lourdeurs ; ainsi,

Vx e X P(x) A Q(X)

22
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est trivialement équivalent a
Vx e X P(x) AVx e X Q(X),

mais dans certaines circonstances la deuxiéme formulation est moins pratique.
Dans le méme ordre d’idégs

YxeX3dyeY PXxy)

est équivalent a
If : X =Y Vxe X P(x, f(X)).

Il semble donc souhaitable d'avoir, pour une meilleure efficacité, un systéme
qui « voit » les équivalences de ces différentes formes. On notera que la tac-
tiqueIntuition «normalise » les hypothéses du contexte courant vers de telles
formes. On pourrait envisager I'extension de ces possibilités.

3.1.2 Ordres

Une des principales difficultés rencontrées lors de ce stage a été la lourdeur des
preuves sur les ordres. Ce qui nous parait trivial est en effet difficile a faire pour
le prouveur. De méme qu’une tactique de décision de I'arithmétique de Presbur-
ger existe [BBC 98, ch 17, pp 249-252],il serait souhaitable de développer une
tactique spécialisée en théorie des treillis.

Il faut cependant noter qu'une telle tactique ne pourrait étre trop universelle
(voir 2.2.5). Il faudra donc préciser un domaine de validité ou se contenter d’'une
procédure de semi-décision tronquée en temps, par exemple.

3.1.3 Métathéorie

Dans les mathématiques courantes, il nous arrive de faire des raisonnements
métathéoriques, comme « si cette preuve était correcte, elle s’appliquerait sur cette
autre structure ou la propriété a démontrer est fausse, donc cette preuve est incor-
recte ». Sur les cas traités, nous sommes tentés de justifier par exemple qu’'une
sémantique esto-continue en disant « c’est une combinaison d'opérateurs qui
sont tousw-continus, donc elle esb-continue ». Si cela est en partie possible a
I'intérieur du systéme (prouver un théoréme « la composée de deux fonations
continues esto-continue »), une telle approche ne résout pas le probleme en pra-
tique. Les raisons sont de deux ordres :

1. méme si I'expression écrite est égale a une composée d’'opérateurs, elle n'est
pas forcément sous cette forme;

1)l s"agit en fait du méme exemple que précedemment, mais avec urdtypeest un produit
dépendant, alors queest un produit non dépendant.
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ensemble

ensemble partiellement ordonné

/\

sup-demi-treillis inf-demi-treillis
treillis
sup-demi-treillis complet inf-demi-treillis complet

\ /

treillis complet

Fic. 3.1: Le treillis des structures utilisées (on n’a pas figuré toutes les combinai-
sons possibles). On peut encore rajouter des structures plus calculatoires, comme
des treillis complets munis d'une fonction effective de comparaison.

2. on peut avoir a considérer des structures sur lesquelles les démonstrations ne
sont pas internalisables, par exemple les définitions inductives; on ne peut
pas écrire de théorem@oq disant « pour tout type inductX, pour toute
définition par cas suX ou tous les cas sont-continus en I'argument, alors
la fonction esto-continue », ce théoréme est uniquement métathéorique.

Il semble donc souhaitable d’avoir des tactiques permettant de régler ces cas.

3.2 Difficultés dans I'élaboration des théories

Nous manipulons des structures mathématiques de plus en plus étoffées
(fig. 3.1). Ces structures font I'objet de théorémes géneriques, pour lesquels il
est pratigue de nommber la structure compléte sous un seul nom; ainsi, en ma-
thématiques, nous disons « sP&, ,J) un sup-demi-treillis », voire « soX un
sup-demi-treillis » a la place de « seftun ensemble muni d'une relatian telle
que... ». Cela est d’autant plus flagrant dans les transformations des structures;
ainsi, on peut définir une sorte de fonction qui a un ensedbét un treillisT
associe le treillig*.

Cette approche structurelle permet de simplifier considérablement I'expres-
sion des théorémes, particulierement en donnant des hypothéses courtes et lisibles.
Elle semble donc indispensable a des développements mathématiques conséquents
comme ceux que nous avons commenceé de faire.
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| afficheur de texte

T

champ d’entrée texqe afficheur de text@op-up

- —
- —
-~ —

-~ —
~ —
~ —

- L
champ d’entrée textgop-up

FiGc. 3.2: Exemple des difficultés de I'héritage sur un probléme concret de génie
logiciel : les interfaces graphiques. Si on a une bibliothéque fournissant les types
d’'objets encadrés, et qu'on I'étend en étendant l'afficheur de texte par une pos-
sibilité depop-up on peut difficilement déclarer le champ d’entrée tgxi@-up
comme héritant de I'afficheur de texgep-upet du champ d’entrée texte. Ce genre

de probleéme se retrouve dans le développement formel de théories mathématiques.

Une premiére approche de ce probléme, que nous avons utilisée, est de défi-
nir des structures imbriquées avec des coercions implicites entre elles"HBC
p. 229]. Ainsi, une structur® étendant une structur® contient un champ cor-
respondant a la structue; on peut aussi voir cela comme un héritageAdear
B. Malgré quelques difficultés dles aux complications que ces coercions induisent
dans les mécanismes d’unification du prouveur, cette solution est relativement sa-
tisfaisante pour un héritage linéaire. En revanche, on a plus de mal a faire des
structures qui soient la « borne supérieure » de deux autres : ainsi un treillis com-
plet est la combinaison d’un inf-demi-treillis et d’'un sup-demi-treillis. Il est mal-
heureusement impossible de retracer cela a I'aide du mécanisme d’enregistrements
a héritage d€oq. Cela est a rapprocher des difficultés que I'on trouve par exemple
en C++ lorsque I'on a une structure que I'on a enrichi de deux fagons différentes
et dont I'on voudrait récupérer une version « plus enrichie que les deux autres »
(fig. 3.2).

Le graphe 3.1 nous fait penser a un treillis de sous-typage. Des systémes de
modules avec sous-typage sont disponibles dans des langages &iemdard
ML ou Objective Caml [Ler95], et J. Courant propose un systéme de modules
pour les systémes de types purs, adaptallecqa/Cou98]. Un tel systéme pourrait,
selon lui, faciliter I'élaboration de théories complexes :

[...] on voudrait pouvoir disposer de bibliothéques de résultats et de

preuves, dans lesquelles on aimerait puiser pour spécifier un probléme
donné ou effectuer une démonstration, de méme qu’en mathématique
on feraréférence ala définition / au lemme / au corollaire / au théoréme

X, du chapitreY, de I'ouvrageZ.

Une telle approche semble ainsi toute indiquée pour faciliter la réalisation de pro-
jets certifiés lourds, de méme que la programmation modulaire facilite la program-



26 PARTIE 3. PERSPECTIVES
mation de gros projets « conventionnels ».

3.3 Génération automatique de version abstraite

Le travail d’écriture des opérateurs abstraits est fastidieux ; idéalement, on ai-
merait pouvoir rentrer la sémantique concréte et I'abstraction et avoir un processus
automatique qui produise la sémantique abstraite, voire méme une preuve de la
correction de celle-ci.

Bensalemet al. [BLO98] proposent un systeme produisant automatiquement
des abstractions de systémes d’'états finis. Le cadre théorique est le suivant : étant
donné un ensemble d’états concr&tsune relation de transitiof>C S x 5, un
ensemble d’états abstralf$, et une relation d’abstractioh C ¥ x % on veut fa-

briquer une relationsi de transition abstraite telle que
X,y e IV € ZF xS yAAXX) = Ty X LAY AA(Y,¥)2.

Alors, aveoop € etog € 3% tels queA(ay, o’ ), notant4(s) = {xe X | g 5 x},
a(s) = {xe =t | o} s, X} etA 1(XH) = {xe 2| I € X A(x,x*)}, on a

A(s) c A HA(s)),

ce qui donne une condition de sécurité.

La méthode proposée part d’'un graphe abstrait complet (abstraction sdre, mais
inintéressante) et 6te des aré(&sy*) qui peuvent I'étre en conservant la sdreté
de I'abstraction, c’est-a-dire que :

X,y € T AXX) AX Sy = —A(Y, V).

La vérité de cette formule peut étre établie de deux fagons :

— des moyens syntaxiques relatifs a la classe de systéme considérés, qui re-
viennent a I'application de certaines abstractions exactes d'opérateurs pri-
mitifs comme ceux d’assignation a I'environnement;;

— succeés d'un prouveur de théoremB¥ 8) sur cette formule.

Cette méthode n’est évidemment pas compléte, le probléme général étant indéci-
dable (voir 2.2.1). On espére cependant arriver a approximer raisonnablement bien
la fonction afin de pouvoir prouver les propriétés voulues.

Dans notre cas, nous aurions pu nous servir d'une méthode analogue pour

prouver la correction de certains opérateurs élémentaires. Prenons une abstraction

20n note souvent cette condition
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-1

0 (A) ;D (B) ou B est un ensemble fini et une fonctign A — A. g déter-

mine canoniquement un opérateur image dirgcteé (A) — O (A). Nous voulons
abstraire cet opérateur. Pour chaque élénvede [ (B), pour chaque élément

deB, nous essayons de prouver gue-(Y)Ng~(b) = 0. Si le prouveur y arrive,

nous posong’(Y).b= L, sinong*(Y).b= T. Il est clair que cette méthode fournit

une abstraction sdre. De plus, une preuve de la correction de cette abstraction peut
étre construite a partir des preuves des forméitegY) Ng=*(b) = 0.

Avec un prouveur pouvant prouver des formules d’arithmétique élémentaire
sans se laisser déconcerter par les quantificateurs existentiels et une tactique adap-
tée, il est ainsi possible d’extraire les opérateurs d’addition, soustraction, multipli-
cation sur le treillis des signes, ainsi que les constantes.

3.4 Conclusion

Nous avons implementé deux exemples d’interpréteurs abstraits, en avons for-
mellement prouvé entierement I'un deux et avons prouvé la plus grande partie de
la correction du deuxiéme, cette deuxiéme preuve, fort fastidieuse, n’ayant pu étre
achevée faute de temps. Ce faisant, nous avons essayé de dégager les obstacles a
la fois théoriques (nous donnons notamment des résultats d’indécidabilité) et pra-
tiques, et essayé de donner des pistes pour la résolution des problémes.



Annexe A

Code exporté

A.1 Expressions réguliéres

type 'x regexpr =
Void
| App of ('x regexpr) * (X regexpr)
| Star of ('x regexpr)
| Letter of 'x
| Disj of ('x regexpr) * (X regexpr)

let is_not_empty xs =

if (xs (None)) then true else

try
for i=0 to 255
do

if (xs (Some (Char.chr i))) then raise Exit

done; false

with Exit->true

let equal j k = j=k

let sem_regexpr =
let rec sem’ = function
Void -> (fun w -> match w with
None -> true
| Some a -> false)
| App (r1, r2) -> (fun w ->
match w with
None ->
(match sem’ r1 None with
true -> sem’ r2 None
| false -> false)
| Some h ->
(match sem’ rl (Some h) with
true ->

28
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(match is_not_empty (sem’ r2) with
true -> true
| false ->
(match sem’ rl None with
true -> sem’ r2 (Some h)
| false -> false))
| false ->
(match sem’ r1 None with
true -> sem’ r2 (Some h)
| false -> false)))
| Star rO0 -> (fun x ->
match x with
None -> true
| Some a -> sem’ r0 x)
| Letter a -> (fun w ->
match w with
None -> false
| Some h -> equal a h)
| Disj (r1, r2) -> (fun w ->
match sem’ r1l w with
true -> true
| false -> sem’ r2 w)
in sem’



Annexe B

Portions du développement en
Coq

B.1 Expressions régulieres

Require PolyList.
Require proj1_list.
Require lattice_tools.
Require galois.
Require bool_tools.
Require Bool.
Require abstractions.
Require functions.
Require Relations.
Require lattices.
Require operators.
Require fixpoints.
Require general.
Require chains.
Require Ensembles.

Section regexp_sec.

Variable X: Set.

Variable equal: X->X->bool.

Variable equal_ok: (x,y: X) (bool_to_prop (x=y) (equal x y)).

(* Fixpoint napp [n: nat]: (list X)->(list X) :=
Cases n of
O => [x: (list X)] (nil X)
| (S n) == [x: (list X)] (app x (napp n X))
end.

Lemma napp_eq_nil: (n: nat) (x: (list X)) ((nhapp n x) = (nil X)) ->
((n = 0) V (x = (nil X))).
Proof.
Intro n.
Case n.
Left .
Trivial.

Simpl.

Right .

Cut x=(nil X)A(napp n0 x)=(nil X).
Intuition.

Apply app_eq_nil.
Assumption.
Save. *)

Inductive regexp: Set :=
Void: regexp
| App: regexp -> regexp -> regexp
| Star: regexp -> regexp
| Letter: X -> regexp
| Disj: regexp -> regexp -> regexp(*
| Plus: regexp -> regexp*).

30
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Local A:=(parts_lattice (list X)).

Fixpoint sem [r: regexp]: (lat_T A) :=
Cases 1 of
Void => [w: (list X)]
Cases w of
nil =>true
| _ => false
end

| (App rl r2) => (app_concrete X (sem rl) (sem r2))

| (Star r) => (lat_Ifp A (Compose (add_empty_concrete X)
(app_concrete X (sem r))))

| (Letter a) => [w: (list X)]
Cases w of
(cons h ) => (equal a h)
| _ => false
end

| (Disj r1 r2) => [w: (list X)] (orb (sem rl w) (sem r2 w))
end.

Local B:=(parts_lattice (option X)).

Variable is_not_empty: (lat_T B)->bool.

Hypothesis is_not_empty_ok: (pe: (lat_T B))
(bool_to_prop (EX x: (option X) | (pe x)=true)
(is_not_empty pe)).

Hypothesis find_back_proj1_list: (x:(option X)) (ys: (lat_T A))
(bool_least_upper_bound
[tO:bool](EX x1:(list X) | (projl_list X x1)=x & (ys x1)=t0))
=true
-> (EX xlL:(list X) | (projl_list X x1)=x & (ys x1)=true).

Fixpoint sem’ [r: regexp]: (lat_T B) =
Cases r of
Void => [w: (option X)]
Cases w of
none => true
| _ => false
end

| (App rl r2) => (app_abstract X is_not_empty (sem’ rl) (sem’ r2))
| (Star r) => (add_empty_abstract X (sem’ r))

| (Letter a) => [w: (option X)]
Cases w of
(some h) => (equal a h)
| _ => false
end

| (Disj r1 r2) => [w: (option X)] (orb (sem’ r1 w) (sem’ r2 w))
end.

Definition abstr:= (parts_abstraction (list X) (option X) (projl_list X)).

Lemma bottom_is_empty:
(is_not_empty [ _:(option X)]false)=false.
Proof.
Cut ([pe:(lat_T B)]
(bool_to_prop (EX x:(option X) | (pe X)=true) (is_not_empty pe))
[_:(option X)]false).
Case (is_not_empty [ :(option X)]false).
Simpl.
Intro.
Case H.
Auto.

Auto.

Exact (is_not_empty_ok [ _:(option X)]false).
Save.

Lemma star_sem_simplifies:
(xs: (lat_T B))
(lat_lfp B (Compose (add_empty_abstract X)
(app_abstract X is_not_empty xs)))=
(add_empty_abstract X xs).
Proof.
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Intro.
Simpl.
Apply extensionality.
Intro ox.
Unfold lat_lfp compose.
Unfold Ifp.
Simpl.
Unfold power_least_upper_bound omega_chain_image bottom.
Simpl.
Unfold power_least_upper_bound.
Replace [x:(option X)]
(bool_least_upper_bound
[yO:bool]
(EX f0:(option X)->bool | (Empty_set (option X)->bool f0)
& (f0 x)=y0)) with [x:(option X)]false.
Case ox.
Clear ox.
Simpl.
Apply least_upper_bound_unique
with T:=bool R:=bool_order
pe:=[y:bool]
(EX f:(option X)->bool |
(EX n:nat |
(omega_iterate (option X)->bool
[x:(option X)->bool]
(add_empty_abstract X
(app_abstract X is_not_empty xs X))
[_:(option X)]false n)=f) & (f (none X))=y).
Exact bool_order_ok.

Split.
Apply bool_least_upper_bound_ok.

Split.

Unfold is_upper_bound.
Intro t.

Case t.

(Simpl; Trivial).

(Simpl; Trivial).

Intro.

Unfold is_upper_bound.

Intro H.

Apply H.

Split

with ([n:nat]

(omega_iterate (option X)->bool

[x:(option X)->bool]
(add_empty_abstract X (app_abstract X is_not_empty xs X))
[_:(option X)]false n) (S 0)).

Split with (S O).

Trivial.

Simpl.
Trivial.

Clear ox.
Intro x.
Simpl.
Apply least_upper_bound_unique
with T:=bool R:=bool_order
pe:=[y:bool]
(EX f:(option X)->bool |
(EX ninat |
(omega_iterate (option X)->bool
[xO:(option X)->bool]
(add_empty_abstract X
(app_abstract X is_not_empty xs x0))

[_:(option X)]false n)=f) & (f (some X x))=y).

Exact bool_order_ok.

Split.
Apply bool_least_upper_bound_ok.

Split.

Unfold is_upper_bound.
Intros t Z.

Case Z.

Clear Z.

Intros xs Z.

Case Z.

Clear Z.

Intro n.
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Case n.
Simpl.

Clear n.

Intro R.
Rewrite <- R.
Clear R.
Intro R.
Rewrite <- R.
Simpl.

Trivial.

Clear n.

Intro n.

Case n.

Simpl.

Intro R.

Rewrite <- R.

Clear R.

Simpl.

Intro R.

Rewrite <- R.

Clear R t.

Replace (is_not_empty [ :(option X)]false) with false.
Rewrite andb_b_false.
Simpl.

Rewrite andb_b_false.
Simpl.

Trivial.

Cut ([pe:(lat_T B)]
(bool_to_prop (EX x:(option X) | (pe X)=true) (is_not_empty pe))
[_:(option X)]false).

Case (is_not_empty [ :(option X)]false).

Simpl.

Intro K.

Case K.

Auto.

Auto.
Exact (is_not_empty_ok [_:(option X)]false).

Clear n.
Intro n.
Intro R.
Rewrite <- R.
Clear R xs0.
Intro R.
Rewrite <- R.
Clear R t.
Replace (omega_iterate (option X)->bool
[x0:(option X)->bool]
(add_empty_abstract X (app_abstract X is_not_empty xs x0))
[_:(option X)]false (S (S n))) with (add_empty_abstract X xs).
Simpl.
Case (xs (some X x)).
(Simpl; Trivial).

(Simpl; Trivial).

Generalize n.

Clear n.

Induction n.

Simpl.

Apply extensionality.
Intro ox.

Case ox.

Clear ox.

Simpl.

Trivial.

Clear ox.
Intro x.
Simpl.
Replace (is_not_empty

(add_empty_abstract X

(app_abstract X is_not_empty xs [_:(option X)false)))

with true.
Replace (is_not_empty [ :(option X)]false) with false.
Rewrite andb_b_false.
Rewrite andb_b_true.
Simpl.
Rewrite andb_b_false.
Rewrite andb_b_false.
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Rewrite orb_b_false.
Trivial.

Symmetry.
Exact bottom_is_empty.

Cut ([pe:(lat_T B)]
(bool_to_prop (EX x:(option X) | (pe x)=true) (is_not_empty pe))
(add_empty_abstract X
(app_abstract X is_not_empty xs [ :(option X)lfalse))).
Case (is_not_empty
(add_empty_abstract X
(app_abstract X is_not_empty xs [ _:(option X)]false))).
Auto.

Simpl.

Unfold not.

Intro K.

Apply False_ind.
Apply K.

Split with (none X).
Simpl.

Trivial.

Exact (is_not_empty_ok
(add_empty_abstract X
(app_abstract X is_not_empty xs [_:(option X)]false))).

Clear n.

Intro n.
Simpl.

Intro R.
Rewrite <- R.
Clear R.
Apply extensionality.
Intro ox.
Case ox.
Clear ox.
Simpl.

Trivial.

Clear ox.

Intro x.

Simpl.

Replace (is_not_empty (add_empty_abstract X xs)) with true.
Case (xs (some X x0)).

Simpl.

Trivial.

Simpl.
Rewrite andb_b_false.
Trivial.

Cut ([pe:(lat_T B)]
(bool_to_prop (EX x:(option X) | (pe x)=true) (is_not_empty pe))
(add_empty_abstract X xs)).

Case (is_not_empty (add_empty_abstract X xs)).

Auto.

Simpl.

Unfold not.

Intro K.

Apply False_ind.
Apply K.

Split with (none X).
Simpl.

Trivial.

Exact (is_not_empty_ok (add_empty_abstract X xs)).

Unfold is_upper_bound.

Intros t H.

Apply H.

Split

with (omega_iterate (option X)->bool
[x0:(option X)->bool]
(add_empty_abstract X (app_abstract X is_not_empty xs x0))
[_:(option X)]false (S (S O))).

Split with (S (S 0)).

Trivial.

Simpl.
Replace (is_not_empty
(add_empty_abstract X
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(app_abstract X is_not_empty xs [ _:(option X)]false)))
with true.
Rewrite bottom_is_empty.
Rewrite andb_b_false.
Rewrite andb_b_false.
Simpl.
Rewrite andb_b_false.
Rewrite andb_b_true.
Rewrite orb_b_false.
Trivial.

Cut ([pe:(lat_T B)]
(bool_to_prop (EX x:(option X) | (pe X)=true) (is_not_empty pe))
(add_empty_abstract X
(app_abstract X is_not_empty xs [ _:(option X)]false))).
Case (is_not_empty
(add_empty_abstract X
(app_abstract X is_not_empty xs [ _:(option X)]false))).
Auto.

Simpl.

Unfold not.

Intro K.

Apply False_ind.
Apply K.

Split with (none X).
Simpl.

Trivial.

Exact (is_not_empty_ok
(add_empty_abstract X
(app_abstract X is_not_empty xs [_:(option X)]false))).

Apply extensionality.

Clear ox.

Intro ox.

Symmetry.

Apply bool_constant_ffalse_lub

with X:=(option X)->bool
P:=[f0:(option X)->bool](Empty_set (option X)->bool f0)
f:=[f0:(option X)->bool](f0 ox).

Intros x HXx.

Case Hx.

Save.

Theorem abstr_ok: (r: regexp) (Alpha abstr (sem r)) = (sem’ r).
Proof.

Induction r.

Simpl.

Apply extensionality.

Intro ox.

Case ox.

Clear ox.

Apply bool_exists_x_true

with X:=(list X) P:=[x:(list X)](proj1_list X x)=(none X)

f:=[x:(list X)]Cases x of

nil => true
| (cons _ _) => false
end x:=(nil X).
Simpl; Trivial.
Trivial.
Clear ox.
Intro x.

Apply bool_constant_ffalse_lub
with X:=(list X) P:=[x0:(list X)](proj1_list X x0)=(some X X)
f:=[x0:(list X)]Cases x0 of
nil => true
| (cons _ _) => false
end.
Intro 1.
Case |.
Simpl.
Intro.
Discriminate.

Clear |.
Auto.

Clear r.

Intros r1 Hrl r2 Hr2.
Simpl.

Rewrite <- Hrl.
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Rewrite <- Hr2.
Replace (app_abstract X is_not_empty
(gal_alpha A (power_lattice (option X) bool_lattice) abstr

(sem r1))
(gal_alpha A (power_lattice (option X) bool_lattice) abstr
(sem r2)))
with (Alpha abstr (app_concrete X (sem rl) (sem r2))).
Simpl.
Trivial.
Symmetry.

Exact (app_abstr_works X is_not_empty is_not_empty_ok
find_back_proj1_list (sem rl) (sem r2)).

Clear r.
Intros r R.
Simpl.
Rewrite <- R.

Rewrite <- star_sem_simplifies.

Cut (lat_Ifp B (compose (option X)->bool (option X)->bool (option X)->bool
(add_empty_abstract X)
(app_abstract X is_not_empty
(gal_alpha A (power_lattice (option X) bool_lattice) abstr
(sem N)))=
(Alpha abstr (lat_Ifp A (Compose
(add_empty_concrete X) (app_concrete X (sem r))))).
Intro K.
Change ([y:(option X)]
(bool_least_upper_bound

[t:bool]
(EX x:(list X) | (proja_list X x)=y
& (lat_lfp A
(compose (list X)->bool (list X)->bool (list X)->bool
(add_empty_concrete X) (app_concrete X (sem r))) x)=t)))
= (lat_lfp B

(compose (option X)->bool (option X)->bool (option X)->bool
(add_empty_abstract X)
(app_abstract X is_not_empty
(gal_alpha A (power_lattice (option X) bool_lattice) abstr
A (sem n))).
Rewrite K.
Clear K.
Apply extensionality with A:=(option X) B:=bool.
Intro ox.
Apply least_upper_bound_unique
with T:=bool R:=bool_order

pe:=[t:bool]
(EX x:(list X) | (projl_list X x)=ox
& (lat_lfp A
(compose (list X)->bool (list X)->bool (list
X)->bool

(add_empty_concrete X)
(app_concrete X (sem r))) X)=t).
Exact bool_order_ok.

Split.
Apply bool_least_upper_bound_ok.

Simpl.
Apply bool_least_upper_bound_ok.

Symmetry.
Apply fixpoint_transfert2.

Apply compose_omega_upper_continuous with
T1:=(lat_T A) Rl:=(lat R A)
least_upper_boundl:=(lat_least_upper_bound_cm A)
T2:=(lat_T A) R2:=(lat_ R A)
least_upper_bound2:=(lat_least_upper_bound_cm A)
T3:=(lat_T A) R3:=(lat_ R A)
least_upper_bound3:=(lat_least_upper_bound_cm A)
f23:=(add_empty_concrete X)
fl2:=(app_concrete X (sem r)).

Apply lat_R_order.

Apply lat_R_order.

Apply lub_morphism_is_omega_upper_continuous.

Unfold A.

Apply app_concrete_right_lub_morphism.

Unfold A.

Apply add_empty_concrete_omega_upper_continuous.

Rewrite R.
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Apply compose_omega_upper_continuous with
T1:=(lat_T B) Rl:=(lat_R B)
least_upper_bound1:=(lat_least_upper_bound_cm B)
T2:=(lat_T B) R2:=(lat_R B)
least_upper_bound2:=(lat_least_upper_bound_cm B)
T3:=(lat_T B) R3:=(lat_R B)
least_upper_bound3:=(lat_least_upper_bound_cm B)
f23:=(add_empty_abstract X)
f12:=(app_abstract X is_not_empty (sem’ r)).

Apply lat_R_order.

Apply lat_R_order.

Apply lub_morphism_is_omega_upper_continuous.

Unfold B.

Apply app_abstract_right_lub_morphism.

Exact is_not_empty_ok.

Unfold B.

Apply add_empty_abstract_omega_upper_continuous.

Unfold A B.

Intro x.

Unfold compose.

Symmetry.

Rewrite (add_empty_abstr_works X).

Apply (equal_apply (lat_T B) (lat_T B) (add_empty_abstract X)).

Exact (app_abstr_works X is_not_empty is_not_empty_ok
find_back_proj1_list (sem r) Xx).

Simpl.
Intro x.
Apply extensionality.
Intro ox.
Case ox.
Clear ox.
Apply bool_constant_ffalse_lub
with X:=(list X) P:=[x0:(list X)](proj1_list X x0)=(none X)
f:=[x0:(list X)]
Cases x0 of
nil => false
| (cons h _) => (equal x h)
end.
Intro I.
Case |.
Auto.

Clear |.

Intros head tail.
Simpl.

Intro.
Discriminate.

Clear ox.
Intro x.
Apply least_upper_bound_unique
with T:=bool R:=bool_order
pe:=[t:bool]
(EX xZ:(list X) | (projl_list X x1)=(some X x0)
& (Cases x1 of
nil => false
| (cons h _) => (equal x h)
end)=t).
Exact bool_order_ok.

Split.
Apply bool_least_upper_bound_ok.

Split.

Unfold is_upper_bound.
Intros t Z.
Case Z.
Clear Z.
Intro I.
Case |.
Clear |.
Simpl.

Intro.
Discriminate.

Simpl.

Intros head tail R.
Injection R.

Clear R.

Intro R.

Rewrite R.

Clear R head.
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Intro R.
Rewrite R.
Case t.
(Simpl; Trivial).

(Simpl; Trivial).

Intros t H.

Unfold is_upper_bound in H.
Apply H.

Split with (cons x0 (nil X)).
Simpl.

Trivial.

Trivial.

Clear r.
Intros r1 Hrl r2 Hr2.
Simpl.
Apply extensionality.
Intro ox.
Apply least_upper_bound_unique
with T:=bool R:=bool_order
pe:=[t:bool]
(EX x:(list X) | (projl_list X x)=ox
& (orb (sem rl x) (sem r2 x))=t).
Exact bool_order_ok.

Split.
Apply bool_least_upper_bound_ok.

Split.

Unfold is_upper_bound.

Rewrite <- Hrl.

Rewrite <- Hr2.

Simpl.

Intros t Z.

Case Z.

Clear Z.

Case t.

Intros | HI C.

Cut (sem rl l)=trueV/(sem r2 l)=true.

Clear C.

Intro C.

Case C.

Clear C.

Intro C.

Apply bool_orb_order3.

Change (bool_order true
(bool_least_upper_bound

[t:bool](EX x:(list X) | (projl_list X x)=ox & (sem rl x)=t))).

Replace (bool_least_upper_bound
[t:bool](EX x:(list X) | (projl_list X x)=ox & (sem rl x)=t))

with true.

(Simpl; Trivial).

Symmetry.

Apply bool_exists_x_true

with X:=(list X) P:=[x:(list X)](proj1_list X x)=ox
f:=[x:(list X)J(sem rl x) x:=l.

Assumption.

Assumption.

Clear C.
Intro C.
Apply bool_orb_order4.
Change (bool_order true

(bool_least_upper_bound

[t:bool](EX x:(list X) | (projl_list X x)=ox & (sem r2 x)=t))).

Replace (bool_least_upper_bound

[t:bool](EX x:(list X) | (proji_list X Xx)=ox & (sem r2 x)=t))
with true.
Simpl.
Trivial.

Symmetry.

Apply bool_exists_x_true

with X:=(list X) P:=[x:(list X)](proj1_list X x)=ox
f:=[x:(list X)l(sem r2 x) x:=l.

Assumption.

Assumption.
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Cut (orb (sem rl I) (sem r2 l))=true.
Case (sem rl ).
Auto.

Auto.
Assumption.

Simpl.
Auto.

Unfold is_upper_bound.
Intros t H.

Apply H.

Clear H.

Rewrite <- Hrl.
Rewrite <- Hr2.
Case Ox.

Simpl.

Split with (nil X).
Simpl.

Trivial.

Change (orb (sem rl1 (nil X)) (sem r2 (nil X)))
=(orb
(bool_least_upper_bound
[t:bool]
(EX x:(list X) | (projl_list X x)=(none X) & (sem rl x)=t))
(bool_least_upper_bound
[t:bool]
(EX x:(list X) | (projl_list X x)=(none X) & (sem r2 x)=t))).
Replace (orb
(bool_least_upper_bound
[t:bool]
(EX x:(list X) | (projl_list X x)=(none X) & (sem rl x)=t))
(bool_least_upper_bound
[t:bool]
(EX x:(list X) | (projl_list X x)=(none X) & (sem r2 x)=t)))
with (bool_least_upper_bound
[t:bool]
(EX x:(list X) | (projl_list X x)=(none X)
& (orb (sem rl x) (sem r2 x))=t)).
Symmetry.
Apply nil_proj with X:=X pe:=[x:(list X)](orb (sem rl x) (sem r2 x)).

Symmetry.

Apply bool_orb_lub_lub

with X:=(list X) P:=[x:(list X)](proj1_list X x)=(none X) fl:=(sem rl)
f2:=(sem r2).

Simpl.
Clear ox.
Intro x.
Change (EX xO:(list X) | (projl_list X x0)=(some X Xx)
& (orb (sem rl x0) (sem r2 x0))
=(orb
(bool_least_upper_bound
[t:bool]
(EX xlL:(list X) | (projl_list X x1)=(some X x)
& (sem rl x1)=t))
(bool_least_upper_bound
[t:bool]
(EX x1L:i(list X) | (projl_list X x1)=(some X Xx)
& (sem r2 x1)=t)))).
Replace (orb
(bool_least_upper_bound
[t:bool]
(EX x1L:(list X) | (projl_list X x1)=(some X x)
& (sem rl x1)=t))
(bool_least_upper_bound
[t:bool]
(EX x1L:(list X) | (projl_list X x1)=(some X x)
& (sem r2 x1)=t)))
with (bool_least_upper_bound
[t:bool]
(EX xZ:(list X) | (projl_list X x1)=(some X x)
& (orb (sem rl x1) (sem r2 x1))=t)).
Cut (bool_least_upper_bound
[t:bool]
(EX x1L:(list X) | (projl_list X x1)=(some X Xx)
& (orb (sem rl x1) (sem r2 x1))=t))=true
V(bool_least_upper_bound
[t:bool]
(EX xIL:(list X) | (projl_list X x1)=(some X x)
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& (orb (sem rl x1) (sem r2 x1))=t))=false.
Intro C.
Case C.
Clear C.
Intro C.
Rewrite C.
Apply find_back_proj1_list
with x:=(some X x) ys:=[x1:(list X)](orb (sem rl x1) (sem r2 x1)).
Assumption.

Clear C.

Intro C.

Rewrite C.

Split with (cons x (nil X)).
Simpl.

Trivial.

Cut (bool_order
(orb (sem rl1 (cons x (nil X))) (sem r2 (cons x (nil X)))) false).
Case (orb (sem rl (cons x (nil X))) (sem r2 (cons x (nil X)))).
Simpl.
Intro K.
Apply False_ind.
Assumption.

Auto.

Rewrite <- C.
Apply (Proj1
(bool_least_upper_bound_ok
[t:bool]
(EX xZL:(list X) | (projl_list X x1)=(some X x)
& (orb (sem rl x1) (sem r2 x1))=t))).

Split with (cons x (nil X)).
Simpl.
Trivial.

Trivial.

Case (bool_least_upper_bound
[t:bool]
(EX x1L:(list X) | (projl_list X x1)=(some X x)
& (orb (sem rl x1) (sem r2 x1))=t)).
Auto.

Auto.

Symmetry.
Apply bool_orb_lub_lub
with X:=(list X) P:=[x1:(list X)](projl_list X x1)=(some X x)
fl:=(sem rl) f2:=(sem r2).
Save.

End regexp_sec.

B.2 Treillis

Require Relations.
Require Ensembles.
Require lattices.
Require functions.
Require general.
Require fixpoints.

Record lattice : Type := {
lat_T : Set;
lat_R : (relation lat_T);
lat_R_order : (order lat_T lat_R);
lat_least_upper_bound : (Ensemble lat_T)->lat_T;
lat_least_upper_bound_ok : (pe: (Ensemble lat_T))
(is_least_upper_bound lat_T lat_R
(lat_least_upper_bound pe) pe);
lat_greatest_lower_bound : (Ensemble lat_T)->lat_T;
lat_greatest_lower_bound_ok : (pe: (Ensemble lat_T))
(is_greatest_lower_bound lat_T lat_R
(lat_greatest_lower_bound pe) pe)
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)

Coercion lat_T: lattice >-> SORTCLASS.
Hint lat_R_order.

Hint lat_least_upper_bound_ok.

Hint lat_greatest_lower_bound_ok.

Definition lat_least_upper_bound_cm:= [T: lattice]
[pe: (Ensemble (lat_T T))] (exist (lat_T T)
([x: (lat_T T)] (is_least_upper_bound (lat_T T) (lat_R T) x pe))
(lat_least_upper_bound T pe) (lat_least_upper_bound_ok T pe)).

Definition lat_bottom := [T: lattice]
(lat_least_upper_bound T (Empty_set (lat_T T))).

Definition lat_top := [T: lattice]
(lat_greatest_lower_bound T (Empty_set (lat_T T))).

Lemma lat_bottom_ok : (T: lattice)
(x: (lat_T T)) (lat_R T (lat_bottom T) x).
Proof.
Intros.

Unfold lat_bottom.

Cut (is_least_upper_bound (lat_T T) (lat_R T)
(lat_least_upper_bound T (Empty_set (lat_T T)))
(Empty_set (lat_T T))).

Intro zoinx.

Case zoinx.

Intros zoinx1 zoinx2.

Apply zoinx2.

Unfold is_upper_bound.

Intros y H.

Case H.

Apply lat_least_upper_bound_ok.
Save.

Lemma lat_top_ok : (T: lattice)
(x: (lat_T T)) (lat_R T x (lat_top T)).
Proof.
Intros.

Unfold lat_bottom.

Cut (is_greatest_lower_bound (lat_T T) (lat_R T)
(lat_greatest_lower_bound T (Empty_set (lat_T T)))
(Empty_set (lat_T T))).

Intro zoinx.

Case zoinx.

Intros zoinx1 zoinx2.

Apply zoinx2.

Unfold is_lower_bound.

Intros y H.

Case H.

Apply lat_greatest_lower_bound_ok.
Save.

Hint lat_bottom_ok.
Hint lat_top_ok.

Definition lat_Ifp := [T: lattice]
(Ifp (lat_T T) (lat_R T) (lat_least_upper_bound_cm T)).

Section lattice_builders.
Definition bool_order: bool->bool->Prop :=
[x: bool]
Cases x of
false => [y: bool] True
| true => [y: bool]
Cases y of
false => False
| true => True
end
end.

Lemma bool_order_ok: (order bool bool_order).
Proof.

Apply Build_order.

Unfold reflexive.

Intro x.

Unfold bool_order.

Case x.

Trivial.

Trivial.
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Unfold transitive.
Unfold bool_order.
Intro x.

Case x.

Intro y.

Case y.

Intro z.

Case z.

Auto.

Auto.

Intro z.
Case z.
Auto.

Auto.

Intro y.
Case y.
Intro z.
Case z.
Auto.

Auto.
Auto.

Unfold antisymmetric.
Intro x.

Unfold bool_order.
Case x.

Intro .

Case y.

Auto.

Intro H.
Apply False_ind.
Assumption.

Intro y.

Case y.

Intros.

Apply False_ind.
Assumption.

Auto.
Save.

Axiom bool_least_upper_bound: (Ensemble bool)->bool.

Axiom bool_least_upper_bound_ok: (X: (Ensemble bool))
(is_least_upper_bound bool bool_order (bool_least_upper_bound X) X).

Axiom bool_greatest_lower_bound: (Ensemble bool)->bool.

Axiom bool_greatest_lower_bound_ok: (X: (Ensemble bool))
(is_greatest_lower_bound bool bool_order (bool_greatest_lower_bound X) X).

Definition bool_lattice : lattice := (Build_lattice
bool bool_order bool_order_ok
bool_least_upper_bound
bool_least_upper_bound_ok
bool_greatest_lower_bound
bool_greatest_lower_bound_ok).

Definition power_order: (X, Y: Set) (relation Y)->(relation (X->Y))
= [X,Y: Set] [RY: (relation Y)] [f,g: X->Y]
(x: X) (RY (f x) (9 x)).

Lemma power_order_is_an_order: (X, Y: Set) (RY: (relation Y))
(RY_order: (order Y RY)) (order (X->Y) (power_order X Y RY)).

Proof.
Intros X Y RY RY_H.
Case RY_H.
Intros.

Apply Build_order.

Unfold reflexive in ord_refl.
Unfold reflexive.

Unfold power_order.

Auto.

Unfold transitive power_order.
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Unfold transitive in ord_trans.
Intros.

Apply ord_trans with y:=(y x0).
Auto.

Auto.

Unfold antisymmetric.

Unfold antisymmetric in ord_antisym.
Unfold power_order.

Intros.

Apply extensionality.

Intro.

Apply ord_antisym.

Auto.

Auto.
Save.

Definition power_least_upper_bound:= [X, Y: Set]
[ lub: (Ensemble Y)->Y ]
[ pe: (Ensemble (X->Y)) ] [x: X]
(lub ([y: Y] (EX f: X->Y | (pe f) & (f x)=y))).

Definition power_greatest_lower_bound:= [X, Y: Set]
[ glb: (Ensemble Y)->Y ]
[ pe: (Ensemble (X->Y)) ] [x: X]
(glb (Iy: Y] (EX f: X->Y | (pe ) & (f X)=y))).

Lemma power_least_upper_bound_ok : (X, Y: Set)
(R: (relation Y))
( lub: (Ensemble Y)->Y )
( lub_ok: (pe: (Ensemble Y)) (is_least_upper_bound Y R (lub pe) pe) )
( pe: (Ensemble (X->Y)) )
(is_least_upper_bound (X->Y) (power_order X Y R)
(power_least_upper_bound X Y lub pe) pe).
Proof.
Intros.
Unfold is_least_upper_bound.
Split.
Unfold is_upper_bound power_order power_least_upper_bound.
Intros.
Cut (is_least_upper_bound Y R (lub [yO:Y](EX f:? | (pe f) & (f x)=y0))
[yO:YI(EX 2 | (pe f) & (f x)=y0)).
Intro zoinx.
Unfold is_least_upper_bound in zoinx.
Case zoinx.
Intros lub_ok1 lub_ok2.
Clear lub_ok.
Unfold is_upper_bound in lub_ok1.
Apply lub_ok1.
Split with y.
Assumption.

Trivial.
Apply lub_ok.

Unfold power_order is_upper_bound power_least_upper_bound.
Intros f Hf x.
Apply (Proj2 (lub_ok [y:Y](EX fO:X->Y | (pe f0) & (fO x)=y))).
Unfold is_upper_bound.
Intros y Hy.
Case Hy.
Clear Hy.
Intros y H1 H2.
Rewrite <- H2.
Apply Hf.
Assumption.
Save.

Lemma power_greatest_lower_bound_ok : (X, Y: Set)
(R: (relation Y))
( glb: (Ensemble Y)->Y )
( glb_ok: (pe: (Ensemble Y)) (is_greatest_lower_bound Y R (glb pe) pe) )
( pe: (Ensemble (X->Y)) )
(is_greatest_lower_bound (X->Y) (power_order X Y R)
(power_greatest_lower_bound X Y glb pe) pe).
Proof.
Intros.
Unfold is_greatest_lower_bound.
Split.
Unfold is_lower_bound power_order power_greatest_|lower_bound.
Intros.
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Cut (is_greatest_lower_bound Y R (glb [yO:YI(EX f:? | (pe f) & (f x)=y0))
[yO:Y](EX f:? | (pe f) & (f x)=y0)).

Intro zoinx.

Unfold is_greatest_lower_bound in zoinx.

Case zoinx.

Intros glb_ok1 glb_ok2.

Clear glb_ok.

Unfold is_lower_bound in glb_ok1.

Apply glb_ok1.

Split with y.

Assumption.

Trivial.
Apply glb_ok.

Unfold power_order is_lower_bound power_greatest_lower_bound.
Intros f Hf x.
Apply (Proj2 (glb_ok [y:Y](EX fO:X->Y | (pe fO) & (f0 x)=y))).
Unfold is_lower_bound.
Intros y Hy.
Case Hy.
Clear Hy.
Intros y H1 H2.
Rewrite <- H2.
Apply Hf.
Assumption.
Save.

Definition power_lattice : Set->lattice->lattice := [X: Set] [Y: lattice]
[ty = (lat_T Y)]
[ry = (lat_R Y)]
[lubY = (lat_least_upper_bound Y)]
[glbY = (lat_greatest_lower_bound Y)]
[po = (power_order X tY rY)]
(Build_lattice
(X->tY) po
(power_order_is_an_order X tY rY (lat_R_order Y))
(power_least_upper_bound X tY lubY)
(power_least_upper_bound_ok X tY rY lubY
(lat_least_upper_bound_ok Y))
(power_greatest_lower_bound X tY glbY)
(power_greatest_lower_bound_ok X tY rY glbY
(lat_greatest_lower_bound_ok Y)) ).

Definition parts_lattice : Set->lattice := [X: Set]
(power_lattice X bool_lattice).

Section product_lattice_sec.
Variable A, B: lattice.
Local ZZ:=(lat_T A)*(lat_T B).

Definition product_order:= [x, y: ZZ]
Cases x of (pair x1 x2) =>
Cases y of (pair y1 y2) => (lat_R A x1 y1) A\ (lat_R B x2 y2)
end
end.

Lemma product_order_ok: (order ZZ product_order).
Proof.

Apply Build_order.

Unfold reflexive product_order.

Intro x; Case x; Intros x1 x2; Clear x.

Split.

Cut (reflexive (lat_T A) (lat_R A)).

Unfold reflexive.

Auto.

Apply ord_refl.
Apply lat_R_order.

Cut (reflexive (lat_T B) (lat_R B)).
Unfold reflexive.
Intuition.

Apply ord_refl.
Apply lat_R_order.

Unfold transitive.

Intro x; Case x; Intros x1 x2; Clear x.
Intro y; Case y; Intros yl y2; Clear y.
Intro z; Case z; Intros z1 z2; Clear z.
Unfold product_order.

Cut (transitive (lat_T A) (lat_R A)).
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Cut (transitive (lat_T B) (lat_R B)).
Unfold transitive.

Intros.

Case H1; Case H2; Clear H1; Clear H2.
EAuto.

Apply ord_trans.
Apply lat_R_order.

Apply ord_trans.
Apply lat_R_order.

Unfold antisymmetric.

Intro x; Case x; Intros x1 x2; Clear x.
Intro y; Case y; Intros yl y2; Clear y.
Unfold product_order.

Intros.

Case H; Case HO; Clear H; Clear HO.
Cut (antisymmetric (lat_ T A) (lat_ R A)).
Cut (antisymmetric (lat_T B) (lat_ R B)).
Unfold antisymmetric.

Intros.

Cut x1=yl.

Cut x2=y2.

Intros M N.

Rewrite M; Rewrite N.

Reflexivity.

Auto.
Auto.

Apply ord_antisym.
Apply lat_R_order.

Apply ord_antisym.
Apply lat_R_order.
Save.

Definition product_lub := [pe: (Ensemble ZZ)]
(pair (lat_T A) (lat_T B)
(lat_least_upper_bound A ([a: (lat_T A)] (EX z: ZZ | (pe z)& (Fst z)=a)))
(lat_least_upper_bound B ([b: (lat_T B)] (EX z: ZZ | (pe z)& (Snd z)=b)))
).

Lemma product_lub_ok: (pe: (Ensemble ZZ))

(is_least_upper_bound ZZ product_order (product_lub pe) pe).
Proof.

Intro pe.

Split.

Unfold is_upper_bound.

Intro y; Case y; Intros yl y2; Clear y.

Intro Hy.

Split.

Apply (Proj1

(lat_least_upper_bound_ok A
[a:(lat_T A)J(EX z | (pe z) & (Fst z)=a))).
Split with (y1,y2).
Assumption.

Simpl.
Reflexivity.

Apply (Proj1
(lat_least_upper_bound_ok B
[b:(lat_T B)I(EX z | (pe z) & (Snd z)=b))).
Split with (y1,y2).
Assumption.

Simpl; Reflexivity.

Intro y; Case y; Intros yl y2; Clear vy.
Unfold is_upper_bound.
Intro Hy.
Split.
Apply (Proj2
(lat_least_upper_bound_ok A
[a:(lat_T A)J(EX z | (pe z) & (Fst z)=a))).
Unfold is_upper_bound.
Intros x1 exx.
Case exx.
Intro k; Case k; Intros k1 k2; Clear k.
Intros Hk Rk.
Clear exx.
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EApply projl (*#GENTERM (WITHARGS (BINDINGS )) *).
Unfold product_order in Hy.

Simpl in Rk.

Rewrite <- Rk.

Apply (Hy (k1,k2)).

Assumption.

Apply (Proj2
(lat_least_upper_bound_ok B
[b:(lat_T B)J(EX z | (pe z) & (Snd z)=b))).
Unfold is_upper_bound.
Intros x2 exx.
Case exx.
Intro k; Clear exx; Case k; Clear k; Intros k1 k2.
Simpl.
Intros Hk Rk.
Rewrite <- Rk.
Unfold product_order in Hy.
EApply proj2 (*#GENTERM (WITHARGS (BINDINGS )) *).
Apply (Hy (k1,k2)).
Assumption.
Save.

Definition product_glb := [pe: (Ensemble ZZ)]
(pair (lat_T A) (lat_T B)
(lat_greatest_lower_bound A ([a:(lat_T A)] (EX z: ZZ |(pe z)&(Fst z)=a)))
(lat_greatest_lower_bound B ([b:(lat_T B)] (EX z: ZZ |(pe z)&(Snd z)=hb)))
).

Lemma product_glb_ok: (pe: (Ensemble ZZ))

(is_greatest_lower_bound ZZ product_order (product_glb pe) pe).
Proof.

Intro pe.

Split.

Unfold is_lower_bound.

Intro y; Case y; Intros yl y2; Clear y.

Intro Hy.

Split.

Apply (Proj1

(lat_greatest_lower_bound_ok A
[a:(lat_T A)(EX z | (pe z) & (Fst z)=a))).
Split with (y1,y2).
Assumption.

Simpl.
Reflexivity.

Apply (Proj1
(lat_greatest_lower_bound_ok B
[b:(lat_T B)I(EX z | (pe z) & (Snd z)=b))).
Split with (y1,y2).
Assumption.

Simpl; Reflexivity.

Intro y; Case vy; Intros yl y2; Clear y.
Unfold is_lower_bound.
Intro Hy.
Split.
Apply (Proj2

(lat_greatest_lower_bound_ok A

[a:(lat_T A)(EX z | (pe z) & (Fst z)=a))).

Unfold is_lower_bound.
Intros x1 exx.
Case exx.
Intro k; Case k; Intros k1 k2; Clear k.
Intros Hk Rk.
Clear exx.
EApply projl (*#GENTERM (WITHARGS (BINDINGS )) *).
Unfold product_order in Hy.
Simpl in Rk.
Rewrite <- Rk.
Apply (Hy (k1,k2)).
Assumption.

Apply (Proj2

(lat_greatest_lower_bound_ok B

[b:(lat_T B)J(EX z | (pe z) & (Snd z)=b))).

Unfold is_lower_bound.
Intros x2 exx.
Case exx.
Intro k; Clear exx; Case k; Clear k; Intros k1 k2.
Simpl.
Intros Hk Rk.
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Rewrite <- Rk.
Unfold product_order in Hy.
EApply proj2 (*#GENTERM (WITHARGS (BINDINGS )) *).
Apply (Hy (k1,k2)).
Assumption.
Save.

Definition product_lattice := (Build_lattice ZZ
product_order product_order_ok
product_lub product_lub_ok
product_glb product_glb_ok).

End product_lattice_sec.
End lattice_builders.

Hint bool_order_ok.
Hint bool_least_upper_bound_ok.
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