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LRécurrence forte
Plan du chapitre 1 Récurrence forte sur les entiers
Toutes les variables m, n ... considérées sont des entiers naturels
Rappel : récurrence simple
Récurrence forte
P(0) Vn P(n)= P(S(n))
nat-rec
Vn P(n)
Récurrence structurelle Récurrence forte (ou : induction compléte)
Définition
Exemple : bégaiement et longueur vn [Vm, m < n = P(m)] = P(n) e CC]
Exemple : nombre de feuilles et de clés Vn P(n)
Il s"agit d"un principe plus fort = démontrer la prémisse est plus facile :
» par exemple pour déduire P(n) avec n = 3,
on peut utiliser non seulement P(2), mais aussi P(1) et P(0)
y L : A PR
> le travail est le méme pour n =0 : m < 0 est absurde
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LRécurrence forte L Récurrence forte
Théoreme des plaquettes de chocolat Raisonnement par cas sur les entiers
Raisonnement par cas
Enoncé P(0) Vn P(S(n))
nat-cas
Prenons une plaquette de n carrés Vn P(n)
et découpons la en suivant les rainures . . .
Conséquence de la récurrence simple
En combien de coups a-t-on réduit la plaquette en carrés? P(0) Vn P(n)= P(S(n))
nat-rec
Vn P(n)
Répon . A
eponse Mais s'admet indépendamment
n-1 ) ) . (il n'est pas nécessaire de répéter son application)
Cela ne dépend pas des choix successifs de rainures!
Exemple : Vn, n =0 Vv 3x, n = S(x)
Démonstration »0=0 V 3Ix, 0 =5(x)
Par récurrence forte e > S(n) =0 v 3x, S(n) = S(x) p L
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(e — Récurrence simple = récurrence forte
] Soit P un prédicat vérifiant :
Récurrence forte = récurrence simple Vn [Vm, m<n =P(m)] =P(n)........................... (1)
On pose Q(n) %f Vm, m < n = P(m); (1) se réécrit :
Saife i) ertlies v TR - Vn Q(n) = P(n) .o (1"
P(0) - (1) Démontrons par récurrence simple : Vn Q(n)
Vn, P(n) = P(/S(”)) ---------------------------------------- (2) » soit m un entier naturel tel que m < 0, cela est absurde, ce qui
Posons Q(n) 4 Vm, m < n = P(m), donne en particulier P(m); donc Vm, m < 0 = P(m), c-a-d. Q(0)
et _montrons Vn Q(n) = P(n)..vii 3) T (D @)
Raisonnement par cas : ca-d. VX, Xx <N = P(X) it (2)
> Q(0) = P(0) en utilisant (1) et en oubliant Q(0) soit m un entier naturel tel que m < S(n)...................... (3)
(3)entralne m < NV M =N ..o (4)

> soit n quelconque et supposons Q(S(n)) ................. (4)
par définition de Q et sachant que n < S(n), on obtient P(n);
avec (2), on obtient P(S(n));
on a donc Vn, Q(S(n)) = P(S(n))

En conséquence (3) est démontré, et par récurrence forte
cela donne Vn P(n) QED b L

> sim < n,onagricea (2'): P(m)
> sim=n: (1) et (2) donnent P(n), donc P(m)

on a P(m) dans chaque cas de (4), donc (3) = P(m) c-a-d. Q(S(n))

On a donc par récurrence Q(n) pour tout n, et donc P(n) par (1')
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L Définition
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Récurrence structurelle

L Exemple : bégaiement et longueur

Raisonnements par récurrence structurelle

Récurrence sur les listes

P est un prédicat arbitraire sur les listes

P([) Vx VI P(I) = P(x:1)
VI P(l)

Récurrence sur les arbres binaires
P est un prédicat arbitraire sur les arbres binaires

P(F) Vg Vx Vd P(g) = P(d) = P(N(g,x,d))
Va P(a)

Rappel : P = Q = Rselit P = (Q = R)

Ceci se généralise a tous les types inductifs P
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L Récurrence structurelle

L Exemple : bégaiement et longueur

Cas de base

longueur (begaie [])
= {définition de begaie }
longueur ([])
= {définition de longueur }
Do 0
= {arithmétique}
2x0
= {définition de longueur }
2 x longueur [|

Exemple : bégaiement et longueur

let rec begaie = function

[0—1

[ x 1 — x:x:: begaie |

Conjecture : le bégaiement double la longueur
VI longueur (begaie /) = 2 x longueur /

let rec longueur = function
[l1—0
| x 1 — 1+ longueur |

On pose P(/) 4 longueur (begaie /) = 2 x longueur /

Montrons V/ P(/) par récurrence structurelle sur / e

Pas de récurrence
1

. . , =~
Soient Iy et xp quelconques vérifiant I'hypothese de récurrence hrec
avec hrec ¢ longueur (begaie Ip) = 2 x longueur Iy

longueur (begaie (xo :: Ip))
= {définition de begaie }
longueur(xo :: xo :: begaie /)
= {définition de longueur }
1 + longueur (xo :: begaie )
= {définition de longueur }
D1 1+ 1 + longueur (begaie /)
= {hypothése de récurrence 1}
1+ 142 x longueur o
= {arithmétique}
2 % (1 + longueur lp)
= {définition de longueur }
2 X (longueur (xo :: b))

[ty
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LRécurrence structurelle L Récurrence structurelle
L Exemple : bégaiement et longueur L_Exemple : bégaiement et longueur
Assemblage (préparation) Assemblage final
Case de base 0]
~
Do
longueur (begaie [|) = 2 x (longueur []) $
P (1) P (x0:: o) -
Pas de récurrence P (b) =P (x::h)) Vi
1 VI P()=P(xo:l) v
0 1
P(Io) P () Vx VI P () =P (x:1)
hrec Dy Y1 P(l)
longueur (begaie (xo :: lp)) = 2 x longueur (xo :: o)
P (Xo /0)
 C p
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Exemple : nombre de feuilles et de clés

Exemple : nombre de feuilles et de clés

let rec nbf = function let rec nbc = function
|F—=1 |F—=0
| N(g, x, d) — nbf g + nbfd | N(g, x, d) — nbc g+ 1 + nbcd
Conjecture : Va nbf a =nbca+1
On pose P(a) 44 nbfa=nbca+1
Montrons Va P(a) par récurrence structurelle sur a
»nbf F=1=0+1=nbcF +1
» Soient gy, xp et dy quelconques vérifiant les
hypothéses de récurrence :
nbf gop = nbc go + 1 et nbfdy =nbc gy + 1

nbf N(go, x0, do) = nbf go + nbf dp

= (nbc go + 1 4 nbc dp) + 1 B
= (nbc N(go, X0, do)) + 1 p Lo

(nbc go + 1) + (nbc dp + 1) (hyps réc)



