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LParties et constructions dérivées

L_Ensemble des parties

Parties d'un ensembles

On appelle partie de A tout ensemble X inclus dans A : X C A.

INF122, complements theorlques L'ensemble des parties de A est défini par
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L Ensemble des parties L Produit cartésien
Quelques propriétés de P(-) Produit cartésien
Couple
1. P(A) # 2. (a,b) & {{a},{a b}}
2. A€ P(A) et @ € P(A). O et T
3. XeP(A) & XCA
4 {x} € P(A) = x€A. ()= y) e x=xry=y"
5. P(A)=P(B) & A=B. . -
6. P(AUB) = {XUY | X € P(A)A Y € P(B)}. Produit cartésien
7. P(AN B) = P(A)NP(B). Ax B &f {(a,b)|ac ANbe B}
8. En général, P(AU B) = P(A) UP(B) est faux.
9. Si A contient n € IN éléments distincts alors P(A) contient 2" Exemples :
éléments. 1. {0,1} x {a,b} = {(0,a), (0,b), (1,a),(1,b)}.
pum. 2. {0,1} x {0,2} = {(0,0),(0,2), (1,0), (1,2)}. e
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L Produit cartésien L_Somme (union disjointe)
Propriétés du produit cartésien Somme (union disjointe)
1. Monotonie du produit cartésien :
siACCetBCDalors Ax BC CxD.
2. U-Distributivité : (AU B) x C = (Ax C)U (B x C). L'union disjointe (ou somme) de A et B, notée A B est définie par
3. N-Distributivité : (AN B) x C = (A x C)N (B x C). AWB @ (0,3)|a€ A}U{(L,b)| be B},
4. \-Distributivité : (A\ B) x C = (Ax C)\ (B x C).
5. IxA=AXx0=2. Exemples
En général, les propriétés suivantes sont fausses : 1. {a,b}w{a,c} ={(0,a),(0,b),(1,a),(1,¢c)}
» Ax B=BxA 2. {0,1} w{0,1} = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}.
>» (AxB)x C=Ax(BxC()
» (AxB)UC=(AUC)x (BUC()
» (AxB)NC=(ANC)x (BN (). = —
s T
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LSomme (union disjointe) LPartition

Propriétés de |'union disjointe Partition d'un ensemble

1. Monotonie: SiIAC Cet BC Dalors AWBC CwD.

2. U-Distributivité : (AUB)W C = (AW C)U(BWC) et
CY(AUB)=(CyA)U(CWYB).

3. N-Distributivité : (ANB)W C = (AW C)N(BWC) et
CY(ANB)=(CyA)N(CyB).

4. \-Distributivité : (A\ B)wW C = (AW C) \ (BWC) et
CY(A\B)=(CyA)\ (CwB).

5. Ay B={0} x AU{1} x B.

On appelle partition de E tout ensemble ) inclus dans P(E) qui
satisfait les propriétés suivantes :

1L.YAACY = A0

2. Vxx€eE = dJAA€YAXEA

3. VAAeY = VBBe)Y = (A#B<= AnNB=09)

Exemples

> Si I'ensemble E est non vide, alors {E} et {{x} | x € E} sont

En général, les propriétés suivantes sont fausses : des partitions de E.
>» CWA=AWO=A AWB=BWA » Si E ={1,2,3} alors les partitions de E sont {{1,2,3}},
» (AuB)w C=Ab (BwC) {1 {2, 33 {{1,3h {23} {{1,2}, {31}, {23}, {1}}.

>» (AUB)x C=(Ax C)W(Bx () b [ A
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L Définitions L Définitions
Relations Relations (II)

» Une relation R entre A et B est un sous-ensemble de A x B.
Exemple :

Ro € {1,2,3} x {1,a,b}, Ry & {(1,1),(1,a),(2,a)}.

> (a,b) € R est aussi noté aRb, ou R(a,b).
Exemple : (1,2) € Ry, (1,1) € Ry, (2,1) € Ro.

> Le domaine de R :
D(R)={xe€A|3yeB-(x,y) e R}

Exemple : D(Ry) = {1, 2}.

» Le co-domaine de R (ou son image) :
IM(R)={yeB|3IxeA-(x,y) € R}

Exemple ZM(Rp) = {1,a}.

o
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L Propriétés L Propriétés
Réflexivité, transitivité Symétrie
PRouCr f{iutéas3gesxr?|ft;og§dans les examples on suppose : S RE s A s S o
= o Vx,y €A -(x,y) €ER = (y,x) ER
> R C A X A est réflexive, siVx € A-(x,x) € R. Exemples
Exemples > Rs 96 {(1,2),(2,1),(1,1),(2,2), (3,1), (1,3)} symétrique
> Ry 4 {(1,1),(1,2),(2,2),(3,3)} réflexive > Ry 94 {(1,2),(2,1),(1,1),(2,2),(3,1),(3,2)} pas symétrique
> R, & {(1,1),(2,1),(3,3)} pas réflexive » R C A X A est anti-symétrique, si
» R C A X A est transitive, si Vx,y€A-(x,y) ERA(y,x) ER = y=x
Vx,y,z€A-(x,y) ERA(y,2) ER = (x,2) €R Exemples
> Ry {(1,2),(2,1),(1,1),(3,3),(3,1),(1,3)}
Exemples anti-symétrique
» R & {(1,2),(2,1),(1,1),(2,2),(3,1),(3,2)} transitive > Rs 34 {(1,2),(2,1),(1,1),(2,2),(3,1),(1,3)} pas
> Ry déf {(1,2),(2,3),(2,2)} pas transitive anti-symétrique
y b Lot
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Autres propriétés

» R C A X A est asymétrique, si
Vx,y€A-(x,¥) € R = =(y,x) €R.

Exemples
> Rg 4 {(1,2),(2,3)} asymétrique
> Ro 4 {(1,2),(2,3),(3,2)} pas asymétrique

> R C A X Aest irréflexive, si Vx € A-—(x,x) € R

Exemples
> Rg 3¢ {(1,2),(2,3)} irréflexive
> Rs 2 {(1,2),(2,1),(1,1),(2,2),(3,1),(1,3)} pas irréflexive
Remarque : Une relation irréflexive et transitive est forcément
asymétrique.
Pt

Relations remarquables

» R C A X B est totale, si D(R) = A

» R C A X A est une relation d'équivalence, si R est transitive,
symétrique et réflexive.

» R C A x A est un ordre, si R est transitive, réflexive et
anti-symétrique.
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Classes d'équivalence et ensemble quotient

» Soit R C A x A une relation d'équivalence sur A. Pour chaque
x € A, on appelle classe d'équivalence de x (modulo R) le
sous-ensemble de A défini par :

Clx) & {y € Al(x,y) € R}

> Tout élément de C(x) est appelé un représentant de la classe
C(x).

» L’ensemble des classes d’'équivalence modulo R se nomme
ensemble quotient de E par R et se note E/R.

p L

Exemples :

> Le relation d'égalité dans un ensemble E quelconque est une
relation d'équivalence, d'ensemble quotient {{x} | x € E}}
» Pour tout entier n > 0, la congruence modulo n sur les entiers

est une relation d’'équivalence, d'ensemble quotient
7./n7, = {C(0),C(1),...,C(n—1)}.

e
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Théoréme

Théoreme

A toute relation R d’équivalence sur M correspond une partition de
M en classes d’équivalence, et réciproquement, toute partition de
M définit une relation d’équivalence dont les classes coincident
avec les éléments de la partition donnée.

Démonstration.
On va prouver d'abord “=". Soit Yr = {C(x) | x € M}. On
montre que ) est une partition de M.

> Par la réflexivité de R, on a Vx € M, x € C(x), et donc
VA € Vg, A#£ 2.

> Par la réflexivité de R, on a Vx € M, x € C(x), et donc
Vx € M, 3A € Vg tel que x € A.

Théoréme - continuation(l)

Démonstration.
Rappel : Yr = {C(x) | x € M}.

» On prouve V( A,B) € Vg X Vg, ANB # @ = A= B. Soit
(A, B) € Yr x Vg quelconque.
Par definition, 3(x, y) € M x M, tel que A= C(x) et
B=C(Y)
On prouve C(x) NC(y) # @ = C(x) =C(y).
Soit (x,y) € M x M et supposons C(x) N C(y) # @. Donc
3z € C(x) NC(y), et on obtient xRz et yRz.
Par la symétrie de R, zRx et ensuite par transitivité, yRx.
Maintenant soit ¢t € C(x) quelconque. Donc xRt, et comme
yRx, par transitivité on obtient yRt, donc t € C(y) et on
conclu C(x) C C(y). De facon similaire on montre
C(y) C C(x), et donc C(x) =C(y) b
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Théoréme - continuation(ll)

Démonstration.
On prouve “<". Soit )} C P(M) une partition et soit
Ry ={(x,y) | 3P € V,(x € P et y € P)}. On prouve d'abord que
Ry est une relation d'équivalence.
» Par définition, Vx € M, 3P € ) tel que x € P, d'ou
(x,x) € Ry, et donc Ry est réflexive.
> Pour tout (x,y) € M x M, on a
(x,y)€Ry < (3P€),(xePetyeP)) < (3P €
V,(yePetxeP)) < (y,x) €Ry
et donc Ry est symétrique.
> Soit ((x,y),z) € (M x M) x M tels que (x,y) € Ry et
(v,2z) € Ry. ll existe P € YV et Q € ) tels que
(xePetyeP)et(yeQetze Q). Comme PNQ# et
) est une partition, on a P = @, donc (x € P et z € P), et =

danc (v 7\ & R+ ot an canclii ane R, ect trancitive

Composition de relations

Soient R C Ax B et R' C B x C deux relations. La composition
de R et R’ notée R o R’ est définie par
R'oR 3 {(a,c) e Ax C|3be B-(a,b)e RA(b,c) € R'}.
Propriétés :
1. La composition des relations est associative.
2. Elle est monotone.
3. U-distributive : (R;UR2)o R =(R;oR)U(R20R).
4. (RIF‘IRQ)ORQ (RloR)ﬂ(RQOR).
L’inverse d'une relation R est la relation
R™' ={(b,a) € Bx A| (a,b) € R}.
Propriété : (R71)~1 = R.
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L Fermetures

Fermetures des relations
Fermer une relation par une propriété revient a compléter la
relation pour qu'elle vérifie cette propriété.
Soit R C A x A une relation.
» La fermeture réflexive de R est la plus petite relation
@ C A x B qui contient R et qui est reflexive :

(Vx,y € A-xRy = xQy) A (¥x € A-xQx)

» La fermeture transitive de R, notée RT est la plus petite
relation Q@ C A x B qui est transitive et qui contient R :

(Vx,y € AxRy = xQy)A(Vx ,y,z € AxQyNyQz — xQz)

> La fermeture réflexive-transitive est notée R*. C'est la plus —
petite relation qui contient R et qui est reflexive et transitive.’w—_

Relations n-aires

R C A x B est une relation binaire.
On peut étendre cette notion aux relations n-aires :
RCA;x---xA,ouneclN.

» Pour n =0, la relation R est soit la constante vrai soit la
constante faux.

» Pour n =1, la relation R est un sous-ensemble A; de A. Elle
induit un prédicat Pa,, tel que Pa,(x) est vrai ssi x € A;.



