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Union et intersection Démonstration de la monotonie de U
Soient A, B, C et D des ensembles tels que :
1. Monotoniede U :si AC Bet CC D alors AUCC BUD.
2. Monotoniede N :si AC Bet CC D alors ANC C BND. ACBACCD.
3. Associativité de U : (AUB)UC =AU (BU C). On montre AU C C BU D. Clest-a-dire :
4. Associativitt de N : (ANB)NC=AN(BNC).
5. Commutativité de U: AUB = BU A. Vxx€AUC = x€BUD.
6. Commutativité de N : AN B =BNA Soit x tel que x € AU C. On distingue deux cas :
7. Distributivité de U par rapport a N :
] 5 c o
AU(BNC)=(AUB)N (AU C). 1. x € A. De I'hypothése A C B, nous déduisons x € B. Donc
o DR N x € BUD.
. Distributivité de N par rapport a U : 0 S 20
AN(BUC) =(ANB)U(AN C). 2. x € C. De I'hypothése C C D, nous déduisons x € D. Donc
x € BUD. q.e.d.
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Différence et complémentaire Eléments neutres et absorbants
1. SiANB = alors A\ B = A. En particulier, A\ @ = A. 1. @ est un élément neutrede U: VAAU @ = UA = A.
2. Si AC Balors A\ B = @. En particulier, A\ A= &. 2. @ est I'unique élément neutre de U :

3. Monotonie de \ dans le premier argument :
siAC Balors A\ C C B\ C. VX (VAXUA=AUX=A) = X=0.

4. Anti-monotonie de \ dans le deuxieme argument :
siAC Balors C\BC C\ A.
5. Lois de Morgan

» AUB=ANB VX(VAXNA=ANX=X) = X=0.
» ANB=AUB

6. Anti-monotonie du complémentaire : si A C B alors B C A

3. @ est un élément absorbantde N : VAAN O =20 NA=0.

4. & est I'unique élément absorbant de N :
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Unicité de |'élément neutre de U

On veut montrer que I'ensemble vide est I'unique élément neutre
de U. C'est-a-dire :

VX (VAXUA=AUX=A) = X=0.
Soit X un ensemble tel que VAXUA =AU X = A ©)

On doit montrer X = &.

» De (f), nous obtenons X U @ = &.

» Mais comme & est un élément neutre de U, nous avons aussi
XUz =X.

» Donc, XUZ =2 = X. q.ed.
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