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Disjonction Disjonction
L Regles L Exemples
La disjonction Exemple : route (2)
Régles d'introduction (conclusion))
2 possibilités : _A VI _B VI, Si la route est verglassée, elle est glissante; si elle est enneigée elle est
AV B AV B glissante ; elle est donc glissante dans les deux cas, et donc dangereuse; il
s'ensuit qu'une route verglassée ou enneigée est dangereuse
Régle d'élimination (utilisation)
Raisonnement par cas sur les 2 facons canoniques d'inférer A V B 1 [5] 2 [6]
14 e W e T
»onaAVB [n] [m] 3 m gr =E gr =B
> supposant A ....(n) s B —_—— g £ VE[5,6]
on démontre C rg = rd LET
> supposant B ... (m) rd
é AVB C € — =14
onidémontre C VE[n,m] (rvVre) =rd
» on inféere alors C C
en levant (n) et (m)
y R
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L Disjonction L Disjonction
Eempits s
Exemple : route (3) Exemple : route (4)
Si la route est verglassée, elle est glissante, donc dangereuse; ) i o i )
si elle est enneigée elle est glissante, donc dangereuse ; Si la route est verglassée et enneigée, elle est verglassée, donc glissante,
elle est donc dangereuse dans les deux cas, ce qui signifie qu'une route donc dangereuse.
verglassée ou enneigée est dangereuse. [
1 o) 2 0 4 v A re
3 —— ~~ 3 —— ~~ g ———— AE;
"ow A o e V= w
2} g =rd " = g =rd ", = o . =E
== : S — g e _,
. rd =1[4]
(vVre) = rd (rv Are) = rd
s T
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L Disjonction L Disjonction
L Exemples L Exemples
Commutativité de V : (A V B) = (B V A) Commutativité de V (suite)
On démontre B V A sous I'hypothése A Vv B. On démontre B V A sous I'hypothése A Vv B.
(1] ? Supposons A VB ....... (1)
P p —~— 0 lvse les 2 bl [2] 3]
our démontrer B V A AV B Ay, n analyse les 2 cas possibles ) ~~ ~~
essayons une B VA T —_—— A VI, B VI
régle d'introduction (AVB) = (BVA) > supposons A ....... ) ~VE 2 BVA gpg
= on aalors B VA BVA
Echec " - > supposons B ....... (3)
" Ah B. on aalors BV A 2] 3]
Il faut commencer ~—~= Vi A2 Dans chaque cason a B V A, 5 e ! T 1
par éliminer AVB BVA BVA g3 ce qui nous a permis de AvE BVA i BVA s
I'h ¢ BVA déduire B V A de la seul VE[23]
ypothése A V B — VA éduire B vV e la seule BvA
(AVB) = (BVA) hypothése AV B. Il en résulte =1[1]
que A V B implique B V A. (AVB) = (BVA) —

p L
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L Variables
LPrédicats, relations

Enoncés paramétrés

Probleme
Beaucoup d’énoncés tels que D35v : « la D35 est verglassée »

Objectif : en fabriquer a volonté
Moyen : prédicats et constantes

> En langage courant : étre verglassé est un prédicat portant sur
des individus (en I'occurrence des routes)
» Formellement :
» symboles d’individus (= de constantes) c, d, D35... ;
» symboles de prédicats P, Q, ... ;
» étant donné un symbole de prédicat P,
on obtient un énoncé pour chaque symbole de constante c :

Prédicats, relations

Exemple

» constantes : D35, D44, N7, N20, etc.

» prédicats : V (étre verglassée), E (étre enneigée),
G (étre glissante)

» D35v représenté par V(D35)

Généralisation
Symboles de prédicat (ou de relation) binaires, ternaires . .. n-aires
» va-de-a(N90, Bernin, Crolles) : la N90 va de Bernin a Crolles

P(c) ; T P
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Variables Variables
Lprédicats, relations Variable
Exemple : route (4) Variable
Si la D35 est verglassée et enneigée, elle est verglassée, donc glissante, Le raisonnement précédent peut étre reproduit a I'identique en
donc dangereuse. remplacant D35 par n'importe quelle autre constante.
> V(D35) = la D35 est verglassée Variable = symbole représentant une constante non figée
» E(D35) = la D35 est enneigée Notation : X, y, z, ...
> G(D35) = la D35 est glissante [4]
——
» D(D35) = la D35 est dangereuse 1 V(x) A E(x) -
4 o AR g
—_— 3 V(x) = G(x V(x
1 V(D35) A E(D35) () () )
——— /R G(x) = D(x) G(x)
3 V(D35) = G(D35) v(D3) 5 >E
=
G(D35) = D(D35) 6(D35) __ ¢ —114]
=
D(D35) - V(x) A E(x) = D(x)
=1[4]
V(D35) A E(D35) = D(D35) — On pourra substituer une constante a une variable P
o dans certaines circonstances o
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L Variables L Quantificateur universel
I e, ol i (Famnite ozt
Enoncé, formule paramétrée Formule universelle
Définitions
= , L'énoncé se lit indifféremment
Enoncé : ;
— quel que soit x, x est glissante
> G(D35) : la D35 est glissante VxG(x) | — pour tout G(x), G(x) est glissant(e)
> G(N90) : la N est glissante — toutes les routes sont glissantes
V est le quantificateur universel
Formule paramétrée Dans VxG(x), la variable x est quantifiée universellement
> G(x) : la route x est glissante Portée du quantificateur : le plus a droite possible
Vx G(x) = D(x) | ¥x [G(x) = D(x)]
(VxG(x)) = D(x) | [VxG(x)] = D(x)
P VxG(x) = VxD(x) | Vx[G(x) = [VxD(x)]] p—
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L Quantificateur universel L Quantificateur universel
L Elimination L Anonymat
Elimination (utilisation) d'une formule universelle Anonymat
De Vx G(x) on peut déduire G(D35), G(N90), G(N7), ... Le nom d'une variable quantifiée n'est pas significatif
en substituant a x les constantes D35, N90, N7, ... .
> VxG(x) = toutes les routes sont glissantes
Vx P(x) _ > VyG(y) = toutes les routes sont glissantes
SR AT
P(t) — VxG(x) et VyG(y) ont méme interprétation
» De VxG(x) on peut déduire G(D35), G(N90), G(N7), ...
t représente une constante ou une variable en substituant a x les constantes D35, N90, N7, ...
G(t) représente la formule G(x) dans laquelle on a substitué t a > De VyG(y) on peut déduire G(D35), G(N90), G(N7), ...
s s eearianess s de s en substituant a y les constantes D35, N90, N7, ...
«libre » : voir plus loin — On déduit les mémes énoncés de VxG(x) que de VyG(y)
O T
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L Introduction

Introduction du quantificateur universel

Objectif :
démontrer que pour tout x, P(x)

Méthode :

» soit x quelconque

> on démontre P(x)
attention : x doit rester quelconque, en particulier les
hypotheéses éventuellement faites sur x doivent étre levées

» on infére Vx P(x)

Situation fréquente

Pour tout x tel que P(x), on a Q(x)

> soit x quelconque
> supposons P(x)
> on démontre Q(x)
» on infere P(x) = Q(x)
» on infére Vx [P(x) = Q(x)]
notation : Vx P(x) = Q(x)

ERFe iz
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Quantificateur universel L Quantificateur universel
L Gestion des variables LGestion des variables
Gestion des variables Variable fraiche
> Vx G(x) |fdent|que aVy Gly): . L, Il arrive que I'on doive démontrer Vx P(x) sous des hypothéses
dans ces ?rmu!es X \Et y sont des variables liées comportant déja des occurrences libres de x.
> G(x) non identique a G(y) by b
par exemple on a G(x) = D(x) mais pas G(y) = D(x) m m
(x est dangereuse si x est glissante, 1 g 4
pas nécessairement si y est glissante) ; ’
. . P(?)
dans ces formules x et y sont des variables libres 1
> mais [Vx G(x)] = D(x) reste identique a [Vy G(y)] = D(x) : Vx P(x)
ces deux formules signifient
« »; Pour évacuer ce probléme potentiel, on effectue systématiquement
ces deux formules dépendent de x un renommage de x en choisissant une variable x dite fraiche
ces deux formules sont paramétrées par x (c-a-d. non encore utilisée) :
x est libre dans ces deux formules; > «soit xp un individu sur lequel on n’'a aucune hypotheése,
plus précisément son occurrence dans D(x) est libre o démontrons P(xp). »
(son occurrence dans Vx G(x) est liée) e
INF122, compléments théoriques INF122, compléments théoriques
L Quantificateur universel L Quantificateur universel
L_Regles définitives L_Regles définitives
Introduction et élimination de V Retour sur la route (4) : généralisation
by hn Une (= toute) route verglassée est glissante
~—~ =
mO.- w0 .
: Une (= toute) route glissante est dangereuse
P(x0) Vx P(x) . : . -
— Vv —Va(3) Si une route quelconque est verglassée et enneigée,
Vx P(x) P(t) elle est verglassée, donc glissante, donc dangereuse.
Condition d'application de Vr : xo ne doit &tre libre dans aucune Soit 1o une route quelconque.
des hypothéses disponibles h;. .. h, > Supposons ry verglassée et enneigée
i VE . On en déduit que ry est dangereuse
t représente une constante ou une variable , L
(dans le cas général : un terme; vu plus tard) Donc P 1o est verglassée et enneigée ||j1p||que U est dangereuse.
P(t) représente la formule P(x) dans laquelle on a substitué t 3 _ II'en résulte que toute route verglassée et enneigée est dangereuse.
. Pt Pzt
toutes les occurrences libres de x.
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L Quantificateur universel

L Regles définitives

Exemple : route (4)

1 [4]
—— —_—
: T V0) = G vy(zy V() A E(ro)

VX G(x) = D) yxy  V(r) = G(r) V(1)
G() = D(n) Glo)
D(ro)
V(ro) A E(ro) = D(ro)
Vr V(r) AE(r) = D(r)

SE

=1[4]

p L



