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On a donc par récurrence Q(n) pour tout n,



Récurrence simple = récurrence forte

Soit P un prédicat vérifiant :

Vn [Vm, m<n =P(m)] =P(n)...................... (1)
On pose Q(n) 4 Vm, m < n = P(m); (1) se réécrit :
Vn Q(n) = P(n) ..o (1)

Démontrons par récurrence simple : Vn Q(n)

» soit m un entier naturel tel que m < 0, cela est absurde, ce qui
donne en particulier P(m); donc Ym, m < 0 = P(m), c-a-d. Q(0)

> soit ntel que Q(N) ..o (2)
Cad. WX, X <0 = P(X) e 2)
soit m un entier naturel tel que m < S(n)...................... (3)
(3)entralne m < nVm=mn ... (4)

» sim < n,onagricea (2') : P(m)
» sim=n: (1) et (2) donnent P(n), donc P(m)

on a P(m) dans chaque cas de (4), donc (3) = P(m) c-a-d. Q(S(n))

On a donc par récurrence Q(n) pour tout n, et donc P(n) par (1)
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Récurrence sur les listes

P est un prédicat arbitraire sur les listes

P(]) Vx VI P(l) = P(x::1)
VI P(/)
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Récurrence sur les listes

P est un prédicat arbitraire sur les listes

P(]) Vx VI P(l) = P(x::1)
VI P(/)

Récurrence sur les arbres binaires
P est un prédicat arbitraire sur les arbres binaires

P(F) Vg Vx Vd P(g) = P(d) = P(N(g,x.d))
Va P(a)
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Récurrence sur les listes

P est un prédicat arbitraire sur les listes

P(]) Vx VI P(l) = P(x::1)
VI P(1)

Récurrence sur les arbres binaires
P est un prédicat arbitraire sur les arbres binaires

P(F) Vg Vx Vd P(g) = P(d) = P(N(g,x.d))
Va P(a)

Rappel : P = Q = Rselit P = (Q = R)
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Raisonnements par récurrence structurelle

Récurrence sur les listes

P est un prédicat arbitraire sur les listes

P(]) Vx VI P(l) = P(x::1)
VI P(1)

Récurrence sur les arbres binaires
P est un prédicat arbitraire sur les arbres binaires

P(F) Vg Vx Vd P(g) = P(d) = P(N(g,x.d))

Va P(a)

Rappel : P = Q = Rselit P = (Q = R)

Ceci se généralise a tous les types inductifs
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| x o1 — x 2 x : begaie |
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Exemple : bégaiement et longueur

let rec begaie = function

=1

| x o1 — x 2 x : begaie |

Conjecture : le bégaiement double la longueur
VI longueur (begaie /) = 2 x longueur /
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Exemple : bégaiement et longueur

let rec begaie = function

=1

| x o1 — x 2 x : begaie |

Conjecture : le bégaiement double la longueur
VI longueur (begaie /) = 2 x longueur /

let rec longueur = function
[ —0
| x 21 — 1 + longueur |
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Exemple : bégaiement et longueur

let rec begaie = function

=1

| x o1 — x 2 x : begaie |

Conjecture : le bégaiement double la longueur
VI longueur (begaie /) = 2 x longueur /

let rec longueur = function
[ —0
| x 21 — 1 + longueur |

On pose P(/) 4 longueur (begaie /) = 2 x longueur /
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Exemple : bégaiement et longueur

let rec begaie = function

=1

| x o1 — x 2 x : begaie |

Conjecture : le bégaiement double la longueur
VI longueur (begaie /) = 2 x longueur /

let rec longueur = function
[ —0
| x 21 — 1 + longueur |

On pose P(/) 4 longueur (begaie /) = 2 x longueur /

Montrons V/ P(/) par récurrence structurelle sur / [
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Cas de base

longueur (begaie [|)

= {définition de begaie }
longueur ([])

= {définition de longueur }
0
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Cas de base

longueur (begaie [])
{définition de begaie }
longueur ([])
{définition de longueur }
0

2 x longueur ||
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longueur ([])
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0

2x0
= {définition de longueur }
2 x longueur ||
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Cas de base

longueur (begaie [])

= {définition de begaie }
longueur ([])

= {définition de longueur }
0

= {arithmétique}
2x0

= {définition de longueur }
2 x longueur ||
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Cas de base

longueur (begaie [])
= {définition de begaie }
longueur ([])
= {définition de longueur }
Do 0
= {arithmétique}
2x0
= {définition de longueur }
L 2 x longueur ]
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longueur (begaie (xo :: Ip))



Pas de récurrence

1

- YOy o 1 \ Ve /\
Soient Iy et xp quelconques vérifiant I'hypothése de récurrence hrec

avec hrec  %f Jongueur (begaie Iy) = 2 x longueur

longueur (begaie (xo :: Ip))
= {définition de begaie }
longueur(xp :: xp :: begaie Ip)



Pas de récurrence

1

- YOy o 1 \ Ve /\
Soient Iy et xp quelconques vérifiant I'hypothése de récurrence hrec

avec hrec  %f Jongueur (begaie Iy) = 2 x longueur

longueur (begaie (xo :: Ip))
= {définition de begaie }
longueur(xp :: xp :: begaie Ip)
= {définition de longueur }
1 + longueur (x :: begaie Iy)



Pas de récurrence

1

- YOy o 1 \ Ve /\
Soient Iy et xp quelconques vérifiant I'hypothése de récurrence hrec

avec hrec  %f Jongueur (begaie Iy) = 2 x longueur

longueur (begaie (xo :: Ip))
= {définition de begaie }
longueur(xp :: xp :: begaie Ip)
= {définition de longueur }
1 + longueur (x :: begaie Iy)
= {définition de longueur }
1+ 1 + longueur (begaie /)
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1

- YOy o 1 \ Ve /\
Soient Iy et xp quelconques vérifiant I'hypothése de récurrence hrec

avec hrec  %f Jongueur (begaie Iy) = 2 x longueur

longueur (begaie (xo :: Ip))
= {définition de begaie }
longueur(xp :: xp :: begaie Ip)
= {définition de longueur }
1 + longueur (x :: begaie Iy)
= {définition de longueur }
1+ 1 + longueur (begaie /)

2 x (longueur (xo :: Ip))



Pas de récurrence

1

- YOy o 1 \ Ve /\
Soient Iy et xp quelconques vérifiant I'hypothése de récurrence hrec

avec hrec  %f Jongueur (begaie Iy) = 2 x longueur

longueur (begaie (xo :: Ip))
= {définition de begaie }
longueur(xp :: xp :: begaie Ip)
= {définition de longueur }
1 + longueur (x :: begaie Iy)
= {définition de longueur }
1+ 1 + longueur (begaie /)

2 x (1 + longueur Ip)
= {définition de longueur }
2 x (longueur (xo :: Ip))



Pas de récurrence

1

. . , N
Soient Iy et xp quelconques vérifiant I'hypothése de récurrence hrec

avec hrec  %f Jongueur (begaie Iy) = 2 x longueur

longueur (begaie (xo :: Ip))

= {définition de begaie }
longueur(xp :: xp :: begaie Ip)

= {définition de longueur }
1 + longueur (x :: begaie Iy)

= {définition de longueur }
1+ 1 + longueur (begaie /)

= {hypothese de récurrence 1}
1+ 1+ 2 x longueur Iy

2 x (1 + longueur Ip)
= {définition de longueur }
2 x (longueur (xo = Ip))



Pas de récurrence

1

- YOy o 1 \ Ve /\
Soient Iy et xp quelconques vérifiant I'hypothése de récurrence hrec

avec hrec  %f Jongueur (begaie Iy) = 2 x longueur

longueur (begaie (xo :: Ip))

= {définition de begaie }
longueur(xp :: xp :: begaie Ip)

= {définition de longueur }
1 + longueur (x :: begaie Iy)

= {définition de longueur }
1+ 1 + longueur (begaie /)

= {hypothese de récurrence 1}
1+ 1+ 2 x longueur Iy

= {arithmétique}
2 x (1 + longueur Ip)

= {définition de longueur }
2 x (longueur (xo :: Ip))



Pas de récurrence

1
=~

Soient Iy et xp quelconques vérifiant I'hypothése de récurrence hrec
avec hrec  %f Jongueur (begaie Iy) = 2 x longueur

D,

.

longueur (begaie (xo :: p))
{définition de begaie }
longueur(xo :: xp :: begaie Ip)
{définition de longueur }
1 + longueur (xg :: begaie Iy)
{définition de longueur }
1+ 1 + longueur (begaie /)
{hypothese de récurrence 1}
1+ 1+ 2 x longueur Iy
{arithmétique}
2 x (1 + longueur )
{définition de longueur }
2 x (longueur (xo :: Ip))
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Assemblage (préparation)

Case de base

Do
longueur (begaie [|) = 2 x (longueur [])

D,
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Assemblage final

,LlL
P(h)
P (x0:: lo) L
P () = P (x0: b)) v
VI P () =P (x:1)
P(D) _ YxVIP()=P(x:0)
Vi P(l)

I
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let rec nbf = function let rec nbc = function
|F—1 |F—0
| N(g, x, d) — nbf g + nbfd | N(g, x, d) — nbc g+ 1 + nbcd
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Exemple : nombre de feuilles et de clés

let rec nbf = function let rec nbc = function
|F—1 |F—0
| N(g, x, d) — nbf g + nbfd | N(g, x, d) — nbc g+ 1 + nbcd

Conjecture : Va nbf a =nbca+ 1
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Exemple : nombre de feuilles et de clés
let rec nbf = function let rec nbc = function
IF—>1 |F =0
| N(g, x, d) — nbf g + nbfd | N(g, x, d) — nbc g+ 1 + nbcd

Conjecture : Va nbf a =nbca+ 1
On pose P(a) d¢ nbfa=nbca+1
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let rec nbf = function let rec nbc = function
|F—1 |F—0
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Montrons Va P(a) par récurrence structurelle sur a
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let rec nbf = function let rec nbc = function
|F—1 |F—0
| N(g, x, d) — nbf g + nbfd | N(g, x, d) — nbc g+ 1 + nbcd
Conjecture : Va nbf a =nbca+ 1
On pose P(a) d¢ nbfa=nbca+1
Montrons Va P(a) par récurrence structurelle sur a
> nbf F
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Exemple : nombre de feuilles et de clés

let rec nbf = function let rec nbc = function
|F—1 |F—0
| N(g, x, d) — nbf g + nbfd | N(g, x, d) — nbc g+ 1 + nbcd
Conjecture : Va nbf a =nbca+ 1
On pose P(a) d¢ nbfa=nbca+1
Montrons Va P(a) par récurrence structurelle sur a
» nbf F =1
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Exemple : nombre de feuilles et de clés

let rec nbf = function let rec nbc = function
|F—1 |F—0
| N(g, x, d) — nbf g + nbfd | N(g, x, d) — nbc g+ 1 + nbcd
Conjecture : Va nbf a =nbca+ 1
On pose P(a) d¢ nbfa=nbca+1
Montrons Va P(a) par récurrence structurelle sur a
»nbf F=1=0+1
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let rec nbf = function let rec nbc = function
|F—1 |F—0
| N(g, x, d) — nbf g + nbfd | N(g, x, d) — nbc g+ 1 + nbcd
Conjecture : Va nbf a =nbca+ 1
On pose P(a) d¢ nbfa=nbca+1
Montrons Va P(a) par récurrence structurelle sur a
»nbf F=1=0+1=nbcF +1
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Exemple : nombre de feuilles et de clés

let rec nbf = function let rec nbc = function
|F—1 |F—0
| N(g, x, d) — nbf g + nbfd | N(g, x, d) — nbc g+ 1 + nbcd
Conjecture : Va nbf a =nbca+ 1
On pose P(a) d¢ nbfa=nbca+1
Montrons Va P(a) par récurrence structurelle sur a
»nbf F=1=0+1=nbcF +1
» Soient gp, xp et dp quelconques vérifiant les

hypotheéses de récurrence :
nbf go = nbc gp + 1 et nbf dy =nbc gy + 1
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Exemple : nombre de feuilles et de clés

let rec nbf = function let rec nbc = function
|F—1 |F—0
| N(g, x, d) — nbf g + nbfd | N(g, x, d) — nbc g+ 1 + nbcd
Conjecture : Va nbf a =nbca+ 1
On pose P(a) d¢ nbfa=nbca+1
Montrons Va P(a) par récurrence structurelle sur a
»nbf F=1=0+1=nbcF +1
» Soient gp, xp et dp quelconques vérifiant les

hypotheéses de récurrence :
nbf go = nbc gp + 1 et nbf dy =nbc gy + 1

nbf N(go, X0, do)
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let rec nbf = function let rec nbc = function
|F—1 |F—0
| N(g, x, d) — nbf g + nbfd | N(g, x, d) — nbc g+ 1 + nbcd
Conjecture : Va nbf a =nbca+ 1
On pose P(a) d¢ nbfa=nbca+1
Montrons Va P(a) par récurrence structurelle sur a
»nbf F=1=0+1=nbcF +1
» Soient gp, xp et dp quelconques vérifiant les

hypotheéses de récurrence :
nbf go = nbc gp + 1 et nbf dy =nbc gy + 1

nbf N(go, X0, do) = nbf 8o + nbf d()
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let rec nbf = function let rec nbc = function
|F—1 |F—0
| N(g, x, d) — nbf g + nbfd | N(g, x, d) — nbc g+ 1 + nbcd
Conjecture : Va nbf a =nbca+ 1
On pose P(a) d¢ nbfa=nbca+1
Montrons Va P(a) par récurrence structurelle sur a
»nbf F=1=0+1=nbcF +1
» Soient gp, xp et dp quelconques vérifiant les

hypotheéses de récurrence :
nbf go = nbc gp + 1 et nbf dy =nbc gy + 1

nbf N(go, X0, do) = nbf 8o + nbf d()
= (nbc go + 1) + (nbc dy + 1) (hyps
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Exemple : nombre de feuilles et de clés

let rec nbf = function let rec nbc = function
|F—1 |F—0
| N(g, x, d) — nbf g + nbfd | N(g, x, d) — nbc g+ 1 + nbcd
Conjecture : Va nbf a =nbca+ 1
On pose P(a) d¢ nbfa=nbca+1
Montrons Va P(a) par récurrence structurelle sur a
»nbf F=1=0+1=nbcF +1
» Soient gp, xp et dp quelconques vérifiant les

hypotheéses de récurrence :
nbf go = nbc gp + 1 et nbf dy =nbc gy + 1

nbf N(go, X0, do) = nbf 8o + nbf d()

= (nbc go + 1) + (nbc dp + 1) (hyps 1
= (nbcgo + 1+ nbcdp) +1
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let rec nbf = function let rec nbc = function
|F—1 |F—0
| N(g, x, d) — nbf g + nbfd | N(g, x, d) — nbc g+ 1 + nbcd

Conjecture : Va nbf a =nbca+ 1
On pose P(a) % nbfa=nbca+1
Montrons Va P(a) par récurrence structurelle sur a
»nbf F=1=0+1=nbcF +1
» Soient gp, xp et dp quelconques vérifiant les
hypotheéses de récurrence :
nbf go = nbc gp + 1 et nbf dy =nbc gy + 1

nbf N(go, X0, do) = nbf go + nbf do
= (nbc go + 1) + (nbc dp + 1) (hyps 1
= (nbc go + 1 + nbc dp) + 1
= (nbc N(go, x0, db)) + 1 p L
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