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Resune

Nous pesentons dans ce rapport un nouvel algorithme pour lalcul d'en-
semble atteignable par un syseme dynamique lireaire avec ¢ertitude :

X = Ax + Bu

a kBuk est borre.

Cet algorithme se base sur une discetisation du probeme, podaquelle
nous proposons une anelioration, et calcule en fait les preens termes de la
suite d'ensembles :

1 = A 5, U

L'originialie de la methode vient de la sparation de la transformation
lireaire et de la somme de Minkowski. Ceci permet de s'a ranchide I'e et
d'emballage puisque seule I'erreur initiale duea la discesation du syseme
est propagee par le ot.

Bien que non speci quea un type de donree particulier, cete nethode
semble particulerement adapee aux zonotopes. Les zongies forment une
classe de polytopes pesentant des proprees ineressange: ils ont un repe-
sentation compacte, sont clos par application lireaire et some de Minkowski,
la somme de Minkowski se fait en temps constant.

Plusieurs algorithmes se basant sur cette nethode sont propaset com-
paes a d'autres nethodes existantes. lls pesentent une bnne complexie
threorique, tant en temps (entre O(kd?) et O(kd? + d®) pour le plus rapide),
qu'en espace (entréD(kd?) et O(kd + d?)), au d est le nombre de variables
continues, etk le nombre de pas de temps consicees. En pratique ils sont plus
rapide, plus pecis, et consomment moins de nemoire que legtimodes aux-
quelles on les a compaes. Ces derneres ayant I'avantag@ule plus gererales
que notre methode qui utilise intensivement les redondanceli probkeme.

Une extension au cas a ne par morceaux est en n propose et tesé sur
deux exemples.
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Introduction

Dans de nombreux domaines (biologie, chimie, ingenierie) les objets
etudes pesentent des aspects continus (temperature, Vtesse::) et discrets
(disparition/ajout d'un eactif, bo'te de vitesse, interru pteur:::). On appelle
ces sysemes pesentant deux types de dynamique des sysemeglides.

La \eri cation formelle, qui consiste a montrer que tous lescomporte-
ments exhiles par un syseme, sous toutes les perturbationsternes pos-
sibles satisfont, ou non, certaines proprees est un des prapaux enjeux de
leur etude. Un outil de base important pour menera bien cet olectif est
le calcul d'ensembles atteignables, c'esta dire I'ensemble sd@oints pour
lesquels il existe une trajectoire du syseme les visitant.

Malheureusement ce probeme est incecidable et on ne peut esgr qu'ob-
tenir des sur-approximations de I'ensemble atteignable sur arduee borree.
Méme dans ce cas, le probeme reste dicile et on se restreint seenta la
classe des sysemes a nes par morceaux. Elle pesente un inet particulier,
elle est su samment simple pour pouvoir esgerer en faire uneetde automa-
tique, et su samment expressive pour pouvoir moceliser de faco ealiste de
nombreux sysemes.

Plusieurs methodes ontee proposees pour calculer 'esemble atteignable
par un syseme a ne, mais quand on prend en compte l'incertit@e sur les
paranetres du syseme, qui peut &tre duea une mesure, inc&ine par es-
sence, ou une entee inconnue, elles sont victimes de I'e etethballage : la
propagation et I'accumulation d'erreurs dues aux approxiations recessaires.
La nmethode que nous pesentons ici permet de s'a ranchir deet e et.

Nous commencerons par pesenter plus en cetail les sysemeglirides, et
mettrons enevidence l'importance des sysemes a nes par maeaux. Nous
nous ramenerons ensuite, via une discetisation du probkra, pour laquelle
nous proposons une anelioration, a letude d'une suite d'esembles, et pe-
senterons la plupart des nmethodes aujourd'hui utilisees pur en calculer les
premiers termes. Nous pesenterons en n notre algorithme, etous montre-
rons comment l'utiliser pour letude des sysemes a nes par norceaux.



Chapitre 1

Sysemes hybrides

Dans ce chapitre nous allons aborder de manere intuitivealtheorie des
sysemes hybrides pour mettre en evidence le contexte dangduel notre
travail se situe. Pour unetude plus compekte, voir [6, 10].

1.1 [e nitions

Les sysemes hybrides recouvrent tous les sysemes impliquades preno-
menes continus et discrets, que ce soit de facon intrineequeu pour simpli er
une dynamique continue, comme par exemple, I'abstraction,seent faite en
biologie, d'une sigmede par deux (ou trois) modes de fonctionnement.

Nous avons donc besoin d'une ce nition gererale [4, 10, 22pour les
cecrire.

e nition 1  Un automate hybride est un septuple

H=(Q;ED;U;F;GR)

{ Q est I'ensemble destats discrets

{ E Q Q estlensemble degansitions

{ D=1fDqgjq2Qg est la collection deslomaines

802 Q, Dy est un sous ensemble dg"

{ U=1Uyj g2 Qg est la collection deslomaines des entees
8092 Q, Ug est un sous ensemble de°

{ F=1fyq)g2 Qg est la collection desshamps de vecteurs
892

{ G=1Ge]e2Egest la collection degyardes

g2Q,fq:Dgq Ug! R"
8e=(q;f) 2E, Ge Dy U,
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{ R=1fR.je2Egest la collection des fonctionsesets
8e=(q;d) 2E, Re:Ge! 2P

Moins formellement, un automatehybride peut €tre vu comme un au-
tomate discret auquel on ajoute des variables continues dont levolutiomst
donree par un syseme dequations dierentielles x = f4(x; u) pour chaque
etat g, les transitions entreetats g et ¢ sont ceclencrees quand les variables
continues atteignent une certaine partie de l'espace, la girGqp, €t la tran-
sition peut einitialiser les variables continues par une foction resetRq.

Un exemple classique est le thermostat :

Example 1 Le thermostat peut &tre moctli® par un automate hybride a
troisetats f POS, NEG, OFFg (gure 1.1). On veut maintenir une tempera-
ture de 2pquand la temperature passe au dessus de 22a thatisation se
met en marche, et quand la temperature passe sous les 18bau age se met
en marche.

Ici, la temperature, T, est une variable continue du syseme, et et
sont des variables d'enteeu reete I'in uence exerieure, et l'incertitude
sur la mesure de la temperature ((t) est la dierence entre la temperature
mesueea linstant t et la temperature eelle).

On pourrait encore compkter le mocele en ajoutant une vaable d'entee
pour la temperature demanckee (ici 2J) pour les seuilsa partir desquels ont
ceclanche le chau age ou la climatisation, pour l'intensét du chau age ou
de la climatisatior ::

On peut donc distinguer trois types d'entee, I'in uence del'environne-
ment, I'in uence de l'operateur, et les imperfections du sgeme. Mais dans le
cadre de l'analyse des sysemes, elles sont toutes trois sourcéacagrtitude.
C'est pourquoi, dans la suite, nous parlerons d'incertitude.

1.2 Atteignabilie

Un probeme crucial dans letude des sysemes hybrides est ddsterminer
si les executions du syseme rencontrent, ou non, certaine®aes de I'espace,
favorables, ou critiques.

Pour cela, on pourrait vouloir executer le syseme graceades techniques
classiques d'inegration dequations dierentielles, maisa cause des incerti-
tudes, plusieurs executions partant du méme etat initial peuvent produire
des trajectoires dierentes, on peut aussi par exemple vouloconsicerer un
ensemble de valeurs initiales pour les variables continues,n@en une seule.



1.2 Atteignabilie

T+ < 18 T+ > 22

T+ > 20 T+ < 20

Fig. 1.1 { Automate hybride mocklisant un thermostat
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Le syseme peut donc gererer un ensemble in ni (non ccnombable) de tra-
jectoires, il serait donc illusoire de vouloir faire une \erication sysematique
par simulation. On peut donc essayer de gererer un ensemble d&fectoires
repesentativesde la dynamique du syseme, ou travailler sur des ensembles
de points, nous nous ineressons icia cette dernere approe.

On remplace lequation dierentielle avec entee, par une inclusion dif-
Erentielle, au sens de Aubin [2]. Ainsi,a partir de la dynamigie non ce-
terministe du syseme agissant sur un point, on construit une dynamue
ceterministe agissant sur un ensemble de points capturant toug$ compor-
tements possibles du syseme initial.

1.2.1 Dynamique continue

On se place ici dans unetat discreg, la dynamique du syseme est donree
par :

x = f (x;u) (1.1)

On note (I) I'ensemble atteignablea partir del en un tempst :
(1) = fy 2 R" j 9x solution de (1.1),x(0) 2 I * x(t) = yg

On peut aussi ¢k nir I'ensemble atteignable sur un intervalle @ temps {; t] :

[
Rig(l) = t(1)

t2[t; 1]

L'iceal serait de pouvoir calculer R. 1 ((I), mais c'est un probeme in-
cecidable, on va donc calculer une sur-approximationk, de I'ensemble at-
teignable sur un intervalle de temps borre. On proede en dcetisant le
syseme.

Une approche pour calculer une telle sur-approximation est deir de
Rio:11(1') pour calculerRo.t+ (1). Pour cela il sut de consicerer le ota la
frontere de R'p.41(1) et de gon er Rp.1(1') en consequence [8]. L'intuition est
qu'une trajectoire partant d'un point de R, j(1 ) reste dansRp. (I ) pendant

t ou en sort en passant par sa frontere. Il sut donc, pour chaque fee de
la frontere de Ro,j(1) de consicerer la projection maximale du ot sur la
normalea cette face et de gon er cette face en consquence

Une autre approche calculdR o, (1) comme l'union desRy; ¢ ¢+1y (1),
chaque ensemble etant calcuk a partir du peedent, c'est I'approche que
nous utiliserons pour traiter les sysemes lireaires avec aertitude.
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1.2.2 Dynamique discete

Pour la dynamique discete, onetend trivialement le cas dypoint (pour
une trajectoire)a un ensemble en consicerant l'intersectin de R. 1 (1) (ou
plutot de Ro, (1)) avec les gardes, cette intersection servira d'ensemble ini-
tial pour letude de la dynamique continue dans le nouveléat.

1.3 Sysemes anes par morceaux

Parmis les sysemes hybrides, la classe des sysemes a nes par rneaux
fait 'objet d'une attention particulere. Elle est en e et su samment simple
pour pouvoir esgerer en faire uneetude automatique, et su sanment expres-
sive pour pouvoir approximer de facon satisfaisante de hombresysemes.

Ce nition 2 Un syseme a ne par morceaux, est un syseme moceli par
un automate hybride pour lequel, dans chaque etat discrgt la dynamique
continue est egie par uneequation du type :

X = Ax + Bu

a A est une matricen n etB une matricen p.

1.3.1 Vers un syseme discret

Avec cette dynamique, un pointy est atteignablea partir du point X, Si
il existe un tempst et une instance des variables d'entee@ : R* ! U tels
ue :
q Z,
y= é®xo+ et )ABu( )d
0

Si on fait I'nypothese que pour tout t, kBu(t)k <  (cette hypothese
parait raisonable, peu de sysemes acceptent des entees nbarrees) alors :

Z t
etkAk 1
ky € xok et Ak g =2 ____ =
y o KAK
Notons = % , d'apes lequation peedente, il est clair que :
(1) e?l t
a e?l = feéx jx 2 1g, estlasomme de Minkowski (pour deux

ensembleA etB,A B =fa+bja2 A*b2Bg),et estlaboulede
centre O et de rayon ;.
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Fig. 1.2 { Principe de la sur-approximation deR. (I)

On peut donc calculer une sur-approximation de ((I), et si P est une
sur-approximation deRy.+ y(l), alors  ((P) est une sur-approximation
de R+ sz g(l)-

Pour pouvoir calculerR (1), il nous restea trouver un moyen de sur-
approximer Rpo. (1) e cacement.

Pour cela, on peut prendre une sur-approximation de l'envgdpe convexe
del et ((I), ety rajouter un terme correcteur pour etre sGr de ne rate
aucun point deRp. (1).

Ce terme correcteur peut etre prisegala une boule de rayo(e*Ak 1
rkAk) sup,,, kxk [11].

Ainsi, en trouvant une sur-approximation deR. (1), et du ot, nous
pouvons calculer une sur-approximation dB . t1(1 ), en calculant (ou en sur-

approximant) Ieslt premiers termes de la suite d'ensemblesy = Ryo. (1)
et

i+1 = A [ t (1.2)

Si les termes de la suite (j)ion Sont calcues de manere exacte, et si
U= fujkBuk< g, alors quand le pas de temps t tend vers 0, la distance
entre Rpp. 11(1) et sa sur-approximation tend vers 0 [11].

Une premere contribution
La premere contribution de ce rapport permet l'anelioration de la sur-

approximation du ux .

Theoeme 1  Soit un syseme ane x = Ax + Bu avecu : R* | U, si
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U=c+2Z =fc+ Zvjkvk 1, alors, pour toutk 2 N et pour tout | :

nRt 0}
(1) €Al et )ABcd
' tenez
Ote(t JAId ik:ol%jAji iBZj

al pour toute matrice M = (m; ), jM| designe (jm;; j),et (M) est I'image
de la boule de rayord, 1, par la matrice diagonale engendee par le vecteur :
0o 1

1
iMi® : X
1

En fait, ce threoeme nous dit principalement qu'on peut renplacer kAk
par jAj dans la methode peedente.
Preuve. On peut remplacer le sysemex = Ax + Bu par :

X = Ax + Bc+ BZv

avecv 2 ;. On a alors,y appartient a (1) si et seulement si il existexg
dansl| etv:R* ! 1 tels que :
Z t Z t
y=é®xo+ et ABcd + €' )ABZv( )d
0 0

Ainsi :

Z t Z t
(1) =ée*1 f e ABed g f €' )ABzv() jv:R'! g
0 0
R
Nous allons maitenant sur-approximef Se(‘ ABZv( )d jv:R' !
10 en utilisant le ceveloppement en srie entere de I'expoantielle :
R 0]
et JABZv( ) jv:R*!
"R P o 0
L E Y AIBZy( ) jVviRY I
1 i t(t ) C L D
-, A'BZ v()d jv:R"!
|_% ( ) J 1 0

il
L 1 AiBZ

h g“nyw ) jviRTL
LCABZ CXy(yd jviRT

1U est limage du cube unitaire par une application lireaire Z translage en ¢, nous
verrons plus loin gqu'il s'agit d'un zonotope
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Onakv( )k 1donc:

Z, . _
(t )I t|+1
o vOd G
et:
Z . _
A'BZ i )Iv( Yd jv:R" I e A'BZ
T IV-Res o G L
i Py Ry °
Il nous reste maintenant a sur-approximer - A'BZ -v()d

nous allons sur-approximer cet ensemble par un hyper-rectddgNous al-
lons noter (); la j-eme composante dev, et (M); le coe cienta la j-eme
ligne, I-eme colonne deM .

Soitv:R* ! ,ona:
I
x L i ' X 2y i
A'BZ (t . )v( )d A'BZ (t . )v( )d
L 0 |! _ . 0 I! .
i=k i i=k J
; i Ry t
Majorons A'BZ , “>v( )d j
: R i P . R i
A'BZ v )d L (ABZ), o v( )d

J

P . R i
L (A'BZ), ot . u) v( )d

Or, pour toutes matricesM et N, on a :

. . Xd Xd . . . . - e .
(MNj); = (M)a(N)y UMD (NJ)y = (JMINJ);
=1 =1
' . Rt (t )i i+l i
de plus, comme on l'a cea vu, , ~=Vv( )d | G or donc :
AIBZ £ ! (t )iV( )d Xd ti+1 A|BZ
T o G RS
On a donc bien :
Py R °
L ABZ Xy(yd jviRT

R 4 vne Prot it ni oo
S elt Diaig ikzolﬁJAJ' JBZ]



1.3 Sysemes a nes par morceaux 13

Ce esultat n'aneliore pas la convergence theorique de larethode, en
e et, dans le pire des cas, sA est la matrice identie mutlitplee par un
scalaire, on obtient la méme sur-approximation pour le ux. Mis en pra-
tique il permet d'obtenir une sur-approximation plus ne, naemment quand
I'incertitude n'est importante que dans quelques directiasn

On peut utiliser la m&me icke pour aneliorer la sur-approxmnation de
R, ¢(1). Par ailleurs, pour aneliorer cette approximation, une atre solu-
tion consistea calculerRpo, y(1)a partir de Ry, Tt](l) avec un plus petit
pas de temp, ceci peut s'awerer utile quand la norme d& est importante, et
que la norme sur l'incertitude, , est su sament petite pour nous permettre
d'utiliser un pas de temps relativement grand.

1.3.2 Approximation des dynamiques non-lireaires

Un des ineréts des sysemes a nes par morceaux, est de pouvo@tre
utilises pour I'approximation de dynamiques non-lireares. L'icke de la nme-
thode [1, 9, 10] est de choisir une partition du domaine de ceition du sys-
eme. Sur chagueekment de la partition, le champ de vecaur initial est ap-
proxime par une dynamique a ne avec incertitude. L'incertitude permettant
de prendre en compte les erreurs duesa l'approximation die dynamique
non lireaire par une dynamique lireaire.

Des esultats de convergence sont montes dans [10]. Nous mfeerons pas
plus dans les cetails de la methode. Il s'agit surtout ici de rettre enevidence
I'importance de letude des sysemes a nes avec incertituces.



Chapitre 2

Atteignabilie des sysemes
a nes en temps discret

A partir de maintenant, nous allons nous placer en temps disgtret consi-
cerer des sysemes lireaires avec incertitudes.

Nous nous ineressons donca la suite d'ensembles ()xon B nie par la
relation de ecurrence [(1.2), pour plus de claret, nousnendrons les notations
suivantes :

i=A i U (2.1)

2.1 Algorithme usuel

L'objectif ici est de calculer les k premiers termes de cette suite, nous
devons donc avoir une repesentation nie pour les ensembles sur laquelle
nous pouvons faire des calculs, par exemples des polytopesveges repe-
senes par une intersection d'un nombre ni de demi-espaces, @ar la liste
de leurs sommets. Les algorithmes que nous pesentons dangesection ne
sont pas Speci quesa une repesentation particulere pou les ensembles.

L'algorithme [1 montre comment calculer de facon exacteles premiers
termes de cette suite.

Malheureusement cette algorithme est inutilisable en pratiqy il a une
complexie cesastreuse, la somme de Minkowski fait grandir ladille de la

LI est clair que, puisque nous utilisons une repesentation nie (et su sament simple
pour pouvoir faire des calculs), nous ne pouvons calculer les premiers termes de cette
suite que si o est repesentable dans notre structure de donree. Il est aussi clair que cet
algorithme n'est exact qu'aux erreurs d'arrondis pes (si notre repesentation utilise des
nombres ottants par exemple).
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Algorithme 1  Algorithme usuel : Version Exacte

Entee : une matrice A, deux ensembles o et U, et un entier k.

Sortie : Lesk premiers termes de la suite e niepar = A ; 1 U.
1: RS 0

2: for i from 1 to k do

3: i A, U

4: RS RS[ (i)

5

6

: end for
c return RS

repesentation des ensembles i, et on se retrouve a appliquer une trans-
formation lireaire sur des objets de plus en plus gﬁﬁ)sOn peut le voir par

exemple sur la gure 1.2, la sur-approximation d& . (I) est la somme de
deux quadrilaeres (I'enveloppe convexe deete "1, et un terme correcteur
care) et elle a 7 sommets.

Prenons par exemple le cas ai les ensembleg et U sont des polygones
convexes repesenes par leurdN sommets. Comme il est monte en [12], la
somme dej polygones convexes ayant au plud sommets en dimensiord
a, dans le pire des cas, un nombre de sommets de l'ordreQ@ig ¢ N2 D),
Donc, siN; est le nombre de sommets de;, dans le pire des cas :

Ni =0 id lNZ(d 1)

La taille de la sortie est donc de l'ordre de®O dN2@ Ykd 1 dans le pire
des cas. Cet algorithmeexact semble donc di cilement utilisable. La solu-
tion classiqguement propose est de faire des sur-approximaisa chaque
etape, pour limiter la taille de la repesentation des ;, comme cecrit dans
I'algorithme 2.

APPROX est un algorithme qui prend en entee un ensemble et en ren-
voie une sur-approximation dont la taille de la repesentatn est plus petite.

A chaqueetape, on sur-approximéA ~; ; U pour garder la taille de la
repesentation de ~; borree, il existe quelques variantes, nottemment I'ap-
proximation peut etre e ectiee apes l'ajout de ~ja RS.

Méme avec cette algorithme, l'utilisation des polytopes cwexes reste
complexe, c'est pourquoi, d'autres classes d'ensembles ordtidees.

2Nous supposons que nous utilisons une repesentation raisonable pour les ensembles,
on pourrait repesenter ¢ par PA; o;U; ki poureviter cette explosion, mais cela n'aurait
pas vraiment de sens. Eta notre connaissance, pour toute classe d'ensembles close par
transformation lireaire et somme de Minkowski, la somme de Minkow&i augmente la
taille de la repesentation
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Algorithme 2  Algorithme usuel : Version Approclee
Entee : une matriceA, deux ensembles o et U, et un entier k.
Sortie :  Une sur-approximation dek premiers termes de la suite ce nie par
i=A i1 U
1: RS 0
2: for i from 1 to k do
3 i Approx (AT 1 U)
4 RS RS[ (79)
5
6

: end for
: return RS

2.2 Dierentes structures de donrees

Quelques classes d'ensembles sont ici pesenees tes sucemient, nous
nous ineresserons ensuite plus en cetail aux zonotopes, queus utiliserons
par la suite.

2.2.1 Rectangles (Arithnetiqgue d'intervalles)

On ne consicere ici que les ensembles de la fornag;[b] ::: [aqg; k),
c'esta dire les rectangles dont les arrétes sont paraleteaux axes du syseme
de coordonrees. |l s'agit en fait de I'ensemble des boules pdamnorme in nie.

L'avantage des boules, est que la somme de deux boules est unedydal
collection des boules est close par somme de Minkowski.

(fag; ] @i [ag; k) (a3 B ::: [ag; HD)
=[ac+al b+ B i [ag+ ag; b+ b )
Une boule a une repesentation compacte,d2eels, et il est tes facile®,a
partir d'un ensemble de pointsA, de trouver la plus petite bouleBOX (A)

contenant cet ensemble. Par exemple, Aiest un polytope convexe repesene
par I'ensembleS de ses sommets :

BOX(A)=[min 1(x); max 1(x)] i [min q(x); max q(x)]

al i(x) est lai-eme composante dex.
De plus la fonctionBOX a une propree ineressante :

Proposition 1  Pour tout ensemblesA et B, on a :

BOX (A) BOX(B)= BOX(A B)

3encore une fois, en supposant qua a une repesentation raisonnable
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\7

[ <
| N /
\7

En traitepais : 7, I'ensemble calcué
Entrait n: AT 1, l'image par A de I'ensemble calcué avant approximation
En trait pointile : i, 'ensemble exacte

Fig. 2.1 { Sur-approximations successives pour la rotation

Preuve. Intuitivement, pour chaque faceF, normale aux vecteurg du
syseme de coordonrees, d8OX (A) il existe un vecteuru; de A dansF,
de méme, on peut trouver unv; dans B, et u; + v; atteind une face de
BOX (A) BOX (B) et une face deBOX (A B)

Malheureusement, I'image d'une boule par une applicationrgiaire n'est
pas recessairement une boule, et méme si il est facile de troulgeplus petite
boule la contenant, ces sur-approximations successives peuyaonduire une
erreur importante.

Prenons I'exemple de la rotation de 45 degee dans le plan,nsaincer-
titude (U = 0) le rayon de reste constant, pourtant,a cause des sur ap-

. . . =i . .
proximations successives, le rayon dg est 2 fois celuide o.La gure 2.1
illustre cet exemple.

2.2.2 Rectangles orienes

Pour tenter de esoudre ce probeme, on consicere un sysemee coor-
donrees variable [19], ce qui revienta dire que les rectgies consickes ne
sont plus orienes suivant les axes du syseme de coordonredstial, mais
de facona ce que l'approximation soit la meilleure possibld.'exemple de la
rotation sans incertitude ne pose alors plus de probeme.

Par contre, le choix de l'orientation du rectangle approxirant n'est pas
trivial, d'autant moins que I'ensemble des rectangles ories n'est clos ni par
transformation lireaire, ni par somme de Minkowski.

La nethode qui semble la plus e cace pour choisir I'orientaton des rec-
tangles, que nous ne cetaillerons pas ici, est duea Lohnerd]L Elle est base
sur la cecomposition QR des matrices, en un produit d'une mattce orthogo-
nale Q et d'une matrice triangulaire superieureR.
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2.2.3 Ellipso «des

Les rectangles orienes permettent d'obtenir une pecisin sugerieure a
celle obtenue avec une arithrretique d'intervalles, mais operd la cloture par
somme de Minkowski, et on est toujours pas clos par transformatidireaire,
on peut aussi consicerer que les rectangles sont des formes tsamples pour
repesenter des ensembles engendes par une dynamique ¢ome. C'est pour-
quoi l'utilisation d'ellispoedes, ou de familles d'ellipsodes,aet propoe.

Elles ont l'avantage d'avoir une repesentation aussi comp&e que les
rectangles orienes, une matricel d et un vecteur, et contrairement a ceux-ci,
I'ensemble des ellipsdes est clos par transformation lireaire (mais toujours
pas par somme de Minkowski).

Dans [16], Kurzhanski et \alyi decrivent comment e ectuer ecacement
les dierentes operations recessairesa l'utilisation des ellipsedes pour letude
des sysemes dynamiques. Malheureusement, pour ces operaso entrent
parfois en jeu des probemes d'optimisation non-triviauxainsi que des ap-
proximations irevitables, la classe des ellipsdes netant pas close par somme
de Minkowski.

2.2.4 Zonotopes

Les pe@dentes classes d'ensembles ne sont pas closesa I fair trans-
formation lireaire et par somme de Minkowski. Les approximabns ne servent
plusa limiter la taille de la repesentation des ensembles, yisque tous les
ensembles d'une méme classe ont une repesentation de mémide mais
a approximer ces operations. L'ensemble des zonotopes, estdkis petit en-
semble clos par transformation lireaire et somme de Minkowskices opera-
tions ne posent plus de probemes, mais comme pour les polyggpconvexes,
il faut une methode pour controller la taille de leur repesentation.

Un zonotope est la somme de Minkowski d'un ensemble de segments, il
peut aussi &tre vu comme l'image par une application a ne du doe unitaire
en dimension sugerieure.

& nition 3 Un zonotope est repesent par son centra, et ces gererateurs

hu; vi;ii vl = fu+ ivii8l, j2[ 1;1p

42d pour les rectangles,d(d + 1) pour les rectangles orienes et les ellipsedes
Splus pecisment, le plus petit ensemble clos par transformation lireaire et somme de
Minkowski contenant des ensembles connexes non eduitsa un point
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Un zonotope dem gererateurs en dimensiond est dordre 7.

Avoir une repesentation de taille variable (ici (m + 1) d) permet de choi-
sir entre pecision et vitesse d'execution en faisant varier ldaille maximale
autoriee.

Proprees

Etant la somme d'un ensemble ni de segments, les zonotopes sontinso
gereraux que les polytopes convexes, ils ont en particuieune symmnetrie
centrale. On peut aussi remarquer qu'en dimensiod 3, les polytopes
convexesa symnetrie centrale ne sont pas tous des zonotop&sar contre,
ils pesentent plusieurs avantages, nottemment une repes&tion compacte
par rapport au polytopes convexes, qui sont repesenes pafehsemble de
leur sommets ou par l'intersection de demi-espaces :

Proposition 2 [23] Le nombre de sommets d'un zonotope en dimensidn
avecm gererateurs est borre par :

X1 1
) m

o

Le nombre de faces de dimensiath 1 d'un zonotope en dimensiord avec
m gererateurs est borre par :

m

2
d 1

Ces bornes sont atteintes dans les cas greriques.

Ainsi, on peut encoder un objet ayantO(m® 1) sommets aveand eels,
si on le voit comme un polytope convexe, son encodage reces§li@m?® 1)
eels. Outre cette aspectcompact un autre inerét des zonotopes est que la
transformation lireaire et la somme de Minkowski sont relativenent simples.

Proposition 3 La transformation lireaire d'un zonotope d'ordrep (m = dp
cererateurs) se fait en O(pM (d)) as M (d) est la complexie de la multipli-
cation de deux matriced d:
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Pour la somme de Minkowski, on atteintO(d) en utilisant des listes dou-
blement cha'yees pour la liste des gererateurs, la coneatation se fait alors
en O(1), seul l'addition des centres des zonotopes prend du tempdais si

alors la somme de Minkowski se fait e@(1). C'est souvent le cas pour le
zonotopeU qui mocklise l'incertitude du syseme.

Par ailleurs, si on limite I'ordre des zonotopes & (1), et si on utilise
une multiplication matricielle ayant une bonne complexg treorique [5], on
peut atteindre pour la transformation lireaire une complexe de l'ordre de
O(d?37®). Mais la taille des matrices consiceees en pratique est su sante
pour que cet algorithme soit vraiment e cace.

Algorithmes

Comme nous l'avons vu, la somme de Minkowski pour les zonotopss
fait en concaenant la liste des gererateurs, la taille de & somme de deux
zonotopes est doncegalea la somme des tailles de ces zone®pAinsi, dans
I'algorithme (1, si on note encoreé\; la taille de la repesentation de i, si ¢
est d'ordre p et U d'ordre g, alors :

Ni = (p+ ig)d® + d

La taille de la sortie est donck(p + k+qu)d2 + kd. Sip et g sont enO(1),
l'algorithme 1 pour les zonotopes a une complexie en tempn O(k2M (d))
et en espace e®(k?d?).

k est un paranetre crucial, c'est le nombre de pas consicees.dr pouvoir
prendre un pas de temps petit, et donc eviter une approximabn initiale
trop grossere, il faut pouvoir travailler avec unk grand, c'est pourquoi une
complexie en k? n'est pas satisfaisante.

Nous allons donc devoir e ectuer des approximations pour liter I'ordre,
p, des zonotopes manipuks. Un des ineréts des zonotopes, @stssi ce pa-
ranetre p, qui permet de choisir la pecision de la sortie : si on preng
sugerieura l'ordre maximal atteint par l'algorithme 1, al ors on calcule avec
l'algorithme 2 les ; de facon exacte, alors que si on preng = 1 on se
rapproche des nethodes se basant sur des approximations retalaires.

Approximer un zonotope d'ordreq par un zonotope d'ordrep de facon
optimale est un probkeme di cile. C'est pourquoi les nethodes d'approxima-
tion utilisees fonctionnent principalement sur le princige suivant : On extrait
un certain nombre de gererateurs du zonotop& pour construire deux zono-
topes,Z; et Z, tels que

Z=27Z, 2,
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Et on sur-approximeZ, par un rectangleR, en projetant ses gererateurs sur
les axes du sysemes de coordonrees. On sur-approxime aldrs Z, par
Z; R.

Le probeme est de choisir quels gererateurs vont &tre suapproxines par
un rectangle.

Flush-When-Full

On peut choisir de sur-approximer par un rectangle le zonotomsgende
par les plus petits gererateurs du zonotope initial, l'iée etant que l'erreur
d'approximation augmente avec la taille des gererateursLe probeme, se-
lon Kehn [14], est qu'alors la taille des plus petits gereratews va grandir.
Ainsi, au bout de quelques pas de temps, le zonotope n‘aura plus depetits
gererateurs, et on devra faire des approximations de plusneplus grosseres.

Il faut donc maintenir un certain nombre depetits gererateurs, quittea
faire parfois des approximations plus grosseres que recessa

Dans [14, 15], kihn propose un algorithme pour atteindre ce but. Les
gererateurs sont regroupes par blocs dal. L'ordre dans lequel les gererateurs
d'un zonotope sont lises n'a pas d'importance, mais ici I'atre des blocs est
important, ils sont initialement tres par norme croissante, et l'algorithme
utilie va maintenir cet ordre.

Un zonotope d'ordrep est repesent par :

Al V] = Vg1 i Vg+de

L'icee est alorsa chaqueetape de choisir les plus petits bics pour faire
I'approximation, et quand il n'y a plus depetits blocs, on approxime plusieurs
blocs par un seul pour faire apparatre des blocs nuls.

Plus formellement, il propose de choisir le plus grandtel que :

Example 2 La table 2.1 montre les 12 premeres ierations de l'algathme
FWF pour la ecurence ;= ; ; |.On ne fait ici aucune sur approxima-
tion, puisque la suite ainsi ¢ nie ne fait que sommer des atangles, mais
cette exemple permet d'avoir l'intuition de ce qui se passdérsur un probeme
plus complique, on ne fait des sur-approximationgnportante qu'auxetapes
4 et 9, et on aura toujours degetits blocsa sur-approximer, commea letape
7, toutes les autresetapes sont faites sans sur-approxinat.
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Z n Z n YA
[G0;0]1({4 [GOC; 4] | 8 [l;3l;4l]
[GO1]|5 [O1;4]]9 [0009l]
G116 [I;1; 4] 110 [QI;9]
;61017 [031;41]]11 ;15 9]

WN PP OIS

Tab. 21 {FWF pour ;= ; 1 |

Plus petits gererateurs

Dans [11], Antoine Girard, contrairementa ce que peconisda(uhr@, pro-
pose de prendre lesg( p+ 1)d plus petits gererateurs pour l'ordre :

u<v,k uk; k uk; < kvk; k vk;

L'icee est que pluskuk; k uk; est petit, plus u se trouveproched'un axe
du syseme de coordonrees, et donc I'approximation sera moiggossere que
pour un vecteur plusloigre .

Cette nethode semble plus pecise en pratique que celle deeskn, mais
elle recessite un tri des vecteursa chaqueetape. Uneetudplus approfondie
restea faire pour determiner son e cacie.

2.2.5 Recapitulatif

La table/2.2 ecapitule les dierentes proprees de cl6tures pour les classes
d'ensembles que nous venons de pesenter. On a ajout aussi dae tableau
la cléture par union, intersection, et intersection avec un emi-espace, qui
sont des proprees importantes quand on voudra passer d'un sgme a ne
a un syseme a ne par morceaux.

Seul les polytopes convexes et les zonotopes peuvent étikses pour un
algorithme exact

2.3 L'e et demballage

Toutes les nethodes que nous venons de voir recessitent, aaqueetape,
de sur-approximerA~; ; U pour obtenir 7j. Ces sur-approximations succes-
sives s'accumulent et sont propagees par la transformation diaire A. C'est
ce gu'on appelle I'e et d'emballage.

6Quand Kehn met en garde contre le choix sysematique des plus petits vecteurs pour
la sur-approximation, petit signi e petit pour une certaine norme, il n'est donc pas clair
que l'ordre choisi par Girard provoque les méme probemes, cax 7! kxk; k xk; n'est
pas une norme.
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Al L] [\H
rectangles " i
rectangles orienes |
e 15

pes nlnp D D
polytopes convexes = | T

Tab. 2.2 { Cloture des dierentes classes d'ensembles par les opgeurs de
transformation lireaire, somme de Minkowski, union, intersen, intersec-
tion avec un demi-espace.

On a vu en 2.2.1 que cet e et peut engendrer, sur des probemssnple,
une erreur exponentielle erk. Dans [14], Kehn evalue la performance de
FWF pour un probeme egerement dierent :

Theoeme 2 [14]
Soit ( {)i2n la suite & nie par :

o = 0
i = A i1 U

Soit (7i)i2n I'approximation de ( )ion calcuke par I'algorithme FWF avec
des zonotopes d'ordre.

Si kUk < et sikAi:jAi+j 1:::Ajk M pour touti;j etau M et
sont deux constantes. Alors il existe des constanteset ¢, (ne cependant
gue dep) tels que :

dist(~i; 1) ciC "

L'algorithme FWF est juge performant, puisqu'il produit un e et d'em-
ballage sous-exponentiel, mais celui ci reste tout de méme ionfant.



Chapitre 3

Suppression de l'e et
d'emballage

Les principales contributions de ce rapport sont dans ce chap. Rappe-
lons la relation de ecurence qui nous ineresse :

3.1 Separation de la somme et de l'applica-
tion lireaire

Nous avons vu en 2.3 que les erreurs d'approximations, progag et ac-
cumukes par le ot, pouvaient engendrer une erreur impognte au bout de
guelques pas de temps.

Ces approximations sont recessaires quand la famille d'ensdmizonsi-
deee n'est pas close par application a ne ou somme de Minkowskcomme
pour les rectangles), ou quand la somme de Minkowski rend I'endg#enconsi-
dee trop complige pour pouvoir lui appliquer la transformation lireaire A.

Nous allons montrer ici comment parer la somme et la transimation
lireaire, pour ainsi supprimer I'e et d'emballage.

Remarquons tout d'abord qu'une repesentation non ecursie de la suite
cefninie par 2.1 est :

M 1
= Al AlU
j=0

Ainsi pour calculer ;. l'algorithme [1 calculerait :

A; U
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al ; estl'ensemble :
(A" y AU ;i AU L)

dont la taille de la repesentation peut &tre tes grande.
Or, on peut remarquer que :

AA o AU i AU U U

AA" o) (AA"U) (AU i AU L))

Ainsi, sipour ; onacalcueAl o, A" U, et L J':é Al U, on calcule .1
avec deux transformations lireaires sur des objets de la thaldes entees et
deux sommes de Minkowski sur des objets dont la taille est croissant

Plus pecisement, on calcule les trois suites e nies par :

Xi+1 = AXj Xo= o
Vi = AV, Vo=U
S+ =V S So = fOg

Onaalors = X; §.
En e et, pour tout i, on a:

Xi=AXo= Al ¢
V, = AlVp, = A'U
M1 M1

dar = X; S.

On en ceduit I'algorithme 3.

La seule operation se faisant ici sur des objets de taille croisgarest la
somme de Minkowski, or on a vu en 2.2.4 que pour les zonotopes, dae
plexie de la somme de Minkowski ne cepend pas de la taille degerandes. Il
est donc ineressant d'utiliser cet algorithme avec des zongpes. Cela permet
aussi de reduire la complexie en espace, en e et, pour stockég et Z, Z,
il sut de stocker Z; et Z, (puisque la somme de MinkowskZ; Z, n'est
gue la concatnation des Kec_:teurs dé, et Z,).

Ainsi, pour stocker les J'zé Al'U pour i entre 0 etk, il sut de stocker
lesA'U pour i entre O etk.

On a donc le treoeme suivant :

Theoeme 3  L'algorithme [3 est correct et a une complexie en temps en
O(kM (d)) et en espace e®(kd?), pour des zonotopes d'entee d'ordré (1)
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Algorithme 3 Exacte
Entee : une matriceA, deux ensemble ¢ et U, et un entier k.

Sortie : lesk premiers termes de la suite ce nie par ;1 = A | U.

1 Xo 0

2: Vo U

3235 f Og

4: RS 0

5. for i from 1 to k do

6: X AX; 1 ')ﬁi.: Al 0
7. S S 1V .S, = ;SgAJU
8: RS RS (Xi S) . RS = }:0 i
9: V, AV, 1 V= AU
10: end for

11: return RS

(O(d) cererateurs). Qu d est la dimension de l'espace, @il (d) la complexie
de la multiplication de deux matricesl d.

L'algorithme impkement utilise une multiplication matr icielle nave, la
complexite de l'algorithme est donc enO(kd?®), mais il existe des algorithmes
de multiplication matricielle [5] permettant d'atteindre pour Il'algorithme |3
une complexie asymptotique de l'ordre deO(kd>376).

On a trouwe un algorithme tes rapide et peu gourmand en menoire pour
le calcul exactdesk premiers termes de la suite ce nie par lequation 2.1.
Malheureusement les derniers termes de la suite sont des zopet® d'ordre
O(k) (O(kd) gererateurs), la sortie de cette algorithme devient donc ie dif-
cilement exploitable, nous allons donc en proposer une varte, permettant
de limiter le nombre de gererateurs des zonotopes constint la sortie, tout
en garantissant une erreur d'approximation raisonnable.

3.2 Reduction du nombre de grerateurs

Pour eduire le nombre de gererateurs, nous sommes obliged'utiliser un
algorithme d'approximation. Poureviter un e et similaire a I'e et d'embal-
lage, on doiteviter de faire des sur-approximations de surp@roximations.

On peut par exemple utiliser un algorithme d'approximation eri ant la
propree suivante : pour tout ensemblesA et B, on doit avoir

APPROX(A) APPROX(B)= APPROX(A B)
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Remarque 1 |l est clair que pour toute nmethode d'approximation la somm
des approximations deA et B est une approximation de leur somme. Mais
ici APPROX est un algorithme, et on veut que la somme des approximation
de A et B soit exactement I'ensemble donre par l'algorithm@&P P ROX si

on l'avait execue sur A B.

L'approximation par un rectangle orthogonal aux axes du systne, BOX
\eri e cette propree. En fait, I'approximation par n' importe quel zonotope
non cegeree d'ordre 1 \eri e cette propree (si on a pproxime toujours par
le mémezonotope).

Nous pouvons utiliser cette icee pour obtenir I'algorithme 4

Algorithme 4  Approximation Rectangulaire
Entee : une matriceA, deux ensemble ( et U, et un entier k.
Sortie : l'approximation optimale par des rectangles orthogonauxux axes

desk premiers termes de la suite ce nie par j+; = A ; U.
1 Xo 0
2: Vo U
335 f Og
4: RS BOX( 0)
5: for i from 1 to k do
6: X AX; 1 .E(i_:Aio
7S S 1 Box (V1) - Si =Boy( i AlU)
8: RS RS[ (BOX (X|) S,) . RS = J!=0 BOX( j)
9: Vi AV 1 .Vi= AU
10: end for
11: return RS

Utiliee avec des zonotopes, cet algorithme a la m&éme compiexempo-
relle que l'algorithmel 3, mais il a une complexie en espaca € (kd + d?),
puisqu'il sut de O(d) eels pour repesenter un rectangle orthogonal aux
axes.

Quanta sa pecision, la proposition 1 garantie que pour tout, ~; est une
sur-approximation oprimale de ; par un hyper-rectangle. En particulier,™;
et ; ont le méme diamretre .

Par ailleurs, la distance de Hausdor entre™; et ; est toujours inkrieure

d

a - . La distance de Hausdor etant c& nie pour deux ensemblesA et B

par :

dy (A;B) =max supinf kx yk;supinf kx yk

x2A ¥2B x2B Y2A
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Ce pire cas est atteint quand™; est un cube approximant ;, une de ses
diagonales.

On peut aussi appliquer cette icee, ou des variantes n'approrant que les
plus petits gererateurs pour l'ordre utilie dans l'algorithme de Girard [11],
en post-traitement sur la sortie de l'algorithme 3.

3.3 Aceeration par changement de variables

On peut aussi vouloir aneliorer la complexie temporelle dd'algorithme
peedent, encore au cetriment de la pecision, mais sangrovoquer un e et
d'emballage, l'intersection de la frontere de™; avec ; reste non vide.

L'operation la plus colteusea chaque execution de la baicle suri dans
I'algorithme 4/ est la transformation lireaire, la somme de Mikowski se fai-
sant rapidement sur les rectangles orthogonaux aux axes, etgfaoximation
BOX se calculant rapidement pour la plupart des repesentation®our ane-
liorer la complexie temporelle, il faut donc s'ineressera la transformation
lireaire, en particulier on peut cherchera se placer dansrnusyseme de co-
ordonrees dans lequel la matrice de la transformation lit@re, A, est creuse,
on pourra alors I'executer enO(d?).

Mais il faut ensuite revenir dans le syseme de coordonreesiiial, la
matrice de passagé’ netant pas creuse a priori, il faut que les ensembles
consicees ne soient repesenes que pa (1) vecteurs, c'est pourquoi nous
devons utiliser une approximation rectangulaire.

On note SPARSE un algorithme qui cecompose une matricéA en le
produit PAP ! avecA creuse. On peut alorsecrire 'algorithme 5.

En utilisant cette algorithme avec des zonotopes d'ordr®(1) on a une
complexie en O(kd? + M (d) + S(d)), au M (d) est la complexie de la mul-
tiplication de deux matricesd d, et S(d) la complexie de l'algorithme
SPARSE.

Quanta la pecision de cet algorithme, elle cepend de la maice P, c'est
pourquoi on ne doit pas choisir n'importe quelle decompositn. En e et, siles
angles entre les vecteurs de la nouvelle base sont importantspproximation
sera d'autant plus grossere. Cette e et peut se voir sur la gure3.1, la forme
obtenue par l'approximation aura des arétes colireaireaux vecteurs de la
nouvelle base.

On veut que l'approximation d'une boule de rayon 1 ait le plugetit
dianetre possible, or I'approximation d'une boule de rayon Est :

PBOX(P 1)
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Algorithme 5 FRS

Entee : une matrice A, deux ensembles o et U, et un entier k.

Sortie : lesk premiers termes de la suite ce nie par i+ = A § U ap-
proximes, de facon optimale, par un zonotope d'ordre 1 ceniea partir
deA.

1: (A;P;P 1) Sparse (A) .A =PAP !
2: Xo P 1 0

3: Vo P lU

4: Sy f Og

5: RS  PBox (P ! )

6: for i from 1 to k do

7: Xi A X1 .Xi_PlAio
& S S 1 Box(V 1) - Sg=Box ( i-0 AlU)
9: RS RS[ P(Box (Xi) S) .RS = }:0 PBox (P ! )
10: Vi AV ;1 .Vi=A'U
11: end for

12: return RS

Fig. 3.1 { Approximation d'un care pour dierentes matrices P
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Le crierea minimiser est donc kPkkP k. On peut pour faire la cecompo-
sition A = PAP 1 utiliser I'algorithme de [17].

Par ailleurs, quelle que soit la methode utilie pour fairecette dcecompo-
sition, on peut toujours calculerkPkkP 1k et cecider de ne pas utiliser cette
algorithme sikPkkP 'k est trop grand.

3.4 Mise en uvre et esultats

Les algorithmes 3 et 4, ainsi qu'une variante ne faisant I'appximation
rectangulaire que sur la perturbationU, que nous appelerons algorithmél-
rectangulaire, ontee impemenes en OCaml. Le programme se cecompose
en plusieurs modules :

{ zio.ml pour la gestion des entees/sorties.

{ zlinalg.mlpour les operations d'algebre lireaire, un algorithme & O(d®)
est utilise pour la multiplication matricielle. Une version pour les ma-
trices creusea aussiet impemenee, mais pour l'instant, elle ne sert
que quand la matrice d'entee est creuse, la cecompositioneicessairea
I'algorithme 5/ n'ayant paset impemente.

{ zonotope.mlpour la manipulation des zonotopes.

{ reachset.micontient les algorithme/| 3 et 4, ainsi qu'une impementation
de l'algorithme|2 pour les zonotopes avec I'approximationrpposee par
Girard [11].

{ drawable.mlck nition d'une classe drawable, et des rectangles et zono-
topes en dimension 2, ainsi que les proedures d'a chages.

{ main.ml appelle reachset sur le probeme ente et a che les ensembles
calcuks.

Tous les calculs ontet e ecties sur un Pentium IIl 800MHz disposant

de 256Mo de RAM.

3.4.1 Un premier exemple
Ce premier exemple est issu de [11].
x=(PDP H)x+u
aveckuk 0:01 et
0 1
01 o1 Qo7 0:2
05 07 01 08 O
03 06 01
05 06 03
06 03 02
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0 1
1 4 0
1

0O O
4 O 0 O
D = 0O O 3 1 O
0O O 1 3 0

o 0o O o 2

L'ensemble initial est un cube de rayon:01 cente en (3 0; 0; 0; 0).

C'est un exemple en dimension 5, comme cecrit en 1.3.1, on comnce par
choisir un pas de temps, t = 0:005, et on transforme ce syseme dynamique
en un syseme en temps discret (par un algorithme impementen scilab).

Sur la gure [3.2 on peut voir I'ensemble atteignable apes XD pas de
temps, en bleu, calcuk par I'algorithme 3. Les approximatins calcukes par
I'agorithme 4 (en noir) et sa variante n'approximant que la peurbation (en
rouge) restent tes proche_s de I'ensemble exact. En e et, cane on l'a cep
dit, pour tout i, ; (ou ;:g Al U) est approxime de facon optimale par un
rectangle. Ainsi, quand ;a une forme proche d'un rectangle, I'approximation
est excellente, par contre, s'il a une forme allongee dans ukrection non
paralkle aux axes du syseme, I'approximation est plus mauaise.

Calculer ces ensembles est tes rapide avec notre algorithnszulement
quelques centemes de secondes, et avec une consommation aieend'envi-
ron un megaoctet. La table 3.1 pesente le temps de calcul e tonsommation
nmemoire de nos algorithmes, ainsi que de l'algorithme de Gima [11] (avec
dierentes bornes pour l'ordre des zonotopes consicesgt de I'algorithme 1
impemene avec des zonotope% pour le calcul de I'ensemble atteignable par
ce syseme apres 200, 400, 600, 800, ou 1000 pas de temps.

Plusieurs remarques peuvent étre faites a partir de cetteable. Tout
d'abord, les algorithmes 3 etJ-rectangulaire sonta peu pes aussi rapide I'un
que l'autre et ont une consommation memoire semblable, ce gné contredit
pas la theorie, puisque ces deux algorithmes ont la méme cplexie. Or l'al-
gorithme|3 est exact, pourquoi alors utiliser I'approximatia U-rectangulaire
si elle n'est pas plus rapide ou plus compacte ? En fait, comme lncka dit,
c'est parce que les zonotopes renvoyes par l'algorithme etaont quelques
milliers de gererateurs (quand k = 1000), alors que ceux renvoyes par le
second algorithme n'en ont qu'une vingtaine, ils sont donc pdufacilea ma-
nipuler. En particulier, pour obtenir la gure 3.2 il a fallu attendre plusieurs
secondes I'a chage de I'ensemble atteignabkexact quand son approximation
est a clee quasi-instantarement.

Par ailleurs, on peut remarquer que l'algorithme 1 est plus rage que

1 Pour tous ces algorithmes, les temps de calcul et la consommation memoire sont isr
pour une impementation en OCaml utilisant les mémes modules pour la manipulaton des
zonotopes et pour les operations d'algebre lireaire, et les mémes entees.
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X Caml graphics

X Caml graphics

EEX

X caml graphics

EEX

{ Noir : Algorithme 4

{ Rouge : Variante de l'algorithme 4/ou
seule la perturbation est sur-approxinee

{ bleu : Algorithme 3

De gauche a droite et de haut en bas,
projection de I'ensemble atteignable apes
1000 pas de temps sur les plans; X2, X2X3,
X3X4, X4Xs5, €1 X5X1.

Fig. 3.2 { Ensemble d'atteignabilie apes 1000 pas de temps
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k = 200 400 600 800 1000
Exacte (Alg(3) 0:01s 0:02s 0:04s 0:05s 0:07s
U-rectangulaire| 0:01s | 0:.02s | 0:03s | 0:05s 0:06s

Rectangulaire Os 0:s 0:.01s | 0:01s 0:02s
Girard-5 0:08s 0:19s 0:28s 0:35s 0:45s
Girard-10 0:17s 0:32s 0:50s 0:64s 0:86s
Girard-20 0:34s 0:74s 1:14s 1:46s 2:16s
Girard-40 0:66s 1:48s 2:28s 3:27s 3:96s

Exacte (Alg 1) 0:42s | 1.67s | 391s | 7:89s | 1256s

k= 200 400 600 800 1000

Exacte (Alg/'3) || 492ko | 737ko | 983ko | 1:23Mo | 1:47Mo
U-rectangulaire|| 246ko | 737ko | 983ko | 1:23Mo | 1:23Mo
Rectangulaire 246ko | 246ko | 246ko | 246ko | 246ko

Girard-5 492ko | 983ko | 1:23Mo | 1:72Mo | 1:97Mo
Girard-10 737ko | 1:47Mo | 2.21Mo | 3:19Mo | 3:69Mo
Girard-20 1:47Mo | 2:95Mo | 4:18Mo | 5:65Mo | 6:88Mo
Girard-40 2:70Mo | 5:41Mo | 8:36Mo | 1G:6Mo | 13.8Mo

Exacte (Alg/1l) || 5:90Mo | 231Mo | 51:4Mo | 90:9Mo | 141:6Mo

Tab. 3.1 { Temps de calcul et consommation memoire pour I'exempl@.4.1
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Fig. 3.3 { Comparaison de la pecision de I'algorithme de Girard thiea des
zonotopes d'ordre 20 (en vert) et une variante de l'algorithe(4 ou seule la
perturbation est sur-approximee (en rouge). En noir, l'intesection des deux
ensembles calcuks.

I'algorithme de Girard limitant I'ordre des zonotopesa 40sur les 200 premiers
pas de temps. C'esta cause de la proedure d'approximation,ud recessite,
a chaqueetape, de calculer la norme, et de trier, 200 veates (40 5). Mais
rapidement, le co0t de cette operation est compens par laiminution du
nombre de gererateurs, et donc l'acekration de la trarsformation lireaire.

Il est clair que nos algorithmes sont plus rapides que ceux awss on
les a compaes. Mais on peut se demander si ils sont vraiment plpgcis.
En fait, I'e et d'emballage apes 1000 pas de temps est telleent important
guand on limite I'ordre des zonotopesa 5 ar 10 que nous ale directement
comparer I'ensemble calcue quand on limite I'ordre des zotopesa 20, a
celui calcuk avec l'approximationU-rectangulaire (ordre des zonotopes : 4).

On voit sur la gure que si les ensembles calcuks sont retegiment
pecis, et méme parfois plus pcis que notre algorithme sules premiers pas
de temps, I'e et d'emballage produit un erreure importante a bout de 1000
pas de temps. Il faut aller jusqua I'odre 40 pour avoir un esltat comparable
au notre (gure 3.4), mais, en plus d'étre plus lent, cette gorithme renvoie
des zonotopes d'ordre 40, alors que le notre renvoie des zopes d'ordre 4,
plus facilesa manipuler.

3.4.2 Inuence de la dimension

Dans cette section nousetudions I'in uence de la dimensionudsyseme
consicee sur le temps de calcul et la consommation nemoireednos algo-
rithmes et notre impementation de I'algorithme de Girard Les esultats de
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Fig. 3.4 { Comparaison de la pecision de l'algorithme de Girard thiea des
zonotopes d'ordre 40 (en vert) et une variante de l'algorithe 4 ou seule la
perturbation est sur-approxinee (en rouge). En noir, l'intesection des deux
ensembles calcuks.

nos simulations sont pesenes dans la table 3.2.

Pour construire cette table, nous avons geree des matriesd d dont les
coe cients sont ties akatoirement selon une distribution uniforme entre 1
et 1. Ces matrices ck nissent des sysemes :

X=Ax+u

aveckuk 0:01 etx(0) 2 [0:99;201] [ 0:01;001] ::: [ 0:01;Q01].
Le syseme est ensuite disceti®e avec un pas de temps deOQ comme
cecrit en 1.3.1.

3.4.3 Inuence du pas de temps

Une autre propret de notre algorithme qu'il est ineressart de mettre en
evidence, est que, puisqu'il n'est pas victime de I'e et d'emhllage, diminuer
le pas de temps utili® lors de la discetisation du syseme dyamique permet
d'obtenir une sur-approximation plus pecise de I'ensembletteignable par
le syseme.

Ceci n'est pas vrai pour les autres algorithmes, en e et, si onmdinue
le pas de temps, on augmente le nombre de pas recessaires pounvgole
méme intervalle de temps, or I'e et d'emballage augmente a¢ le nombre de
pas consices.

Sur la gure 3.5, on peut voir I'ensemble atteignable par un sysnhe de
dimension 20 (geree comme peecdemment) pourt entre O et 1, discetise
avec un pas de temps de:D (en rouge), 001 (en vert), et Q001 (en bleu).A
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d= 5 10 20 50 100 150
Exacte (Alg(3) 0:0s 0:02s 0:11s 1:11s 8:43s 359s
U-rectangulaire| 0:0s 0:02s | 0:10s 1.08s | 842s | 342s
Rectangulaire 0:0s | 0:01s | 0:07s | 091s | 808s | 288s

Girard-5 0:03s | 0:16s 0:80s 6:09s 326s 103s
Girard-10 0.07s | 0:34s 1.51s 117s 623s 199s
Girard-20 0:16s | 0:61s 3:32s 22:6s 152s
Girard-40 0:25s | 1:09s 4:84s 383s

Exacte (Alg/1) | 0:08s | 0:44s | 2:34s | 17:3s

d= 5 10 20 50 100 150
Exacte (Alg3) || 246ko| 492ko | 1:72Mo | 8:85Mo | 33:7Mo | 75:2Mo
U-rectangulaire| 246ko | 492ko | 1:47Mo | 8:60Mo | 337Mo | 75.2Mo
Rectangulaire | 246ko | 246ko | 246ko | 492ko | 983ko | 2:21Mo

Girard-5 246ko | 737ko | 2:70Mo | 150Mo | 57.5Mo0 | 125Mo
Girard-10 492ko | 1:47Mo | 4:67Mo | 25:6Mo | 995Mo | 215Mo
Girard-20 737ko | 2.246Mo | 8:36Mo | 445Mo | 177Mo
Girard-40 1:2Mo | 4:18Mo | 145Mo | 77.9Mo

Exacte (Alg/'1) || 1:7Mo | 5:41Mo | 194Mo | 114Mo

Tab. 3.2 { Temps de calcul et consommation nmemoire en fonction de |
dimension du syseme, pourk = 100.
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Fig. 3.5 { Mise en evidence de I'e et d'emballage.

gauche, les ensembles calcuks par notre algorithme aveaplproximation U-
rectangulaire sont bien plus pecis quand on prend un pas dermps plus petit.
Par contre,a droite, l'algorithme de Girard limiea des zonotopes d'ordre 5
ne \eri e pas cette propreg, I'ensemble calcuk avec wn pas de temps de 001
prend presque toute la fenétre. Pour pouvoir observer les tsoensembles sur
la m&me gure, nous avons dd ici repesenter l'intersectio en sommant les
couleurs, ainsi, l'intersection des trois ensembles est |la zomnirale blanche
(rouge+vert+bleu).

3.4.4 Comparaison avec l'algorithme FWF

Pour l'instant, nous n'‘avons pas compae notre algorithmea celui de
Kehn [14, 15], car nous ne l'avons pas impemene en OCaml. s sur son
site web, on peut avoir ac@sa une version de son algorithmarlieea la
dimension 2 via une applet Java :

http://www.decatur.de/personal/Javal.O/ivp/lvp.html

Nous allons nous en servir pouretudier le syseme suivant :

0 099
i+l — 1 16 i 0:001 (3-1)

Avec o= f(1;0:8)g.

La gure 3.6 montre I'ensemble atteignable au bout de 500 pagdemps
calcuk exactement par l'algorithme de Kaihn (en limitant I'ordre des zono-
topesa 501, qui n'est atteint qu'apes 500 pas de temps).

Sur cet exemple, l'algorithme de Girard limiea des zonobpes d'ordre
5 se comporte bien, il est en fait m&éme meilleur que l'algoritie [4. Par
contre, l'algorithme de Kehn engendre une erreur tes importante, méme en
autorisant des zonotopes d'ordre 50 I'erreur reste consiciyke.


http://www.decatur.de/personal/Java1.0/ivp/Ivp.html
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Chebyshev v
T [v optimized
05
D -
-15
-0.5F
-158.5¢F
-1F
1 1 1 1 1 1ﬁ
-1 0.5 i] 05 1
minx=  -12 maxx = 12 x0= 1
miny= -1.2 maxy= 1.2 y0= 0.8
X-= 0.99*y+[-0.001,0.001] order= | 501 0= 0
y-= | 2%0.8%y-x+[-0.001,0.001] set ‘ set
count= 500 do steps erase ‘
steps= 500 stop

Fig. 3.6 { Applet Java [13] de l'algorithme FWF (ou cascade reductioh
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-2 0 2

X Cam graphics En haut : Ensemble atteignable calcuk

par FWF avec des zonotopes d'ordre 5 &

gauche) et 50 @ droite).

En basa gauché :

{ rouge : Algorithme 4

{ vert : Algorithme de Girard avec des zo-
notopes d'ordre 5

{ noir : intersection des deux ensembles
calcues

8les bornes de la fenétre sont environ
[ L2;12] [ 1:2;12]

Fig. 3.7 { Comparaison de FWF avec l'algorithme de Girard et I'algagthme 4
sur I'exemple 3.1 en dimension 2 apes 500 pas de temps
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3.4.5 Arithnetique ottante

L'algorithme de Kehn est donc beaucoup moins bon que celui de Girard
sur I'exemple peedent. Mais une remarque que l'on peut fee, est que ce-
lui de Kehn prend en compte les erreurs d'arrondis duesa l'utilis&dn de
l'arithmetique ottante pour garantir que I'ensemble calcuk est bien une
sur-approximation de lI'ensemble d'accessibilie, contraiment au notre.

Le probeme avec notre algorithme est qu'il faut queA et U ne cependent
pas dei, or pour pouvoir prendre en compte les erreurs d'arrondis,faudrait
rajouter,a chaque etape un u; prenant en compte les erreurs d'arrondis de
letape i :

i1t =A i U y

Pour les prendre en compte, une solution est de calculer, avealdo-
rithme [2 (par exemple celui de Girard) les termes de la suite :

Eivx = AEi

avecEg = ; et u; les erreurs d'arrondis engendeesa letapa.
Mais alors, I'algorithme devient victime de I'e et d'emballage.



Chapitre 4

Extension aux sysemes
hybrides

Notre algorithme peut étre incorpoe dans un outils de \ercation pour
les sysemes hybrides. Pour chaqueetat ai la dynamique estraire avec in-
certitude, on peut calculer e cacement une sur-approximatn de I'ensemble
atteignable sur un intervalle de temps borre. Il faut ensuiteavoir un outil
pour cetecter et calculer l'intersection avec les gardes.

4.1 Intersection

Nous supposerons ici que les gardes sont des hyperplans.

G=fx2Rjnix= ey

avecng 2 RYete2 R.

Les zonotopes ne sont pas clos par intersection avec un hyparpbu un
demi-espace. De plus, si cecider du vide de cette intersectiostees facile,
nous verrons qu'il est di cile d'obtenir une bonne approximdion de cette
intersection.

4.1.1 D[etection de l'intersection

Pour les zontopes, cetecter l'intersection avec un hyperpfaest tes facile.
En e et, un zonotope hu; vy :::vyi intersecte une gardes si et seulement si
il existe ( 1::: m)dans [ 1; 1]" tel que :

neu + ingvi = e
i=0
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Fig. 4.1 { Les zonotopes ne sont pas clos par intersection

Il sut donc de ceterminer si e appartient au zonotope de dimension 1
e ni par :

Ce qui revienta datermlner Si:

X0 X
(e nfw2[  jnivj;  ingvil
i=0 i=0
Ainsi cetecter l'intersection d'un zonotope avec un hyperpla se fait en
temps lireaire enm, le nombre de gererateurs du zonotope, et lireaire eml,
la dimension du syseme.
Par ailleurs, sur le méme principe que l'approximation rectgyulaire de
I'algorithme 4, on peut calculer e cacement, et exactementlintevalle :

[ ingvii  ingvil
i=0 i=0

A chaqueetaﬁ)_e |I sut de projeter les zonotopesA' o et A' U surng, la
projection de J -0 2 AlU ayant cepet calcukea letape peedente.

4.1.2 Intersection avec un hyper-plan

La classe des zonotopes, n'est pas close par intersection avec yrehglan,
prenons par exemple le cas de l'intersection d'un cube avec byperplan
coupant un de ses coins : l'intersection est un triangle ( gure.4), qui, n'ayant
pas méme une symmetrie centrale, ne peut &tre un zonotope.

Il nous faut donc trouver un moyen de sur-approximer cette istrsection.
Pour cela, on peut projeter le zonotope sur I'hyperplan consie suivant une
certaine directionn .
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-~
]

Fig. 4.2 { Choix de la direction de projection

NS

I

Fig. 4.3 { Intersection avec un demi-espace

Malheureusement si cette direction est mal choisie, cela peuigluire une
sur-approximation importante. Le choix de la normalea I'hyerplan, ou du
grerateur v du zonotope tel quekvk, ou M%) ou meéme ¢jns) soit maximal
n'est pas recessairement judiceux, comme l'illustre la gure.2.

Une heuristique pour choisir la direction de la projection est darendre :

_ 7 (ving)

: kvik

Vi

L'icee est de choisir la directiona partir des gererateurs du zonotope en
favorisant les gererateurs dont la projection sur la norma, ng,a la garde,
est importante. Par ailleurs, si deux gererateursy; et v; sont colireaires, les
remplacer parv; +v; ne changera pas la direction choisie par cette heuristique.

4.1.3 Intersection avec un demi-espace

Pour l'intersection avec un demi-espace la solution retenue ekt prendre
comme sur-approximation le cylindre dont la base est la sur-appdimation
de l'intersection avec I'nyperplan obtenue par la nethode pedente et de
direction n .

Cette sur-approximation pesente l'inerét de garantir que le zonotope ob-
tenu est dans le demi-espace consicee. Malheureusement, aomtoute ne-
thode ayant cette propree, il engendre une sur-approxination qui peut etre
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U 1 U 1 U 1
100 0:0440 0:0440
x(k+1)= @1 1 0Ax(k)+ @ 0:2881A u(k) @ 0:2881A
011 0:7997 0:7997
Xa(k) + u(k) 0 Xa(k) + u(k) < 0
U 1 U 1 U 1
100 0:0440 0:0440
x(k+1)= @1 1 0A x(k)+ @ 0:2881A u(k) + @ 0:2881A
011 0:7997 0:7997

Fig. 4.4 { Automate hybride mocelisant un modulateur {

importante, en e et, un zonotope ayant un centre de synetrigl'image de l'in-
tersection avec la garde par ce centre doit appartenira la stapproximation
obtenue.

Par ailleurs, cette nethode augmente le nombre de cereraurs (+1) et
renvoie un zonotope avec de nombreux gererateurs coplanes (tous, sauf
un), ce qui eduit le nombre de faces

42

La modulation { est une technique epandue de conversion d'un signal
analogique en un signal nurrerique [3].

Dans [7], un mockle hybride d'un modulateur {, geree al'aide de [21],
estetude. Il s'agit d'un automatea deuxetats dcecrit da ns la gure4.4.

On peut remarquer que pour cet automate, la garde cepend detee u,
nous avons donc egerement modie notre proedure calalant l'intersection
avec la garde pour tenter de prendre en compte cette incetde.

La propree de sQOreea \erier est que | X; j doit &tre inkrieura 0 :2.
En 261 secondes notre algorithme a pu ceterminer que cette progei est

1Un des arguments pour l'utilisation des zonotopesetait qu'un petit nombre de gere-
rateurs peutengendrer une structure complexe ayant un grand nombre de faces.
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Fig. 4.5 { Sur-approximation de I'ensemble atteignable par le madhateur
- apes 20 pas de temps

\erie pendant, au moins, les 20 premiers pas de temps, avecnuensemble
initialegal au cube [ 0:01;Q01F et une incertitude u comprise entre 0:1 et
0:1. L'ensemble atteignable au bout de 20 pas de temps est pesestr la
gure 4.5. La lenteur de l'algorithme s'explique par le fait ge cet automate
hybride change souvent detat discret, operation peu favaablea |'utilisation
des zonotopes, ainsi, apes 20 pas de temps, l'algorithmearsomne 152Mo,
eta engende 145445 zonotopes pour cecrire I'ensembletatgnable.

4.3 Sysemea deux eservoirs

Le sysemea deux eservoirs ( gure(4.6)a d'abordet pr esene dans [20].
Il s'agit de deux eservoirs et deux valves, la premere valv@ermet d'ajouter
de I'eau dans le premier eservoir, et la deuxeme d'en enler du second
eservoir. Il y a aussi une arrive d'eau constante dans le prerar eservoir, et
une fuite dans le second.

Le syseme hybride est obtenu par lirearisation autour d'un pant de
fonctionnement. Une straegie de commutation ON/OFF permet @ rester
autour de ce point. La dynamique discete est donree par l'aiomate pesente
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Fig. 4.6 { Sysemea deux eservoirs

sur la gure 4.6, et la dynamique continue par :

X = AX+ by
avec
_ 10 10 B 1 0 _ 1 0
A1 = 1 o A2~ 1 o A7 1 1 MeF 1 1
et

_ 2 _ 3 _ 2 _ 3
b = 0 b, = 0 bs = 5 b, = 5

Ce syseme admet un cycle limite, dans [11], Girard propose gtuter
une perturbation au syseme pour tester la robustesse de ce cycléette
perturbation peut moceliser les incertitudes sur les caragtistiques des valves
par exemple. la nouvelle dynamique est donree par :

X(1) = Agx(t) + by + u(t)

aveckuk <
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Fig. 4.7 { Ensemble atteignable par le sysemea deux eservoirs

Nous avons calcuk I'ensemble atteignable par ce syseme avec= 0:1
et en partant de [15;25] f 1g dans letat discret 3. La gure 4.72 montre
que le cycle limite est consene. En rouge, le syseme est daretdt discret
3, dans la zone verte, il est dans letat discret 1, et en n, das la zone bleue,
il est dans letat discret 2. Le syseme revient alors dans léat 3 avec des
variables continues contenues dans I'ensemble initial.

2temps de calcul : 0, consommation memoire : 246ko.



Conclusion - Perspectives

Dans ce rapport nous avons pesene plusieurs nouveaux alghmes pour
le calcul de I'ensemble atteignable en un temps ni par un sysee a ne avec
incertitude. Le esultat peut étre calcuk exactement ousur-approcle de facon
optimale par rapporta la forme de la sur-approximation (hyper-rectagle
ou paralekpipede), ils sont donc beaucoup plus pecisque les nethodes
existantes, victimes de I'e et d'emballage. Cette a ranchissment par rapport
a I'e et d'emballage leur permet de eellement convergerquand on diminue
le pas de temps. lls sont par ailleurs plus rapides et moins dengkeurs en
nmemoire que la plupart des nethodes existantes. Mais conti@menta ces
autres mrethodes, il ne permet pas de prendre e cacement en opte les
erreurs duesa l'utilisation d'une arithnetique ottante . Il ne permet pas non
plus detudier la dynamique de sysemes cependant du tempsPar ailleurs,
l'utilisation des zonotopes rend di cile I'extension au cashybride puisque
nous ne disposons pas de nmethode e cace pour sur-approximeintersection
avec une garde.

Un objectif pour de futurs travaux est donc de trouver des algihmes
e caces pour l'intersection.

Il va falloir aussietudier les probemes lesa I'utilisat ion de I'arithmetique
ottante, ainsi que l'algorithme utilisant des matices creuss, en particulier il
serait ineressant d'avoir un algorithme e cace pour la cecamposition creuse.

Avant d'inclure ces algorithmes dans un outil de \eri cation il va aussi fal-
loir modi er I'impementation pour utiliser une biliotre que d'algebre lireaire
e cace.
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