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R�esum�e

Nous pr�esentons dans ce rapport un nouvel algorithme pour le calcul d'en-
semble atteignable par un syst�eme dynamique lin�eaire avec incertitude :

_x = Ax + Bu

o�u kBuk est born�e.
Cet algorithme se base sur une discr�etisation du probl�eme, pourlaquelle

nous proposons une am�elioration, et calcule en fait les premiers termes de la
suite d'ensembles :


 n+1 = A
 n � U

L'originialit�e de la m�ethode vient de la s�eparation de la transformation
lin�eaire et de la somme de Minkowski. Ceci permet de s'a�ranchir de l'e�et
d'emballage puisque seule l'erreur initiale due �a la discr�etisation du syst�eme
est propag�ee par le 
ot.

Bien que non sp�eci�que �a un type de donn�ee particulier, cette m�ethode
semble particuli�erement adapt�ee aux zonotopes. Les zonotopes forment une
classe de polytopes pr�esentant des propri�et�es int�eressantes : ils ont un repr�e-
sentation compacte, sont clos par application lin�eaire et somme de Minkowski,
la somme de Minkowski se fait en temps constant.

Plusieurs algorithmes se basant sur cette m�ethode sont propos�es et com-
par�es �a d'autres m�ethodes existantes. Ils pr�esentent une bonne complexit�e
th�eorique, tant en temps (entre O(kd3) et O(kd2 + d3) pour le plus rapide),
qu'en espace (entreO(kd2) et O(kd + d2)), o�u d est le nombre de variables
continues, etk le nombre de pas de temps consid�er�es. En pratique ils sont plus
rapide, plus pr�ecis, et consomment moins de m�emoire que les m�ethodes aux-
quelles on les a compar�es. Ces derni�eres ayant l'avantage d'être plus g�en�erales
que notre m�ethode qui utilise intensivement les redondancesdu probl�eme.

Une extension au cas a�ne par morceaux est en�n propos�ee et test�ee sur
deux exemples.
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Introduction

Dans de nombreux domaines (biologie, chimie, ing�enierie: : :) les objets
�etudi�es pr�esentent des aspects continus (temp�erature, vitesse: : :) et discrets
(disparition/ajout d'un r�eactif, bô�te de vitesse, interru pteur: : :). On appelle
ces syst�emes pr�esentant deux types de dynamique des syst�emes hybrides.

La v�eri�cation formelle, qui consiste �a montrer que tous lescomporte-
ments exhib�es par un syst�eme, sous toutes les perturbations externes pos-
sibles satisfont, ou non, certaines propri�et�es est un des principaux enjeux de
leur �etude. Un outil de base important pour mener �a bien cet objectif est
le calcul d'ensembles atteignables, c'est �a dire l'ensemble des points pour
lesquels il existe une trajectoire du syst�eme les visitant.

Malheureusement ce probl�eme est ind�ecidable et on ne peut esp�erer qu'ob-
tenir des sur-approximations de l'ensemble atteignable sur une dur�ee born�ee.
Même dans ce cas, le probl�eme reste di�cile et on se restreint souvent �a la
classe des syst�emes a�nes par morceaux. Elle pr�esente un int�erêt particulier,
elle est su�samment simple pour pouvoir esp�erer en faire une �etude automa-
tique, et su�samment expressive pour pouvoir mod�eliser de fa�con r�ealiste de
nombreux syst�emes.

Plusieurs m�ethodes ont �et�e propos�ees pour calculer l'ensemble atteignable
par un syst�eme a�ne, mais quand on prend en compte l'incertitude sur les
param�etres du syst�eme, qui peut être due �a une mesure, incertaine par es-
sence, ou une entr�ee inconnue, elles sont victimes de l'e�et d'emballage : la
propagation et l'accumulation d'erreurs dues aux approximations n�ecessaires.
La m�ethode que nous pr�esentons ici permet de s'a�ranchir de cet e�et.

Nous commencerons par pr�esenter plus en d�etail les syst�emes hybrides, et
mettrons en �evidence l'importance des syst�emes a�nes par morceaux. Nous
nous ram�enerons ensuite, via une discr�etisation du probl�eme, pour laquelle
nous proposons une am�elioration, �a l'�etude d'une suite d'ensembles, et pr�e-
senterons la plupart des m�ethodes aujourd'hui utilis�ees pour en calculer les
premiers termes. Nous pr�esenterons en�n notre algorithme, etnous montre-
rons comment l'utiliser pour l'�etude des syst�emes a�nes par morceaux.



Chapitre 1

Syst�emes hybrides

Dans ce chapitre nous allons aborder de mani�ere intuitive la th�eorie des
syst�emes hybrides pour mettre en �evidence le contexte dans lequel notre
travail se situe. Pour un �etude plus compl�ete, voir [6, 10].

1.1 D�e�nitions

Les syst�emes hybrides recouvrent tous les syst�emes impliquant des ph�eno-
m�enes continus et discrets, que ce soit de fa�con intrins�eque, ou pour simpli�er
une dynamique continue, comme par exemple, l'abstraction, souvent faite en
biologie, d'une sigmo•�de par deux (ou trois) modes de fonctionnement.

Nous avons donc besoin d'une d�e�nition g�en�erale [4, 10, 22]pour les
d�ecrire.

D�e�nition 1 Un automate hybride est un septuple

H = ( Q; E; D; U; F ; G; R)

o�u :
{ Q est l'ensemble des�etats discrets
{ E � Q � Q est l'ensemble destransitions
{ D = f Dq j q 2 Qg est la collection desdomaines

8q 2 Q , Dq est un sous ensemble deRn

{ U = f Uq j q 2 Qg est la collection desdomaines des entr�ees
8q 2 Q , Uq est un sous ensemble deRp

{ F = f f q j q 2 Qg est la collection deschamps de vecteurs
8q 2 Q , f q : Dq � Uq ! Rn

{ G = f Ge j e 2 Eg est la collection desgardes
8e = ( q; q0) 2 E, Ge � Dq � Uq
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{ R = f Re j e 2 Eg est la collection des fonctionsresets
8e = ( q; q0) 2 E, Re : Ge ! 2D q0

Moins formellement, un automatehybride peut être vu comme un au-
tomate discret auquel on ajoute des variables continues dont l'�evolutionest
donn�ee par un syst�eme d'�equations di��erentielles _x = f q(x; u) pour chaque
�etat q, les transitions entre �etatsq et q0 sont d�eclench�ees quand les variables
continues atteignent une certaine partie de l'espace, la garde Gqq0, et la tran-
sition peut r�einitialiser les variables continues par une fonction resetRqq0.

Un exemple classique est le thermostat :

Example 1 Le thermostat peut être mod�elis�e par un automate hybride �a
trois �etats f POS, NEG, OFFg (�gure 1.1). On veut maintenir une tempera-
ture de 20�, quand la temp�erature passe au dessus de 22�la climatisation se
met en marche, et quand la temp�erature passe sous les 18�le chau�age se met
en marche.

Ici, la temp�erature, T, est une variable continue du syst�eme, etu et �
sont des variables d'entr�ee,u re
�ete l'in
uence ext�erieure, et � l'incertitude
sur la mesure de la temp�erature (� (t) est la di��erence entre la temp�erature
mesur�ee �a l'instant t et la temp�erature r�eelle).

On pourrait encore compl�eter le mod�ele en ajoutant une variable d'entr�ee
pour la temp�erature demand�ee (ici 20�), pour les seuils �a partir desquels ont
d�eclanche le chau�age ou la climatisation, pour l'intensit�e du chau�age ou
de la climatisation: : :

On peut donc distinguer trois types d'entr�ee, l'in
uence del'environne-
ment, l'in
uence de l'op�erateur, et les imperfections du syst�eme. Mais dans le
cadre de l'analyse des syst�emes, elles sont toutes trois sources d'incertitude.
C'est pourquoi, dans la suite, nous parlerons d'incertitude.

1.2 Atteignabilit�e

Un probl�eme crucial dans l'�etude des syst�emes hybrides est ded�eterminer
si les ex�ecutions du syst�eme rencontrent, ou non, certaines zones de l'espace,
favorables, ou critiques.

Pour cela, on pourrait vouloir ex�ecuter le syst�eme grâce �ades techniques
classiques d'int�egration d'�equations di��erentielles, mais �a cause des incerti-
tudes, plusieurs ex�ecutions partant du même �etat initial peuvent produire
des trajectoires di��erentes, on peut aussi par exemple vouloir consid�erer un
ensemble de valeurs initiales pour les variables continues, et non une seule.
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POS

_T = u + 1

NEG

_T = u � 1

OFF

_T = u

T + � > 22

T + � < 20

T + � < 18

T + � > 20

Fig. 1.1 { Automate hybride mod�elisant un thermostat
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Le syst�eme peut donc g�en�erer un ensemble in�ni (non d�enombrable) de tra-
jectoires, il serait donc illusoire de vouloir faire une v�eri�cation syst�ematique
par simulation. On peut donc essayer de g�en�erer un ensemble de trajectoires
repr�esentativesde la dynamique du syst�eme, ou travailler sur des ensembles
de points, nous nous int�eressons ici �a cette derni�ere approche.

On remplace l'�equation di��erentielle avec entr�ee, par une inclusion dif-
f�erentielle, au sens de Aubin [2]. Ainsi, �a partir de la dynamique non d�e-
terministe du syst�eme agissant sur un point, on construit une dynamique
d�eterministe agissant sur un ensemble de points capturant tous les compor-
tements possibles du syst�eme initial.

1.2.1 Dynamique continue

On se place ici dans un �etat discretq, la dynamique du syst�eme est donn�ee
par :

_x = f (x; u) (1.1)

On note � t (I ) l'ensemble atteignable �a partir deI en un tempst :

� t (I ) = f y 2 Rn j 9x solution de (1.1),x(0) 2 I ^ x(t) = yg

On peut aussi d�e�nir l'ensemble atteignable sur un intervalle de temps [t; t] :

R [t ; t ](I ) =
[

t2 [t ; t ]

� t (I )

L'id�eal serait de pouvoir calculer R [0; 1 [(I ), mais c'est un probl�eme in-
d�ecidable, on va donc calculer une sur-approximation,~R, de l'ensemble at-
teignable sur un intervalle de temps born�e. On proc�ede en discr�etisant le
syst�eme.

Une approche pour calculer une telle sur-approximation est de partir de
~R [0; t ](I ) pour calculer ~R [0; t+� t ](I ). Pour cela il su�t de consid�erer le 
ot �a la
fronti�ere de ~R [0; t ](I ) et de gon
er ~R [0; t ](I ) en cons�equence [8]. L'intuition est
qu'une trajectoire partant d'un point de ~R [0; t ](I ) reste dans ~R [0; t ](I ) pendant
� t ou en sort en passant par sa fronti�ere. Il su�t donc, pour chaque face de
la fronti�ere de ~R [0; t ](I ) de consid�erer la projection maximale du 
ot sur la
normale �a cette face et de gon
er cette face en cons�equence.

Une autre approche calcule~R [0; t ](I ) comme l'union des ~R [i � t; ( i +1)� t ](I ),
chaque ensemble �etant calcul�e �a partir du pr�ec�edent, c'est l'approche que
nous utiliserons pour traiter les syst�emes lin�eaires avec incertitude.
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1.2.2 Dynamique discr�ete

Pour la dynamique discr�ete, on �etend trivialement le cas dupoint (pour
une trajectoire) �a un ensemble en consid�erant l'intersection de R [0; 1 [(I ) (ou
plutot de ~R [0; t ](I )) avec les gardes, cette intersection servira d'ensemble ini-
tial pour l'�etude de la dynamique continue dans le nouvel �etat.

1.3 Syst�emes a�nes par morceaux

Parmis les syst�emes hybrides, la classe des syst�emes a�nes par morceaux
fait l'objet d'une attention particuli�ere. Elle est en e�et su�samment simple
pour pouvoir esp�erer en faire une �etude automatique, et su�samment expres-
sive pour pouvoir approximer de fa�con satisfaisante de nombreux syst�emes.

D�e�nition 2 Un syst�eme a�ne par morceaux, est un syst�eme mod�elis�e par
un automate hybride pour lequel, dans chaque �etat discretq, la dynamique
continue est r�egie par une �equation du type :

_x = Ax + Bu

o�u A est une matricen � n et B une matrice n � p.

1.3.1 Vers un syst�eme discret

Avec cette dynamique, un pointy est atteignable �a partir du point x0, si
il existe un tempst et une instance des variables d'entr�eeu : R+ ! U tels
que :

y = etA x0 +
Z t

0
e(t � � )A Bu(� )d�

Si on fait l'hypoth�ese que pour tout t, kBu(t)k < � (cette hypoth�ese
parait raisonable, peu de syst�emes acceptent des entr�ees nonborn�ees) alors :

ky � etA x0k �
Z t

0
e(t � � )kAk� d� =

etkAk � 1
kAk

�

Notons � t = et kA k � 1
kAk � , d'apr�es l'�equation pr�ec�edente, il est clair que :

� t (I ) � etA I � � � t

o�u etA I = f etA x j x 2 I g, � est la somme de Minkowski (pour deux
ensemblesA et B , A � B = f a + b j a 2 A ^ b2 Bg), et � � t est la boule de
centre 0 et de rayon� t .
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I

e� tA I

Fig. 1.2 { Principe de la sur-approximation deR [0; � t ](I )

On peut donc calculer une sur-approximation de �t (I ), et si P est une
sur-approximation de R [t; t +� t ](I ), alors � � t (P) est une sur-approximation
de R [t+� t; t +2� t ](I ).

Pour pouvoir calculer ~R [0; t ](I ), il nous reste �a trouver un moyen de sur-
approximer R [0; � t ](I ) e�cacement.

Pour cela, on peut prendre une sur-approximation de l'enveloppe convexe
de I et � � t (I ), et y rajouter un terme correcteur pour être sûr de ne rater
aucun point deR [0; � t ](I ).

Ce terme correcteur peut être pris �egal �a une boule de rayon (er kAk � 1 �
r kAk) supx2 I kxk [11].

Ainsi, en trouvant une sur-approximation deR [0; � t ](I ), et du 
ot, nous
pouvons calculer une sur-approximation deR [0; T ](I ), en calculant (ou en sur-
approximant) les T

� t premiers termes de la suite d'ensembles, 
0 = ~R [0; � t ](I )
et


 i +1 = e� tA 
 i � � � � t (1.2)

Si les termes de la suite (
i ) i 2 N sont calcul�es de mani�ere exacte, et si
U = f u j kBuk < � g, alors quand le pas de temps �t tend vers 0, la distance
entre R [0; T ](I ) et sa sur-approximation tend vers 0 [11].

Une premi�ere contribution

La premi�ere contribution de ce rapport permet l'am�elioration de la sur-
approximation du 
ux � t .

Th�eor�eme 1 Soit un syst�eme a�ne _x = Ax + Bu avec u : R+ ! U, si
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U = c + Z � 1 = f c + Zv j kvk � 1g1, alors, pour tout k 2 N et pour tout I :

� t (I ) � etA I �
nRt

0 e(t � � )A Bcd�
o

�
L k� 1

i =0
t i +1

(i +1)! A i BZ � 1

� �
�� Rt

0 e(t � � ) jA jd� �
P k� 1

i =0
t i +1

(i +1)! jAj i
�

jBZ j
�

o�u pour toute matrice M = ( mij ), jM j d�esigne (jmi;j j),et � (M ) est l'image
de la boule de rayon1, � 1, par la matrice diagonale engendr�ee par le vecteur :

jM j

0

B
@

1
...
1

1

C
A

En fait, ce th�eor�eme nous dit principalement qu'on peut remplacer kAk
par jAj dans la m�ethode pr�ec�edente.

Preuve. On peut remplacer le syst�eme _x = Ax + Bu par :

_x = Ax + Bc + BZv

avecv 2 � 1. On a alors,y appartient a � t (I ) si et seulement si il existex0

dans I et v : R+ ! � 1 tels que :

y = etA x0 +
Z t

0
e(t � � )A Bcd� +

Z t

0
e(t � � )A BZv (� )d�

Ainsi :

� t (I ) = etA I � f
Z t

0
e(t � � )A Bcd� g � f

Z t

0
e(t � � )A BZv (� )d� j v : R+ ! � 1g

Nous allons maitenant sur-approximerf
Rt

0 e(t � � )A BZv (� )d� j v : R+ !
� 1g en utilisant le d�eveloppement en s�erie enti�ere de l'exponentielle :

nRt
0 e(t � � )A BZv (� )d� j v : R+ ! � 1

o

=
nRt

0

P 1
i =0

(t � � ) i

i ! A i BZv (� )d� j v : R+ ! � 1

o

=
nP 1

i =0 A i BZ
Rt

0
(t � � ) i

i ! v(� )d� j v : R+ ! � 1

o

�
L k� 1

i =0

n
A i BZ

Rt
0

(t � � ) i

i ! v(� )d� j v : R+ ! � 1

o

�
nP 1

i = k A i BZ
Rt

0
(t � � ) i

i ! v(� )d� j v : R+ ! � 1

o

1U est l'image du cube unitaire par une application lin�eaire Z translat�ee en c, nous
verrons plus loin qu'il s'agit d'un zonotope
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On a kv(� )k � 1 donc :









Z t

0

(t � � ) i

i !
v(� )d�








 �

t i +1

(i + 1)!

et :
�

A i BZ
Z t

0

(t � � ) i

i !
v(� )d� j v : R+ ! � 1

�
�

t i +1

(i + 1)!
A i BZ � 1

Il nous reste maintenant �a sur-approximer
nP 1

i = k A i BZ
Rt

0
(t � � ) i

i ! v(� )d�
o

,
nous allons sur-approximer cet ensemble par un hyper-rectangle. Nous al-
lons noter (v) j la j -i�eme composante dev, et (M ) jl le coe�cient �a la j -i�eme
ligne, l-i�eme colonne deM .

Soit v : R+ ! � 1, on a :
�
�
�
�
�
�

 
1X

i = k

A i BZ
Z t

0

(t � � ) i

i !
v(� )d�

!

j

�
�
�
�
�
�

�
1X

i = k

�
�
�
�
�

�
A i BZ

Z t

0

(t � � ) i

i !
v(� )d�

�

j

�
�
�
�
�

Majorons

�
�
�
�

�
A i BZ

Rt
0

(t � � ) i

i ! v(� )d�
�

j

�
�
�
�

�
�
�
�

�
A i BZ

Rt
0

(t � � ) i

i ! v(� )d�
�

j

�
�
�
� �

�
�
�
P d

l=1 (A i BZ ) jl

� Rt
0

(t � � ) i

i ! v(� )d�
�

l

�
�
�

�
P d

l=1

�
�
�(A i BZ ) jl

�
�
�
�
�
�
� Rt

0
(t � � ) i

i ! v(� )d�
�

l

�
�
�

Or, pour toutes matricesM et N , on a :

(jMN j) ij =

�
�
�
�
�

dX

l=1

(M ) il (N ) lj

�
�
�
�
�

�
dX

l=1

(jM j) il (jN j) lj = ( jM jjN j) ij

de plus, comme on l'a d�ej�a vu,
�
�
�
� Rt

0
(t � � ) i

i ! v(� )d�
�

l

�
�
� � t i +1

(i +1)! donc :

�
�
�
�
�

�
A i BZ

Z t

0

(t � � ) i

i !
v(� )d�

�

j

�
�
�
�
�

�
dX

l=1

t i +1

(i + 1)!

�
jAj i jBZ j

�
jl

On a donc bien :
nP 1

i = k A i BZ
Rt

0
(t � � ) i

i ! v(� )d� j v : R+ ! � 1

o

�

�
�� Rt

0 e(t � � ) jA jd� �
P k� 1

i =0
t i +1

(i +1)! jAj i
�

jBZ j
�
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�
Ce r�esultat n'am�eliore pas la convergence th�eorique de lam�ethode, en

e�et, dans le pire des cas, siA est la matrice identit�e mutlitpli�ee par un
scalaire, on obtient la même sur-approximation pour le 
ux. Mais en pra-
tique il permet d'obtenir une sur-approximation plus �ne, notemment quand
l'incertitude n'est importante que dans quelques directions.

On peut utiliser la même id�ee pour am�eliorer la sur-approximation de
R [0; � t ](I ). Par ailleurs, pour am�eliorer cette approximation, une autre solu-
tion consiste �a calculerR [0; � t ](I ) �a partir de R [0; � t

n ](I ) avec un plus petit
pas de temp, ceci peut s'av�erer utile quand la norme deA est importante, et
que la norme sur l'incertitude,� , est su�sament petite pour nous permettre
d'utiliser un pas de temps relativement grand.

1.3.2 Approximation des dynamiques non-lin�eaires

Un des int�erêts des syst�emes a�nes par morceaux, est de pouvoir être
utilis�es pour l'approximation de dynamiques non-lin�eaires. L'id�ee de la m�e-
thode [1, 9, 10] est de choisir une partition du domaine de d�e�nition du sys-
t�eme. Sur chaque �el�ement de la partition, le champ de vecteur initial est ap-
proxim�e par une dynamique a�ne avec incertitude. L'incertitude permettant
de prendre en compte les erreurs dues �a l'approximation d'une dynamique
non lin�eaire par une dynamique lin�eaire.

Des r�esultats de convergence sont montr�es dans [10]. Nous n'entrerons pas
plus dans les d�etails de la m�ethode. Il s'agit surtout ici de mettre en �evidence
l'importance de l'�etude des syst�emes a�nes avec incertitudes.



Chapitre 2

Atteignabilit�e des syst�emes
a�nes en temps discret

�A partir de maintenant, nous allons nous placer en temps discret et consi-
d�erer des syst�emes lin�eaires avec incertitudes.

Nous nous int�eressons donc �a la suite d'ensembles (
k)k2 N d�e�nie par la
relation de r�ecurrence (1.2), pour plus de claret�e, nous prendrons les notations
suivantes :


 i = A
 i � 1 � U (2.1)

2.1 Algorithme usuel

L'objectif ici est de calculer les k premiers termes de cette suite, nous
devons donc avoir une repr�esentation �nie pour les ensembles
 i sur laquelle
nous pouvons faire des calculs, par exemples des polytopes convexes repr�e-
sent�es par une intersection d'un nombre �ni de demi-espaces, oupar la liste
de leurs sommets. Les algorithmes que nous pr�esentons dans cette section ne
sont pas sp�eci�ques �a une repr�esentation particuli�ere pour les ensembles.

L'algorithme 1 montre comment calculer de fa�con exacte1 les premiers
termes de cette suite.

Malheureusement cette algorithme est inutilisable en pratique, il a une
complexit�e d�esastreuse, la somme de Minkowski fait grandir la taille de la

1Il est clair que, puisque nous utilisons une repr�esentation �nie (et su�sament simple
pour pouvoir faire des calculs), nous ne pouvons calculer les premiers termes de cette
suite que si 
 0 est repr�esentable dans notre structure de donn�ee. Il est aussi clair que cet
algorithme n'est exact qu'aux erreurs d'arrondis pr�es (si notre repr�esentation utilise des
nombres 
ottants par exemple).
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Algorithme 1 Algorithme usuel : Version Exacte
Entr�ee : une matriceA, deux ensembles 
0 et U, et un entier k.
Sortie : Les k premiers termes de la suite d�e�nie par 
i = A
 i � 1 � U.

1: RS  
 0

2: for i from 1 to k do
3: 
 i  A
 i � 1 � U
4: RS  RS [ (
 i )
5: end for
6: return RS

repr�esentation des ensembles 
i , et on se retrouve �a appliquer une trans-
formation lin�eaire sur des objets de plus en plus gros2. On peut le voir par
exemple sur la �gure 1.2, la sur-approximation deR [0; � t ](I ) est la somme de
deux quadrilat�eres (l'enveloppe convexe deI et e� tA I , et un terme correcteur
carr�e) et elle a 7 sommets.

Prenons par exemple le cas o�u les ensembles 
0 et U sont des polygones
convexes repr�esent�es par leursN sommets. Comme il est montr�e en [12], la
somme dej polygones convexes ayant au plusN sommets en dimensiond
a, dans le pire des cas, un nombre de sommets de l'ordre deO(j d� 1N 2(d� 1)).
Donc, siN i est le nombre de sommets de 
i , dans le pire des cas :

N i = O
�
i d� 1N 2(d� 1)

�

La taille de la sortie est donc de l'ordre deO
�
dN 2(d� 1)kd� 1

�
dans le pire

des cas. Cet algorithmeexact semble donc di�cilement utilisable. La solu-
tion classiquement propos�ee est de faire des sur-approximations �a chaque
�etape, pour limiter la taille de la repr�esentation des 
 i , comme d�ecrit dans
l'algorithme 2.

APPROX est un algorithme qui prend en entr�ee un ensemble et en ren-
voie une sur-approximation dont la taille de la repr�esentation est plus petite.

�A chaque �etape, on sur-approximeA ~
 i � 1 � U pour garder la taille de la
repr�esentation de ~
 i born�ee, il existe quelques variantes, nottemment l'ap-
proximation peut être e�ectu�ee apr�es l'ajout de ~
 i �a RS.

Même avec cette algorithme, l'utilisation des polytopes convexes reste
complexe, c'est pourquoi, d'autres classes d'ensembles ont �et�e �etudi�ees.

2Nous supposons que nous utilisons une repr�esentation raisonable pour les ensembles,
on pourrait repr�esenter 
 k par hA; 
 0; U; ki pour �eviter cette explosion, mais cela n'aurait
pas vraiment de sens. Et �a notre connaissance, pour toute classe d'ensembles close par
transformation lin�eaire et somme de Minkowski, la somme de Minkowski augmente la
taille de la repr�esentation
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Algorithme 2 Algorithme usuel : Version Approch�ee
Entr�ee : une matriceA, deux ensembles 
0 et U, et un entier k.
Sortie : Une sur-approximation desk premiers termes de la suite d�e�nie par


 i = A
 i � 1 � U.
1: RS  
 0

2: for i from 1 to k do
3: ~
 i  Approx (A ~
 i � 1 � U)
4: RS  RS [ ( ~
 i )
5: end for
6: return RS

2.2 Di��erentes structures de donn�ees

Quelques classes d'ensembles sont ici pr�esent�ees tr�es succintement, nous
nous int�eresserons ensuite plus en d�etail aux zonotopes, que nous utiliserons
par la suite.

2.2.1 Rectangles (Arithm�etique d'intervalles)

On ne consid�ere ici que les ensembles de la forme [a1; b1] � : : : � [ad; bd],
c'est �a dire les rectangles dont les arrêtes sont parall�eles aux axes du syst�eme
de coordonn�ees. Il s'agit en fait de l'ensemble des boules pourla norme in�nie.

L'avantage des boules, est que la somme de deux boules est une boule, la
collection des boules est close par somme de Minkowski.

([a1; b1] � : : : � [ad; bd]) � ([a0
1; b0

1] � : : : � [a0
d; b0

d])

= [ a1 + a0
1; b1 + b0

1] � : : : � [ad + a0
d; bd + b0

d]

Une boule a une repr�esentation compacte, 2d r�eels, et il est tr�es facile3, �a
partir d'un ensemble de pointsA, de trouver la plus petite bouleBOX (A)
contenant cet ensemble. Par exemple, siA est un polytope convexe repr�esent�e
par l'ensembleS de ses sommets :

BOX (A) = [min
x2 S

� 1(x); max
x2 S

� 1(x)] � : : : � [min
x2 S

� d(x); max
x2 S

� d(x)]

o�u � i (x) est la i -i�eme composante dex.
De plus la fonctionBOX �a une propri�et�e int�eressante :

Proposition 1 Pour tout ensemblesA et B , on a :

BOX (A) � BOX (B) = BOX (A � B)

3encore une fois, en supposant queA �a une repr�esentation raisonnable
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En trait �epais : ~
 i , l'ensemble calcul�e

En trait �n : A ~
 i � 1, l'image par A de l'ensemble calcul�e avant approximation

En trait pointill�e : 
 i , l'ensemble exacte

Fig. 2.1 { Sur-approximations successives pour la rotation

Preuve. Intuitivement, pour chaque faceF , normale aux vecteurei du
syst�eme de coordonn�ees, deBOX (A) il existe un vecteur ui de A dans F ,
de même, on peut trouver unvi dans B, et ui + vi atteind une face de
BOX (A) � BOX (B) et une face deBOX (A � B) �

Malheureusement, l'image d'une boule par une application lin�eaire n'est
pas n�ecessairement une boule, et même si il est facile de trouver la plus petite
boule la contenant, ces sur-approximations successives peuvent produire une
erreur importante.

Prenons l'exemple de la rotation de 45 degr�ee dans le plan, sans incer-
titude ( U = 0) le rayon de 
 reste constant, pourtant, �a cause des sur ap-
proximations successives, le rayon de~
 i est

p
2

i
fois celui de 
 0. La �gure 2.1

illustre cet exemple.

2.2.2 Rectangles orient�es

Pour tenter de r�esoudre ce probl�eme, on consid�ere un syst�emede coor-
donn�ees variable [19], ce qui revient �a dire que les rectangles consid�er�es ne
sont plus orient�es suivant les axes du syst�eme de coordonn�eesinitial, mais
de fa�con �a ce que l'approximation soit la meilleure possible.L'exemple de la
rotation sans incertitude ne pose alors plus de probl�eme.

Par contre, le choix de l'orientation du rectangle approximant n'est pas
trivial, d'autant moins que l'ensemble des rectangles orient�es n'est clos ni par
transformation lin�eaire, ni par somme de Minkowski.

La m�ethode qui semble la plus e�cace pour choisir l'orientation des rec-
tangles, que nous ne d�etaillerons pas ici, est due �a Lohner [18]. Elle est bas�ee
sur la d�ecomposition QR des matrices, en un produit d'une matrice orthogo-
nale Q et d'une matrice triangulaire sup�erieureR.
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2.2.3 Ellipso •�des

Les rectangles orient�es permettent d'obtenir une pr�ecision sup�erieure �a
celle obtenue avec une arithm�etique d'intervalles, mais onperd la cloture par
somme de Minkowski, et on est toujours pas clos par transformation lin�eaire,
on peut aussi consid�erer que les rectangles sont des formes tropsimples pour
repr�esenter des ensembles engendr�es par une dynamique continue. C'est pour-
quoi l'utilisation d'ellispo•�des, ou de familles d'ellipso•�des, �a �et�e propos�ee.

Elles ont l'avantage d'avoir une repr�esentation aussi compacte que les
rectangles orient�es, une matriced� d et un vecteur, et contrairement a ceux-ci,
l'ensemble des ellipso•�des est clos par transformation lin�eaire (mais toujours
pas par somme de Minkowski).

Dans [16], Kurzhanski et V�alyi d�ecrivent comment e�ectuer e�cacement
les di��erentes op�erations n�ecessaires �a l'utilisation des ellipso•�des pour l'�etude
des syst�emes dynamiques. Malheureusement, pour ces op�erations, entrent
parfois en jeu des probl�emes d'optimisation non-triviaux,ainsi que des ap-
proximations in�evitables, la classe des ellipso•�des n'�etant pas close par somme
de Minkowski.

2.2.4 Zonotopes

Les pr�ec�edentes classes d'ensembles ne sont pas closes �a la fois par trans-
formation lin�eaire et par somme de Minkowski. Les approximations ne servent
plus �a limiter la taille de la repr�esentation des ensembles, puisque tous les
ensembles d'une même classe ont une repr�esentation de même taille4, mais
�a approximer ces op�erations. L'ensemble des zonotopes, est leplus petit en-
semble clos par transformation lin�eaire et somme de Minkowski5, ces op�era-
tions ne posent plus de probl�emes, mais comme pour les polytopes convexes,
il faut une m�ethode pour controller la taille de leur repr�esentation.

Un zonotope est la somme de Minkowski d'un ensemble de segments, il
peut aussi être vu comme l'image par une application a�ne du cube unitaire
en dimension sup�erieure.

D�e�nition 3 Un zonotope est repr�esent�e par son centreu, et ces g�en�erateurs
v1; : : : ; vm .

hu; v1; : : : ; vm i = f u +
mX

j =0

� j vj j 8j; � j 2 [� 1; 1]g

42d pour les rectangles,d(d + 1) pour les rectangles orient�es et les ellipso•�des
5plus pr�ecis�ement, le plus petit ensemble clos par transformation lin�eaire et somme de

Minkowski contenant des ensembles connexes non r�eduits �a un point
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Un zonotope dem g�en�erateurs en dimensiond est d'ordre m
d .

Avoir une repr�esentation de taille variable (ici (m + 1) d) permet de choi-
sir entre pr�ecision et vitesse d'ex�ecution en faisant varier lataille maximale
autoris�ee.

Propri�et�es

�Etant la somme d'un ensemble �ni de segments, les zonotopes sont moins
g�en�eraux que les polytopes convexes, ils ont en particulier une symm�etrie
centrale. On peut aussi remarquer qu'en dimensiond � 3, les polytopes
convexes �a symm�etrie centrale ne sont pas tous des zonotopes.Par contre,
ils pr�esentent plusieurs avantages, nottemment une repr�esentation compacte
par rapport au polytopes convexes, qui sont repr�esent�es par l'ensemble de
leur sommets ou par l'intersection de demi-espaces :

Proposition 2 [23] Le nombre de sommets d'un zonotope en dimensiond
avecm g�en�erateurs est born�e par :

2
d� 1X

j =0

�
m � 1

j

�

Le nombre de faces de dimensiond � 1 d'un zonotope en dimensiond avec
m g�en�erateurs est born�e par :

2
�

m
d � 1

�

Ces bornes sont atteintes dans les cas g�en�eriques.

Ainsi, on peut encoder un objet ayantO(md� 1) sommets avecmd r�eels,
si on le voit comme un polytope convexe, son encodage n�ecessiteO(dmd� 1)
r�eels. Outre cette aspectcompact, un autre int�erêt des zonotopes est que la
transformation lin�eaire et la somme de Minkowski sont relativement simples.

Proposition 3 La transformation lin�eaire d'un zonotope d'ordre p (m = dp
g�en�erateurs) se fait en O(pM (d)) o�u M (d) est la complexit�e de la multipli-
cation de deux matricesd � d :

Ahu; v1; : : : ; vm i = hAu; Av1; : : : ; Avm i

La somme de Minkowski de deux zonotopes se fait enO(d) :

hu; u1; : : : ; un i � h v; v1; : : : ; vm i = hu + v; u1; : : : ; un ; v1; : : : ; vm i
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Pour la somme de Minkowski, on atteintO(d) en utilisant des listes dou-
blement châ�n�ees pour la liste des g�en�erateurs, la concat�enation se fait alors
en O(1), seul l'addition des centres des zonotopes prend du temps.Mais si
on sait que le centre d'un des deux zonotopes est l'origine (u = (0 ; : : : ; 0)),
alors la somme de Minkowski se fait enO(1). C'est souvent le cas pour le
zonotopeU qui mod�elise l'incertitude du syst�eme.

Par ailleurs, si on limite l'ordre des zonotopes �aO(1), et si on utilise
une multiplication matricielle ayant une bonne complexit�e th�eorique [5], on
peut atteindre pour la transformation lin�eaire une complexit�e de l'ordre de
O(d2;376). Mais la taille des matrices consid�er�ees en pratique est insu�sante
pour que cet algorithme soit vraiment e�cace.

Algorithmes

Comme nous l'avons vu, la somme de Minkowski pour les zonotopesse
fait en concat�enant la liste des g�en�erateurs, la taille de la somme de deux
zonotopes est donc �egale �a la somme des tailles de ces zonotopes. Ainsi, dans
l'algorithme 1, si on note encoreN i la taille de la repr�esentation de 
 i , si 
 0

est d'ordre p et U d'ordre q, alors :

N i = ( p + iq)d2 + d

La taille de la sortie est donck(p + k+1
2 q)d2 + kd. Si p et q sont en O(1),

l'algorithme 1 pour les zonotopes a une complexit�e en tempsen O(k2M (d))
et en espace enO(k2d2).

k est un param�etre crucial, c'est le nombre de pas consid�er�es. Pour pouvoir
prendre un pas de temps petit, et donc �eviter une approximation initiale
trop grossi�ere, il faut pouvoir travailler avec un k grand, c'est pourquoi une
complexit�e en k2 n'est pas satisfaisante.

Nous allons donc devoir e�ectuer des approximations pour limiter l'ordre,
p, des zonotopes manipul�es. Un des int�erêts des zonotopes, estaussi ce pa-
ram�etre p, qui permet de choisir la pr�ecision de la sortie : si on prendp
sup�erieur �a l'ordre maximal atteint par l'algorithme 1, al ors on calcule avec
l'algorithme 2 les 
 i de fa�con exacte, alors que si on prendp = 1 on se
rapproche des m�ethodes se basant sur des approximations rectangulaires.

Approximer un zonotope d'ordreq par un zonotope d'ordrep de fa�con
optimale est un probl�eme di�cile. C'est pourquoi les m�ethodes d'approxima-
tion utilis�ees fonctionnent principalement sur le principe suivant : On extrait
un certain nombre de g�en�erateurs du zonotopeZ pour construire deux zono-
topes,Z1 et Z2 tels que

Z = Z1 � Z2
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Et on sur-approximeZ2 par un rectangleR, en projetant ses g�en�erateurs sur
les axes du syst�emes de coordonn�ees. On sur-approxime alorsZ1 � Z2 par
Z1 � R.

Le probl�eme est de choisir quels g�en�erateurs vont être sur-approxim�es par
un rectangle.

Flush-When-Full

On peut choisir de sur-approximer par un rectangle le zonotopeengendr�e
par les plus petits g�en�erateurs du zonotope initial, l'id�ee �etant que l'erreur
d'approximation augmente avec la taille des g�en�erateurs.Le probl�eme, se-
lon K•uhn [14], est qu'alors la taille des plus petits g�en�erateurs va grandir.
Ainsi, au bout de quelques pas de temps, le zonotope~
 i n'aura plus depetits
g�en�erateurs, et on devra faire des approximations de plus en plus grossi�eres.

Il faut donc maintenir un certain nombre depetits g�en�erateurs, quitte �a
faire parfois des approximations plus grossi�eres que n�ecessaire.

Dans [14, 15], K•uhn propose un algorithme pour atteindre ce but. Les
g�en�erateurs sont regroup�es par blocs ded. L'ordre dans lequel les g�en�erateurs
d'un zonotope sont list�es n'a pas d'importance, mais ici l'ordre des blocs est
important, ils sont initialement tri�es par norme croissante, et l'algorithme
utilis�e va maintenir cet ordre.

Un zonotope d'ordrep est repr�esent�e par :

hu; V1; : : : ; Vpi

o�u Vj = vdj +1 : : : vdj + d.
L'id�ee est alors �a chaque �etape de choisir les plus petits blocs pour faire

l'approximation, et quand il n'y a plus depetits blocs, on approxime plusieurs
blocs par un seul pour faire apparâ�tre des blocs nuls.

Plus formellement, il propose de choisir le plus grand̀tel que :

k[U; AV1; : : : ; AV` � 1]k > kAV`k

(o�u [ U; AV1; : : : ; AV` � 1] est une matrice par blocs) et de remplacer les blocs
V1; : : : ; V̀ � 1 par 0; : : : ; 0 et le blocV` par le plus petit rectangle approximant
[U; AV1; : : : ; AV` ].

Example 2 La table 2.1 montre les 12 premi�eres it�erations de l'algorithme
FWF pour la r�ecurence 
 i = 
 i � 1 � I . On ne fait ici aucune sur approxima-
tion, puisque la suite ainsi d�e�nie ne fait que sommer des rectangles, mais
cette exemple permet d'avoir l'intuition de ce qui se passerait sur un probl�eme
plus compliqu�e, on ne fait des sur-approximationsimportante qu'aux �etapes
4 et 9, et on aura toujours despetits blocs �a sur-approximer, comme �a l'�etape
7, toutes les autres �etapes sont faites sans sur-approximation.
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n Z n Z n Z
0 [0; 0; 0] 4 [0; 0; 4I ] 8 [I; 3I; 4I ]
1 [0; 0; I ] 5 [0; I; 4I ] 9 [0; 0; 9I ]
2 [0; I; I ] 6 [I; I; 4I ] 10 [0; I; 9I ]
3 [I; I; I ] 7 [0; 3I; 4I ] 11 [I; I; 9I ]

Tab. 2.1 { FWF pour 
 i = 
 i � 1 � I

Plus petits g�en�erateurs

Dans [11], Antoine Girard, contrairement �a ce que pr�econiseK•uhn6, pro-
pose de prendre les (q � p + 1) d plus petits g�en�erateurs pour l'ordre :

u < v , k uk1 � k uk1 < kvk1 � k vk1

L'id�ee est que pluskuk1 � k uk1 est petit, plus u se trouveproched'un axe
du syst�eme de coordonn�ees, et donc l'approximation sera moinsgrossi�ere que
pour un vecteur plus�eloign�e .

Cette m�ethode semble plus pr�ecise en pratique que celle de K•uhn, mais
elle n�ecessite un tri des vecteurs �a chaque �etape. Une �etudeplus approfondie
reste �a faire pour d�eterminer son e�cacit�e.

2.2.5 R�ecapitulatif

La table 2.2 r�ecapitule les di��erentes propri�et�es de clôtures pour les classes
d'ensembles que nous venons de pr�esenter. On a ajout�e aussi dans ce tableau
la clôture par union, intersection, et intersection avec un demi-espace, qui
sont des propri�et�es importantes quand on voudra passer d'un syst�eme a�ne
�a un syst�eme a�ne par morceaux.

Seul les polytopes convexes et les zonotopes peuvent être utilis�es pour un
algorithme exact.

2.3 L'e�et d'emballage

Toutes les m�ethodes que nous venons de voir n�ecessitent, �a chaque �etape,
de sur-approximerA ~
 i � 1� U pour obtenir ~
 i . Ces sur-approximations succes-
sives s'accumulent et sont propag�ees par la transformation lin�eaire A. C'est
ce qu'on appelle l'e�et d'emballage.

6Quand K•uhn met en garde contre le choix syst�ematique des plus petits vecteurs pour
la sur-approximation, petit signi�e petit pour une certaine norme, il n'est donc pas clair
que l'ordre choisi par Girard provoque les même probl�emes, carx 7! k xk1 � k xk1 n'est
pas une norme.
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A � [ \ \ H
rectangles

p p

rectangles orient�es
ellipso•�des

p

zonotopes
p p

polytopes convexes
p p p p

Tab. 2.2 { Clôture des di��erentes classes d'ensembles par les op�erateurs de
transformation lin�eaire, somme de Minkowski, union, intersection, intersec-
tion avec un demi-espace.

On a vu en 2.2.1 que cet e�et peut engendrer, sur des probl�emessimple,
une erreur exponentielle enk. Dans [14], K•uhn �evalue la performance de
FWF pour un probl�eme l�eg�erement di��erent :

Th�eor�eme 2 [14]
Soit (
 i ) i 2 N la suite d�e�nie par :

�

 0 = 0

 i = A i 
 i � 1 � Ui

Soit ( ~
 i ) i 2 N l'approximation de (
 i ) i 2 N calcul�ee par l'algorithme FWF avec
des zonotopes d'ordrep.

Si kUi k < � et si kA i + j A i + j � 1 : : : A i k � M pour tout i; j et o�u M et �
sont deux constantes. Alors il existe des constantesc1 et c2 (ne d�ependant
que dep) tels que :

dist( ~
 i ; 
 i ) � �c1ci 1=p

2

L'algorithme FWF est jug�e performant, puisqu'il produit un e�et d'em-
ballage sous-exponentiel, mais celui ci reste tout de même important.



Chapitre 3

Suppression de l'e�et
d'emballage

Les principales contributions de ce rapport sont dans ce chapitre. Rappe-
lons la relation de r�ecurence qui nous int�eresse :


 i = A
 i � 1 � U

3.1 S�eparation de la somme et de l'applica-
tion lin�eaire

Nous avons vu en 2.3 que les erreurs d'approximations, propag�ees et ac-
cumul�ees par le 
ot, pouvaient engendrer une erreur importante au bout de
quelques pas de temps.

Ces approximations sont n�ecessaires quand la famille d'ensemble consi-
der�ee n'est pas close par application a�ne ou somme de Minkowski(comme
pour les rectangles), ou quand la somme de Minkowski rend l'ensemble consi-
der�e trop compliqu�e pour pouvoir lui appliquer la transformation lin�eaire A.

Nous allons montrer ici comment s�eparer la somme et la transformation
lin�eaire, pour ainsi supprimer l'e�et d'emballage.

Remarquons tout d'abord qu'une repr�esentation non r�ecursive de la suite
d�efninie par 2.1 est :


 i = A i 
 0 �
i � 1M

j =0

A j U

Ainsi pour calculer 
 i +1 l'algorithme 1 calculerait :

A
 i � U
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o�u 
 i est l'ensemble :

(A i 
 0 � A i � 1U � : : : � AU � U)

dont la taille de la repr�esentation peut être tr�es grande.
Or, on peut remarquer que :

A(A i 
 0 � A i � 1U � : : : � AU � U) � U

=

A(A i 
 0) � (A(A i � 1U) � (A i � 1U � : : : � AU � U))

Ainsi, si pour 
 i on a calcul�e A i 
 0, A i � 1U, et
L i � 1

j =0 A j U, on calcule 
 i +1

avec deux transformations lin�eaires sur des objets de la taille des entr�ees et
deux sommes de Minkowski sur des objets dont la taille est croissante.

Plus pr�ecisement, on calcule les trois suites d�e�nies par :

X i +1 = AX i X 0 = 
 0

Vi +1 = AVi V0 = U

Si +1 = Vi � Si S0 = f 0g

On a alors 
 i = X i � Si .
En e�et, pour tout i , on a :

X i = A i X 0 = A i 
 0

Vi = A i V0 = A i U

Si =
i � 1M

j =0

Vj =
i � 1M

j =0

A j U

d'o�u 
 i = X i � Si .
On en d�eduit l'algorithme 3.
La seule op�eration se faisant ici sur des objets de taille croissante est la

somme de Minkowski, or on a vu en 2.2.4 que pour les zonotopes, la com-
plexit�e de la somme de Minkowski ne d�epend pas de la taille desop�erandes. Il
est donc int�eressant d'utiliser cet algorithme avec des zonotopes. Cela permet
aussi de reduire la complexit�e en espace, en e�et, pour stockerZ1 et Z1 � Z2

il su�t de stocker Z1 et Z2 (puisque la somme de MinkowskiZ1 � Z2 n'est
que la concat�enation des vecteurs deZ1 et Z2).

Ainsi, pour stocker les
L i � 1

j =0 A j U pour i entre 0 et k, il su�t de stocker
les A i U pour i entre 0 et k.

On a donc le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 3 L'algorithme 3 est correct et a une complexit�e en temps en
O(kM (d)) et en espace enO(kd2), pour des zonotopes d'entr�ee d'ordreO(1)
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Algorithme 3 Exacte
Entr�ee : une matriceA, deux ensemble 
0 et U, et un entier k.
Sortie : les k premiers termes de la suite d�e�nie par 
i +1 = A
 i � U.

1: X 0  
 0

2: V0  U
3: S0  f 0g
4: RS  
 0

5: for i from 1 to k do
6: X i  AX i � 1 . X i = A i 
 0

7: Si  Si � 1 � Vi � 1 . S i =
L i � 1

j =0 A j U
8: RS  RS [ (X i � Si ) . RS =

S i
j =0 
 j

9: Vi  AVi � 1 . V i = A i U
10: end for
11: return RS

(O(d) g�en�erateurs). O�u d est la dimension de l'espace, etM (d) la complexit�e
de la multiplication de deux matricesd � d.

L'algorithme impl�ement�e utilise une multiplication matr icielle na•�ve, la
complexit�e de l'algorithme est donc enO(kd3), mais il existe des algorithmes
de multiplication matricielle [5] permettant d'atteindre pour l'algorithme 3
une complexit�e asymptotique de l'ordre deO(kd2;376).

On a trouv�e un algorithme tr�es rapide et peu gourmand en m�emoire pour
le calcul exact des k premiers termes de la suite d�e�nie par l'�equation 2.1.
Malheureusement les derniers termes de la suite sont des zonotopes d'ordre
O(k) (O(kd) g�en�erateurs), la sortie de cette algorithme devient donc vite dif-
�cilement exploitable, nous allons donc en proposer une variante, permettant
de limiter le nombre de g�en�erateurs des zonotopes constituant la sortie, tout
en garantissant une erreur d'approximation raisonnable.

3.2 R�eduction du nombre de g�en�erateurs

Pour r�eduire le nombre de g�en�erateurs, nous sommes oblig�es d'utiliser un
algorithme d'approximation. Pour �eviter un e�et similaire �a l'e�et d'embal-
lage, on doit �eviter de faire des sur-approximations de sur-approximations.

On peut par exemple utiliser un algorithme d'approximation v�eri�ant la
propri�et�e suivante : pour tout ensemblesA et B , on doit avoir

APPROX (A) � APPROX (B) = APPROX (A � B)
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Remarque 1 Il est clair que pour toute m�ethode d'approximation la somme
des approximations deA et B est une approximation de leur somme. Mais
ici APPROX est un algorithme, et on veut que la somme des approximation
de A et B soit exactement l'ensemble donn�e par l'algorithmeAPPROX si
on l'avait ex�ecut�e sur A � B .

L'approximation par un rectangle orthogonal aux axes du syst�eme, BOX
v�eri�e cette propri�et�e. En fait, l'approximation par n' importe quel zonotope
non d�eg�en�er�e d'ordre 1 v�eri�e cette propri�et�e (si on a pproxime toujours par
le mêmezonotope).

Nous pouvons utiliser cette id�ee pour obtenir l'algorithme 4.

Algorithme 4 Approximation Rectangulaire
Entr�ee : une matriceA, deux ensemble 
0 et U, et un entier k.
Sortie : l'approximation optimale par des rectangles orthogonaux aux axes

desk premiers termes de la suite d�e�nie par 
i +1 = A
 i � U.
1: X 0  
 0

2: V0  U
3: S0  f 0g
4: RS  Box (
 0)
5: for i from 1 to k do
6: X i  AX i � 1 . X i = A i 
 0

7: Si  Si � 1� Box (Vi � 1) . S i = Box (
L i � 1

j =0 A j U)
8: RS  RS [ (Box (X i )� Si ) . RS =

S i
j =0 Box (
 j )

9: Vi  AVi � 1 . V i = A i U
10: end for
11: return RS

Utilis�e avec des zonotopes, cet algorithme a la même complexit�e tempo-
relle que l'algorithme 3, mais il a une complexit�e en espace en O(kd + d2),
puisqu'il su�t de O(d) r�eels pour repr�esenter un rectangle orthogonal aux
axes.

Quant �a sa pr�ecision, la proposition 1 garantie que pour touti , ~
 i est une
sur-approximation oprimale de 
 i par un hyper-rectangle. En particulier,~
 i

et 
 i ont le même diam�etre � .
Par ailleurs, la distance de Hausdor� entre~
 i et 
 i est toujours inf�erieure

�a
p

d
2 � . La distance de Hausdor� �etant d�e�nie pour deux ensemblesA et B

par :

dH (A; B ) = max
�

sup
x2 A

inf
y2 B

kx � yk; sup
x2 B

inf
y2 A

kx � yk
�



28 Suppression de l'e�et d'emballage

Ce pire cas est atteint quand~
 i est un cube approximant 
 i , une de ses
diagonales.

On peut aussi appliquer cette id�ee, ou des variantes n'approximant que les
plus petits g�en�erateurs pour l'ordre utilis�e dans l'algorithme de Girard [11],
en post-traitement sur la sortie de l'algorithme 3.

3.3 Acc�el�eration par changement de variables

On peut aussi vouloir am�eliorer la complexit�e temporelle del'algorithme
pr�ec�edent, encore au d�etriment de la pr�ecision, mais sansprovoquer un e�et
d'emballage, l'intersection de la fronti�ere de~
 i avec 
 i reste non vide.

L'op�eration la plus coûteuse �a chaque �ex�ecution de la boucle sur i dans
l'algorithme 4 est la transformation lin�eaire, la somme de Minkowski se fai-
sant rapidement sur les rectangles orthogonaux aux axes, et l'approximation
BOX se calculant rapidement pour la plupart des repr�esentations.Pour am�e-
liorer la complexit�e temporelle, il faut donc s'int�eresser �a la transformation
lin�eaire, en particulier on peut chercher �a se placer dans un syst�eme de co-
ordonn�ees dans lequel la matrice de la transformation lin�eaire, A , est creuse,
on pourra alors l'ex�ecuter enO(d2).

Mais il faut ensuite revenir dans le syst�eme de coordonn�ees initial, la
matrice de passageP n'�etant pas creuse �a priori, il faut que les ensembles
consid�er�es ne soient repr�esent�es que parO(1) vecteurs, c'est pourquoi nous
devons utiliser une approximation rectangulaire.

On note SPARSE un algorithme qui d�ecompose une matriceA en le
produit PAP � 1 avecA creuse. On peut alors �ecrire l'algorithme 5.

En utilisant cette algorithme avec des zonotopes d'ordreO(1) on a une
complexit�e en O(kd2 + M (d) + S(d)), o�u M (d) est la complexit�e de la mul-
tiplication de deux matrices d � d, et S(d) la complexit�e de l'algorithme
SPARSE.

Quant �a la pr�ecision de cet algorithme, elle d�epend de la matrice P, c'est
pourquoi on ne doit pas choisir n'importe quelle d�ecomposition. En e�et, si les
angles entre les vecteurs de la nouvelle base sont importants, l'approximation
sera d'autant plus grossi�ere. Cette e�et peut se voir sur la �gure3.1, la forme
obtenue par l'approximation aura des arêtes colin�eairesaux vecteurs de la
nouvelle base.

On veut que l'approximation d'une boule de rayon 1 ait le pluspetit
diam�etre possible, or l'approximation d'une boule de rayon 1est :

PBOX(P � 1)
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Algorithme 5 FRS
Entr�ee : une matriceA, deux ensembles 
0 et U, et un entier k.
Sortie : les k premiers termes de la suite d�e�nie par 
i +1 = A
 i � U ap-

proxim�es, de fa�con optimale, par un zonotope d'ordre 1 d�e�nie �a partir
de A.

1: (A ; P; P � 1)  Sparse (A) . A = PAP � 1

2: X 0  P � 1
 0

3: V0  P � 1U
4: S0  f 0g
5: RS  PBox (P � 1
 0)
6: for i from 1 to k do
7: X i  A X i � 1 . X i = P � 1A i 
 0

8: Si  Si � 1� Box (Vi � 1) . S i = Box (
L i � 1

j =0 A j U)
9: RS  RS [ P(Box (X i )� Si ) . RS =

S i
j =0 PBox (P � 1
 j )

10: Vi  A Vi � 1 . V i = A i U
11: end for
12: return RS

Fig. 3.1 { Approximation d'un carr�e pour di��erentes matrices P
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Le crit�ere �a minimiser est donc kPkkP � 1k. On peut pour faire la d�ecompo-
sition A = PAP � 1 utiliser l'algorithme de [17].

Par ailleurs, quelle que soit la m�ethode utilis�ee pour fairecette d�ecompo-
sition, on peut toujours calculerkPkkP � 1k et d�ecider de ne pas utiliser cette
algorithme si kPkkP � 1k est trop grand.

3.4 Mise en �uvre et r�esultats

Les algorithmes 3 et 4, ainsi qu'une variante ne faisant l'approximation
rectangulaire que sur la perturbationU, que nous appelerons algorithmeU-
rectangulaire, ont �et�e impl�ement�es en OCaml. Le programme se d�ecompose
en plusieurs modules :

{ zio.ml pour la gestion des entr�ees/sorties.
{ zlinalg.mlpour les op�erations d'alg�ebre lin�eaire, un algorithme en O(d3)

est utilis�e pour la multiplication matricielle. Une version pour les ma-
trices creuse �a aussi �et�e impl�ement�ee, mais pour l'instant, elle ne sert
que quand la matrice d'entr�ee est creuse, la d�ecomposition n�ecessaire �a
l'algorithme 5 n'ayant pas �et�e impl�ement�ee.

{ zonotope.mlpour la manipulation des zonotopes.
{ reachset.mlcontient les algorithme 3 et 4, ainsi qu'une impl�ementation

de l'algorithme 2 pour les zonotopes avec l'approximation propos�ee par
Girard [11].

{ drawable.mld�e�nition d'une classe drawable, et des rectangles et zono-
topes en dimension 2, ainsi que les proc�edures d'a�chages.

{ main.ml appelle reachset sur le probl�eme entr�e et a�che les ensembles
calcul�es.

Tous les calculs ont �et�e e�ectu�es sur un Pentium III 800MHz disposant
de 256Mo de RAM.

3.4.1 Un premier exemple

Ce premier exemple est issu de [11].

_x = ( PDP � 1)x + u

aveckuk � 0:01 et

P =

0

B
B
B
B
@

0:6 � 0:1 0:1 0:7 � 0:2
� 0:5 0:7 � 0:1 � 0:8 0:
0:9 � 0:5 0:3 � 0:6 0:1
0:5 � 0:7 0:5 0:6 0:3
0:8 0:7 0:6 � 0:3 0:2

1

C
C
C
C
A
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D =

0

B
B
B
B
@

� 1 � 4 0 0 0
4 � 1 0 0 0
0 0 � 3 1 0
0 0 � 1 � 3 0
0 0 0 0 � 2

1

C
C
C
C
A

L'ensemble initial est un cube de rayon 0:01 centr�e en (1; 0; 0; 0; 0).
C'est un exemple en dimension 5, comme d�ecrit en 1.3.1, on commence par

choisir un pas de temps, �t = 0:005, et on transforme ce syst�eme dynamique
en un syst�eme en temps discret (par un algorithme impl�ement�een scilab).

Sur la �gure 3.2 on peut voir l'ensemble atteignable apr�es 1000 pas de
temps, en bleu, calcul�e par l'algorithme 3. Les approximations calcul�ees par
l'agorithme 4 (en noir) et sa variante n'approximant que la perturbation (en
rouge) restent tr�es proches de l'ensemble exact. En e�et, comme on l'a d�ej�a
dit, pour tout i , 
 i (ou

L i � 1
j =0 A j U) est approxim�e de fa�con optimale par un

rectangle. Ainsi, quand 
 i �a une forme proche d'un rectangle, l'approximation
est excellente, par contre, s'il a une forme allong�ee dans unedirection non
parall�ele aux axes du syst�eme, l'approximation est plus mauvaise.

Calculer ces ensembles est tr�es rapide avec notre algorithme, seulement
quelques centi�emes de secondes, et avec une consommation m�emoire d'envi-
ron un megaoctet. La table 3.1 pr�esente le temps de calcul et la consommation
m�emoire de nos algorithmes, ainsi que de l'algorithme de Girard [11] (avec
di��erentes bornes pour l'ordre des zonotopes consid�er�es)et de l'algorithme 1
impl�ement�e avec des zonotopes1, pour le calcul de l'ensemble atteignable par
ce syst�eme apres 200, 400, 600, 800, ou 1000 pas de temps.

Plusieurs remarques peuvent être faites �a partir de cette table. Tout
d'abord, les algorithmes 3 etU-rectangulaire sont �a peu pr�es aussi rapide l'un
que l'autre et ont une consommation m�emoire semblable, ce quine contredit
pas la th�eorie, puisque ces deux algorithmes ont la même complexit�e. Or l'al-
gorithme 3 est exact, pourquoi alors utiliser l'approximation U-rectangulaire
si elle n'est pas plus rapide ou plus compacte ? En fait, comme onl'a d�ej�a dit,
c'est parce que les zonotopes renvoy�es par l'algorithme exact ont quelques
milliers de g�en�erateurs (quand k = 1000), alors que ceux renvoy�es par le
second algorithme n'en ont qu'une vingtaine, ils sont donc plus facile �a ma-
nipuler. En particulier, pour obtenir la �gure 3.2 il a fallu attendre plusieurs
secondes l'a�chage de l'ensemble atteignableexact, quand son approximation
est a�ch�ee quasi-instantan�ement.

Par ailleurs, on peut remarquer que l'algorithme 1 est plus rapide que

1 Pour tous ces algorithmes, les temps de calcul et la consommation m�emoire sont pris
pour une impl�ementation en OCaml utilisant les mêmes modules pour la manipulation des
zonotopes et pour les op�erations d'alg�ebre lin�eaire, et les mêmes entr�ees.
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{ Noir : Algorithme 4
{ Rouge : Variante de l'algorithme 4 ou

seule la perturbation est sur-approxim�ee
{ bleu : Algorithme 3

De gauche �a droite et de haut en bas,
projection de l'ensemble atteignable apr�es
1000 pas de temps sur les plansx1x2, x2x3,
x3x4, x4x5, et x5x1.

Fig. 3.2 { Ensemble d'atteignabilit�e apr�es 1000 pas de temps
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k = 200 400 600 800 1000
Exacte (Alg 3) 0:01s 0:02s 0:04s 0:05s 0:07s
U-rectangulaire 0:01s 0:02s 0:03s 0:05s 0:06s
Rectangulaire 0:s 0:s 0:01s 0:01s 0:02s
Girard-5 0:08s 0:19s 0:28s 0:35s 0:45s
Girard-10 0:17s 0:32s 0:50s 0:64s 0:86s
Girard-20 0:34s 0:74s 1:14s 1:46s 2:16s
Girard-40 0:66s 1:48s 2:28s 3:27s 3:96s
Exacte (Alg 1) 0:42s 1:67s 3:91s 7:89s 12:56s

k = 200 400 600 800 1000
Exacte (Alg 3) 492ko 737ko 983ko 1:23Mo 1:47Mo
U-rectangulaire 246ko 737ko 983ko 1:23Mo 1:23Mo
Rectangulaire 246ko 246ko 246ko 246ko 246ko
Girard-5 492ko 983ko 1:23Mo 1:72Mo 1:97Mo
Girard-10 737ko 1:47Mo 2:21Mo 3:19Mo 3:69Mo
Girard-20 1:47Mo 2:95Mo 4:18Mo 5:65Mo 6:88Mo
Girard-40 2:70Mo 5:41Mo 8:36Mo 10:6Mo 13:8Mo
Exacte (Alg 1) 5:90Mo 23:1Mo 51:4Mo 90:9Mo 141:6Mo

Tab. 3.1 { Temps de calcul et consommation m�emoire pour l'exemple3.4.1
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Fig. 3.3 { Comparaison de la pr�ecision de l'algorithme de Girard limit�e �a des
zonotopes d'ordre 20 (en vert) et une variante de l'algorithme 4 ou seule la
perturbation est sur-approxim�ee (en rouge). En noir, l'intersection des deux
ensembles calcul�es.

l'algorithme de Girard limitant l'ordre des zonotopes �a 40sur les 200 premiers
pas de temps. C'est �a cause de la proc�edure d'approximation, qui n�ecessite,
�a chaque �etape, de calculer la norme, et de trier, 200 vecteurs (40� 5). Mais
rapidement, le coût de cette op�eration est compens�e par ladiminution du
nombre de g�en�erateurs, et donc l'acc�el�eration de la transformation lin�eaire.

Il est clair que nos algorithmes sont plus rapides que ceux auxquels on
les a compar�es. Mais on peut se demander si ils sont vraiment pluspr�ecis.
En fait, l'e�et d'emballage apr�es 1000 pas de temps est tellement important
quand on limite l'ordre des zonotopes �a 5 o�u 10 que nous allons directement
comparer l'ensemble calcul�e quand on limite l'ordre des zonotopes �a 20, �a
celui calcul�e avec l'approximationU-rectangulaire (ordre des zonotopes : 4).

On voit sur la �gure 3.3 que si les ensembles calcul�es sont relativement
pr�ecis, et même parfois plus pr�cis que notre algorithme surles premiers pas
de temps, l'e�et d'emballage produit un erreure importante au bout de 1000
pas de temps. Il faut aller jusqu'�a l'odre 40 pour avoir un r�esultat comparable
au notre (�gure 3.4), mais, en plus d'être plus lent, cette algorithme renvoie
des zonotopes d'ordre 40, alors que le notre renvoie des zonotopes d'ordre 4,
plus faciles �a manipuler.

3.4.2 In
uence de la dimension

Dans cette section nous �etudions l'in
uence de la dimension du syst�eme
consid�er�e sur le temps de calcul et la consommation m�emoire de nos algo-
rithmes et notre impl�ementation de l'algorithme de Girard. Les r�esultats de
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Fig. 3.4 { Comparaison de la pr�ecision de l'algorithme de Girard limit�e �a des
zonotopes d'ordre 40 (en vert) et une variante de l'algorithme 4 ou seule la
perturbation est sur-approxim�ee (en rouge). En noir, l'intersection des deux
ensembles calcul�es.

nos simulations sont pr�esent�es dans la table 3.2.
Pour construire cette table, nous avons g�en�er�e des matricesd� d dont les

coe�cients sont tir�es al�eatoirement selon une distribution uniforme entre� 1
et 1. Ces matrices d�e�nissent des syst�emes :

_x = Ax + u

aveckuk � 0:01 et x(0) 2 [0:99; 1:01]� [� 0:01; 0:01]� : : : � [� 0:01; 0:01].
Le syst�eme est ensuite discr�etis�e avec un pas de temps de 0:01 comme

d�ecrit en 1.3.1.

3.4.3 In
uence du pas de temps

Une autre propri�et�e de notre algorithme qu'il est int�eressant de mettre en
�evidence, est que, puisqu'il n'est pas victime de l'e�et d'emballage, diminuer
le pas de temps utilis�e lors de la discr�etisation du syst�eme dynamique permet
d'obtenir une sur-approximation plus pr�ecise de l'ensemble atteignable par
le syst�eme.

Ceci n'est pas vrai pour les autres algorithmes, en e�et, si on diminue
le pas de temps, on augmente le nombre de pas n�ecessaires pour couvrir le
même intervalle de temps, or l'e�et d'emballage augmente avec le nombre de
pas consid�er�es.

Sur la �gure 3.5, on peut voir l'ensemble atteignable par un syst�eme de
dimension 20 (g�en�er�e comme pr�ec�edemment) pourt entre 0 et 1, discr�etis�e
avec un pas de temps de 0:1 (en rouge), 0:01 (en vert), et 0:001 (en bleu). �A
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d = 5 10 20 50 100 150
Exacte (Alg 3) 0:0s 0:02s 0:11s 1:11s 8:43s 35:9s
U-rectangulaire 0:0s 0:02s 0:10s 1:08s 8:42s 34:2s
Rectangulaire 0:0s 0:01s 0:07s 0:91s 8:08s 28:8s
Girard-5 0:03s 0:16s 0:80s 6:09s 32:6s 103s
Girard-10 0:07s 0:34s 1:51s 11:7s 62:3s 199s
Girard-20 0:16s 0:61s 3:32s 22:6s 152s
Girard-40 0:25s 1:09s 4:84s 38:3s
Exacte (Alg 1) 0:08s 0:44s 2:34s 17:3s

d = 5 10 20 50 100 150
Exacte (Alg 3) 246ko 492ko 1:72Mo 8:85Mo 33:7Mo 75:2Mo
U-rectangulaire 246ko 492ko 1:47Mo 8:60Mo 33:7Mo 75:2Mo
Rectangulaire 246ko 246ko 246ko 492ko 983ko 2:21Mo
Girard-5 246ko 737ko 2:70Mo 15:0Mo 57:5Mo 125Mo
Girard-10 492ko 1:47Mo 4:67Mo 25:6Mo 99:5Mo 215Mo
Girard-20 737ko 2:46Mo 8:36Mo 44:5Mo 177Mo
Girard-40 1:2Mo 4:18Mo 14:5Mo 77:9Mo
Exacte (Alg 1) 1:7Mo 5:41Mo 19:4Mo 114Mo

Tab. 3.2 { Temps de calcul et consommation m�emoire en fonction de la
dimension du syst�eme, pourk = 100.
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Fig. 3.5 { Mise en evidence de l'e�et d'emballage.

gauche, les ensembles calcul�es par notre algorithme avec l'approximation U-
rectangulaire sont bien plus pr�ecis quand on prend un pas de temps plus petit.
Par contre, �a droite, l'algorithme de Girard limit�e �a des zonotopes d'ordre 5
ne v�eri�e pas cette propri�et�e, l'ensemble calcul�e avec un pas de temps de 0:001
prend presque toute la fenêtre. Pour pouvoir observer les trois ensembles sur
la même �gure, nous avons dû ici repr�esenter l'intersection en sommant les
couleurs, ainsi, l'intersection des trois ensembles est la zone centrale blanche
(rouge+vert+bleu).

3.4.4 Comparaison avec l'algorithme FWF

Pour l'instant, nous n'avons pas compar�e notre algorithme �a celui de
K•uhn [14, 15], car nous ne l'avons pas impl�ement�e en OCaml. Mais sur son
site web, on peut avoir acc�es �a une version de son algorithme limit�ee �a la
dimension 2 via une applet Java :

http://www.decatur.de/personal/Java1.0/ivp/Ivp.html
Nous allons nous en servir pour �etudier le syst�eme suivant :


 i +1 =
�

0 0:99
� 1 1:6

�

 i � � 0:001 (3.1)

Avec 
 0 = f (1; 0:8)g.
La �gure 3.6 montre l'ensemble atteignable au bout de 500 pas de temps

calcul�e exactement par l'algorithme de K•uhn (en limitant l'ordre des zono-
topes �a 501, qui n'est atteint qu'apr�es 500 pas de temps).

Sur cet exemple, l'algorithme de Girard limit�e �a des zonotopes d'ordre
5 se comporte bien, il est en fait même meilleur que l'algorithme 4. Par
contre, l'algorithme de K•uhn engendre une erreur tr�es importante, même en
autorisant des zonotopes d'ordre 50 l'erreur reste consid�erable.

http://www.decatur.de/personal/Java1.0/ivp/Ivp.html
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Fig. 3.6 { Applet Java [13] de l'algorithme FWF (ou cascade reduction)
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En haut : Ensemble atteignable calcul�e
par FWF avec des zonotopes d'ordre 5 (�a
gauche) et 50 (�a droite).
En bas �a gauchea :
{ rouge : Algorithme 4
{ vert : Algorithme de Girard avec des zo-

notopes d'ordre 5
{ noir : intersection des deux ensembles

calcul�es

a les bornes de la fenêtre sont environ
[� 1:2; 1:2] � [� 1:2; 1:2]

Fig. 3.7 { Comparaison de FWF avec l'algorithme de Girard et l'algorithme 4
sur l'exemple 3.1 en dimension 2 apr�es 500 pas de temps
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3.4.5 Arithm�etique 
ottante

L'algorithme de K•uhn est donc beaucoup moins bon que celui de Girard
sur l'exemple pr�ec�edent. Mais une remarque que l'on peut faire, est que ce-
lui de K•uhn prend en compte les erreurs d'arrondis dues �a l'utilisation de
l'arithm�etique 
ottante pour garantir que l'ensemble calcul�e est bien une
sur-approximation de l'ensemble d'accessibilit�e, contrairement au notre.

Le probl�eme avec notre algorithme est qu'il faut queA et U ne d�ependent
pas dei , or pour pouvoir prendre en compte les erreurs d'arrondis, ilfaudrait
rajouter, �a chaque �etape un ui prenant en compte les erreurs d'arrondis de
l'�etape i :


 i +1 = A
 i � U � ui

Pour les prendre en compte, une solution est de calculer, avec l'algo-
rithme 2 (par exemple celui de Girard) les termes de la suite :

E i +1 = AE i � ui

avecE0 = ; et ui les erreurs d'arrondis engendr�ees �a l'�etapei .
Mais alors, l'algorithme devient victime de l'e�et d'emballage.



Chapitre 4

Extension aux syst�emes
hybrides

Notre algorithme peut être incorpor�e dans un outils de v�eri�cation pour
les syst�emes hybrides. Pour chaque �etat o�u la dynamique est lin�eaire avec in-
certitude, on peut calculer e�cacement une sur-approximation de l'ensemble
atteignable sur un intervalle de temps born�e. Il faut ensuiteavoir un outil
pour d�etecter et calculer l'intersection avec les gardes.

4.1 Intersection

Nous supposerons ici que les gardes sont des hyperplans.

G = f x 2 R j nT
Gx = eg

avecnG 2 Rd et e 2 R.
Les zonotopes ne sont pas clos par intersection avec un hyperplan ou un

demi-espace. De plus, si d�ecider du vide de cette intersection est tr�es facile,
nous verrons qu'il est di�cile d'obtenir une bonne approximation de cette
intersection.

4.1.1 D�etection de l'intersection

Pour les zontopes, d�etecter l'intersection avec un hyperplan est tr�es facile.
En e�et, un zonotope hu; v1 : : : vm i intersecte une gardeG si et seulement si
il existe (� 1 : : : � m ) dans [� 1; 1]m tel que :

nT
Gu +

mX

i =0

� i nT
Gvi = e
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Fig. 4.1 { Les zonotopes ne sont pas clos par intersection

Il su�t donc de d�eterminer si e appartient au zonotope de dimension 1
d�e�ni par :

hnT
Gu; nT

Gv1; : : : ; nT
Gvm i

Ce qui revient �a d�eterminer si :

(e � nT
Gu) 2 [�

mX

i =0

jnT
Gvi j;

mX

i =0

jnT
Gvi j]

Ainsi d�etecter l'intersection d'un zonotope avec un hyperplan se fait en
temps lin�eaire en m, le nombre de g�en�erateurs du zonotope, et lin�eaire end,
la dimension du syst�eme.

Par ailleurs, sur le même principe que l'approximation rectangulaire de
l'algorithme 4, on peut calculer e�cacement, et exactement, l'intevalle :

[�
mX

i =0

jnT
Gvi j;

mX

i =0

jnT
Gvi j]

�A chaque �etape, il su�t de projeter les zonotopesA i 
 0 et A i � 1U sur nG, la
projection de

L i � 2
j =0 A j U ayant d�ej�a �et�e calcul�ee �a l'�etape pr�ec�edente.

4.1.2 Intersection avec un hyper-plan

La classe des zonotopes, n'est pas close par intersection avec un hyperplan,
prenons par exemple le cas de l'intersection d'un cube avec unhyperplan
coupant un de ses coins : l'intersection est un triangle (�gure 4.1), qui, n'ayant
pas même une symm�etrie centrale, ne peut être un zonotope.

Il nous faut donc trouver un moyen de sur-approximer cette intersection.
Pour cela, on peut projeter le zonotope sur l'hyperplan consid�er�e suivant une
certaine directionn� .
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Fig. 4.2 { Choix de la direction de projection

Fig. 4.3 { Intersection avec un demi-espace

Malheureusement si cette direction est mal choisie, cela peut produire une
sur-approximation importante. Le choix de la normale �a l'hyperplan, ou du
g�en�erateur v du zonotope tel quekvk, ou (vjnG )

kvk ou même (vjnG) soit maximal
n'est pas n�ecessairement judiceux, comme l'illustre la �gure 4.2.

Une heuristique pour choisir la direction de la projection est deprendre :

n� =
mX

i =0

(vi jnG)
kvi k

vi

L'id�ee est de choisir la direction �a partir des g�en�erateurs du zonotope en
favorisant les g�en�erateurs dont la projection sur la normale, nG, �a la garde,
est importante. Par ailleurs, si deux g�en�erateursvi et vj sont colin�eaires, les
remplacer parvi + vj ne changera pas la direction choisie par cette heuristique.

4.1.3 Intersection avec un demi-espace

Pour l'intersection avec un demi-espace la solution retenue estde prendre
comme sur-approximation le cylindre dont la base est la sur-approximation
de l'intersection avec l'hyperplan obtenue par la m�ethode pr�ec�edente et de
direction n� .

Cette sur-approximation pr�esente l'int�erêt de garantir que le zonotope ob-
tenu est dans le demi-espace consid�er�e. Malheureusement, comme toute m�e-
thode ayant cette propri�et�e, il engendre une sur-approximation qui peut être
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x(k + 1) =

0

@
1 0 0
1 1 0
0 1 1

1

A x(k) +

0

@
0:0440
0:2881
0:7997

1

A u(k) �

0

@
0:0440
0:2881
0:7997

1

A

x(k + 1) =

0

@
1 0 0
1 1 0
0 1 1

1

A x(k) +

0

@
0:0440
0:2881
0:7997

1

A u(k) +

0

@
0:0440
0:2881
0:7997

1

A

x3(k) + u(k) < 0x3(k) + u(k) � 0

Fig. 4.4 { Automate hybride mod�elisant un modulateur �{�

importante, en e�et, un zonotope ayant un centre de sym�etrie, l'image de l'in-
tersection avec la garde par ce centre doit appartenir �a la sur-approximation
obtenue.

Par ailleurs, cette m�ethode augmente le nombre de g�en�erateurs (+1) et
renvoie un zonotope avec de nombreux g�en�erateurs coplanaires (tous, sauf
un), ce qui r�eduit le nombre de faces1.

4.2 � { �

La modulation �{� est une technique r�epandue de conversion d' un signal
analogique en un signal num�erique [3].

Dans [7], un mod�ele hybride d'un modulateur �{�, g�en�er�e �a l'aide de [21],
est �etudi�e. Il s'agit d'un automate �a deux �etats d�ecrit da ns la �gure 4.4.

On peut remarquer que pour cet automate, la garde d�epend de l'entr�ee u,
nous avons donc l�eg�erement modi��e notre proc�edure calculant l'intersection
avec la garde pour tenter de prendre en compte cette incertitude.

La propri�et�e de sûret�e �a v�eri�er est que j x1 j doit être inf�erieur �a 0 :2.
En 26:1 secondes notre algorithme a pu d�eterminer que cette propri�et�e est

1Un des arguments pour l'utilisation des zonotopes �etait qu'un petit nombre de g�en�e-
rateurs peut �engendrer une structure complexe ayant un grand nombre de faces.
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Fig. 4.5 { Sur-approximation de l'ensemble atteignable par le modulateur
�-� apr�es 20 pas de temps

v�eri��e pendant, au moins, les 20 premiers pas de temps, avec un ensemble
initial �egal au cube [� 0:01; 0:01]3 et une incertitudeu comprise entre� 0:1 et
0:1. L'ensemble atteignable au bout de 20 pas de temps est pr�esent�e sur la
�gure 4.5. La lenteur de l'algorithme s'explique par le fait que cet automate
hybride change souvent d'�etat discret, op�eration peu favorable �a l'utilisation
des zonotopes, ainsi, apr�es 20 pas de temps, l'algorithme �a consomm�e 152Mo,
et �a engendr�e 145445 zonotopes pour d�ecrire l'ensemble atteignable.

4.3 Syst�eme �a deux r�eservoirs

Le syst�eme �a deux r�eservoirs (�gure 4.6) �a d'abord �et�e pr� esent�e dans [20].
Il s'agit de deux r�eservoirs et deux valves, la premi�ere valvepermet d'ajouter
de l'eau dans le premier r�eservoir, et la deuxi�eme d'en enlever du second
r�eservoir. Il y a aussi une arriv�e d'eau constante dans le premier r�eservoir, et
une fuite dans le second.

Le syst�eme hybride est obtenu par lin�earisation autour d'un point de
fonctionnement. Une strat�egie de commutation ON/OFF permet de rester
autour de ce point. La dynamique discr�ete est donn�ee par l'automate pr�esent�e
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x1

x2

Q0Q1

Q2 QB

4 : on/on1 : o�/o�

x 1 = � 1

x 1 = � 1

x 1 = 1

x 2 = 1

x 2 = 1

x 2 = 0

x 2 = 0

3 : o�/on

2 : on/o�

Fig. 4.6 { Syst�eme �a deux r�eservoirs

sur la �gure 4.6, et la dynamique continue par :

_x = Aqx + bq

avec

A1 =
�

� 1 0
1 0

�
A2 =

�
� 1 0
1 0

�
A3 =

�
� 1 0
1 � 1

�
A4 =

�
� 1 0
1 � 1

�

et

b1 =
�

� 2
0

�
b2 =

�
3
0

�
b3 =

�
� 2
� 5

�
b4 =

�
3

� 5

�

Ce syst�eme admet un cycle limite, dans [11], Girard propose d'ajouter
une perturbation au syst�eme pour tester la robustesse de ce cycle.Cette
perturbation peut mod�eliser les incertitudes sur les caract�eristiques des valves
par exemple. la nouvelle dynamique est donn�ee par :

_x(t) = Aqx(t) + bq + u(t)

aveckuk < � .
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Fig. 4.7 { Ensemble atteignable par le syst�eme �a deux r�eservoirs

Nous avons calcul�e l'ensemble atteignable par ce syst�eme avec� = 0:1
et en partant de [1:5; 2:5] � f 1g dans l'�etat discret 3. La �gure 4.72 montre
que le cycle limite est conserv�e. En rouge, le syst�eme est dans l'�etat discret
3, dans la zone verte, il est dans l'�etat discret 1, et en�n, dans la zone bleue,
il est dans l'�etat discret 2. Le syst�eme revient alors dans l'�etat 3 avec des
variables continues contenues dans l'ensemble initial.

2temps de calcul : 0:, consommation m�emoire : 246ko.



Conclusion - Perspectives

Dans ce rapport nous avons pr�esent�e plusieurs nouveaux algorithmes pour
le calcul de l'ensemble atteignable en un temps �ni par un syst�eme a�ne avec
incertitude. Le r�esultat peut être calcul�e exactement ousur-approch�e de fa�con
optimale par rapport �a la forme de la sur-approximation (hyper-rectangle
ou parall�el�epip�ede), ils sont donc beaucoup plus pr�ecisque les m�ethodes
existantes, victimes de l'e�et d'emballage. Cette a�ranchissement par rapport
�a l'e�et d'emballage leur permet de r�eellement convergerquand on diminue
le pas de temps. Ils sont par ailleurs plus rapides et moins demandeurs en
m�emoire que la plupart des m�ethodes existantes. Mais contrairement �a ces
autres m�ethodes, il ne permet pas de prendre e�cacement en compte les
erreurs dues �a l'utilisation d'une arithm�etique 
ottante . Il ne permet pas non
plus d'�etudier la dynamique de syst�emes d�ependant du temps.Par ailleurs,
l'utilisation des zonotopes rend di�cile l'extension au cashybride, puisque
nous ne disposons pas de m�ethode e�cace pour sur-approximer l'intersection
avec une garde.

Un objectif pour de futurs travaux est donc de trouver des algorithmes
e�caces pour l'intersection.

Il va falloir aussi �etudier les probl�emes li�es �a l'utilisat ion de l'arithm�etique

ottante, ainsi que l'algorithme utilisant des matices creuses, en particulier il
serait int�eressant d'avoir un algorithme e�cace pour la d�ecomposition creuse.

Avant d'inclure ces algorithmes dans un outil de v�eri�cation il va aussi fal-
loir modi�er l'impl�ementation pour utiliser une bilioth�e que d'alg�ebre lin�eaire
e�cace.
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