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Motivation

Comprendre les limites de l'informatique.

* Que veut dire qu’une fonction soit calculable ou qu’un
probleme soit soluble par des algorithmes.

* Existe-il des problemes insolubles par des algorithmes.

* Peut-on avoir des reponses a ces gquestions
iIndependantes :

° du langage de programmation
° de l'ordinateur sur lequel les programmes sont executes
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Plusieurs modeles de calcul

* Mémoire finie : Automates d’états finis, expressions
reguliere.
* Mémoire finie + pile : Automates a pile
* Mémoire infinie :
© Machines de Turing (Alan Turing)
o Systemes de Post (Emil Post)
° Fonctions u-récursives (Kurt Godel, Jacques Herbrand)
o \-Calcul (Alonzo Church, Stephen C. Kleene)

° Logiqgue des combinateurs (Moses Schdnfinkel, Haskell
B. Curry)
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Problemes et Langages

® Quels problemes sont solubles par un programme exécuté
sur un ordinateur?

Il faut preciser :

* |a notion de probleme

° Fonction de IN* — IN ou
° Langage :
* Alphabet : les symboles pour décrire les instances du

probleme
* Le langage qui décrit les instances positives

* |a notion de programme exécute sur un ordinateur :
Machine de Turing
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Exemples de Problemes

* © Entrée: le codage binaire n d'un entier naturel n € IN

© Sortie : n est pair
Formalisation

o ¥»=4{0,1}
o P={ue¥*|dne N -n=uAn=30}.

* || existe un programme avec une memoire fini pour
resoudre ce probleme : P est un langage régulier.
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Exemples de Problemes

* © Entrée: le codage binaire n d'un entier naturel n € IN

© Sortie : n est un nombre premier
Formalisation

o ¥ ={0,1}

°© P={ueX¥X*|3dneIN -n=uAnpremier}.

° |l n’existe pas de programme avec une mémoire fini pour
resoudre ce probleme : P n’est pas regulier.

© Par contre, il existe un programme avec une memoire
Infinie pour résoudre ce probleme.
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Exemples de Problemes

®* © Entrée: une chaine de caracteres 7 représentant un
C-programme 7

© Sortie: 7 S'arréte sur I'entrée 0
Formalisation

o 3] I'alphabet du langage C
o P={me
¥* | w est un programme C et I'exécution de 7 sur 0 s’arréte}

° |l n’existe pas de programme méme avec une memoire
Infinie pour résoudre ce probleme.
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Plan du cours

* Machine de Turing

* Langage décidable

* Langage indécidable

* Langage récursivement énumerable (semi-décidable)
* Théoreme de Rice
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Machines de Turing

Alan Turing inventa cette machine abstraite en 1936 pour définir
la notion de "fonction calculable".

* toute tache exécutée par une machine de Turing MT peut
I'étre sur un ordinateur ... et vice-versa !

* peut simuler n'importe quel automate fini, automates a pile
et méme n’importe quel programme exécutable sur un
ordinateur

* |l existe une MT universelle capable de simuler toutes les
autres MT : programme comme donnée
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Machines de Turing

* Une MT est composée d’'une unité de controle, d’'un ruban
Infini divisé en cases et d’'une téte de lecture/ écriture.

al al b

* en fonction de ce qu’elle lit sur la case courante et de son
état courant (conformément a sa relation de transition 9),
elle

1. écrit un symbole sur sa case courante

2. déplace la téte de lecture/ écriture d’'une case (a droite,
a gauche)

3. change d’état.
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Machines de Turing

Une Machine de Turing M est donnée par

(Q727F757QO7F> ou :

* () est un ensemble fini d’états.

* 3 est I'alphabet (fini) d’entrée

* I' est I'alphabet (fini) du ruban, tel que > C T

* §:QxI' - Q xT x{G,D,I} estlafonction de transition.
* qo est I'état initial.

* ' C @ estl'ensemble des états accepteurs.

* On suppose gu’aucune transition n’est definie dans les
états accepteurs.

* On considere un symbole B € T" \ X particulier dit blanc.
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Configuration

Une configuration de P est un élément (u,q,v) € I'* x ¥ x I'* ou

* ¢ est I'état courant.

* y estle mot qui est a gauche de la téte de lecture/ ecriture.

* p estle mot qui est a droite de la téte de lecture/ écriture.

a

a

b

est représentée par (a, q, ad)
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Relation de Transition

La machine M réalise une transition d’'une configuration (u, ¢, v)
vers une configuration (v', ¢’,v’), noté

(u7 Q7 'U) — (u,7 qu /U,)7
sl une des conditions suivantes est satisfaite :
* v=av", d(q,a) = (¢',b,G) etu = u'c, v = cbv”

* v=av”, d(q,a) = (¢',b,d) etu' = ub, v ="
°* §(q,a) =(¢,b,1)etu =u, v ="
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Langage reconnu

* Une configuration initiale est de la forme (e, qo, u).
* Une configuration finale est de la forme (u, q,v) avec q € F.
* Un mot u est accepté par M, s’il existe g € F' avec :

(67 qo, ’LL) —" (’U,/, q, U/)'
° Le Iangage reconnu par M est

L(M)=A{u|3qe F-(cqo,u) =" (u,qv")}.
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Exemple

Le langage L = {a'b* | i > 0} est reconnu par la Machine de
Turing définie par M = (Q, >,1',6, qo, B, F) ou :

¢ Q — {QO7Q17QQ7(]37Q4}-
°* ¥ ={a,b}.
e T ={a,b X,Y,B).

0(qo, a) = (q1, X, D) 6(qo, b) = (q2,Y,G) d(q1, a) = (q1,a,D)
0(q1, b) = (q2,Y,G) d(q1, Y) = (q1,Y, D) (g2, a) = (92,a,G)
5((]27 X) — (QO,X, D) 5((]27 Y) — (QQ7Y7 G) 5((]37 ) (Q37Y7 D)
5(Q37 B) — (Q47B7D)

* qo est I'état initial.
° F={q4}
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Exemple (2)

Le langage { a"b"c"

: n > 1} estreconnu par la Machine de
Turing définie par M = (Q,>,T',6,qo, B, F') ou :
Q = {9, @1, 92, g3, 94, 45, g6}, X = {a, b, c},

I'=Aa, b c, X,Y, Z, B}, FF={qs}, et 6 est définit par

5(QO7 CL) (Q17X7 D)
5(Q17 b) — (QQ,Y, D)
5((]27 C) — (Q3727 G)
0(gq3, y) = (g3,Y, G)
0(q0, y) = (¢4,Y, D)
5(Q57 Z) — (Q5,Z, D)

— (Q17a7D)
— (Q27b7D)
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Exécution

Une exécution de la machine, qui permet d’accepter le mot
aabbcc,.

qgoaabbcc — xqi1abbcc — xaqibbcc — raygasbecec — raybgace —
rayqzbzc —

raqsybzc — xqzaybzc — qzxraybzc — rqoaybzc — rxrqiybzc —
rxxyqibrc —

TXYYqazC — TXYYZGq2C — TXYYqG3zz — TXYq3Yzz — Txq3yyzz —
Tq3TYY22 —

TTQYYZZ — TTYGUYZZ — TTYYG4ZZ — TIYYZq52 —

rxyyzz2qsB — xxyyz2BggB.
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Un langage de programmation simple

On présente un langage de programmation simple qui nous
permet de déecrire des machines de Turing de maniere plus
structuree sous forme de programme impératif.

bexp ::= R = S | —bexp | bexp; A bexps | bexp; V bexps

bexp expression booléenne, R la seule variable, S € I" un
symbole de I'alphabet du ruban.

P:= R:=S|D|G|P;P|bexpr> P | (bexp> P)*
PP, | STOP | /
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Sémantique

Configuration : (u, P, v).
On définit la relation de transition

(u, P,v) — (u/, P,v").

* (u,R:=S5,5v) — (u,+/,Sv')
* (u, D, Sv) — (uS,+/, )
* (uS,G,v) — (u,/, Sv)
(u, P1,v) — (u', P[,v") P| # /,STOP
¢ (U7P15P27U) — (UI7P113P27U/)
(U,Pl,?)) — (ulvpllvvl) Pll — \/
*  (u, P P,v) — (W, P, 0)

(u, P1,v) — (u', P[,v") P{ = STOP
° (u, P1; Py,v) — (v, STOP,v')
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Sémantique - Il

* (u,bexp > P, Sv) — (u, P, Sv), Si bexp[S/R] est vrai

* (u,(bexp > P)*, Sv) — (u, P; (bexp > P)*, Sv), Si bexp|S/R]
est vral

* (u, (bexp > P)*, Sv) — (u,+/, Sv), si bexp[S/R] n'est pas vrai
* (u, P|P,v) — (u, P1,v)
* (u, P|P,v) — (u, P2,v)

Un mot u est accepté par P, Si
(€, P,u) —~ (u’, Vs v’)

Le langage L(P) reconnu par une programme P est 'ensemble

des mots acceptés par ce programme.
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Des programmes vers les MT

Nous présentons sans trop donner de détail une fonction qui
associe a chaque programme P de notre langage simple une
MT T'(P) qui reconnait le méme langage.
SoitI' = {al, e ,an}.
T(R :=S) est la machine

al/S/I

a,/S/1
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Des programmes vers les MT - |l

T(D) est la machine T(G) est la machine
al/al/D al/al/G
an/an/D an/an/G
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Des programmes vers les MT - |l

T(Py; P») est la composition des machine T'(P;) et T'(P)

-

W

O
Q

~

T(Pr)

-

> O

\

T(P2)
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Des programmes vers les MT - |l

T(Py; P») est la composition des machine T'(P;) et T'(P)

( ) ( )
@
O (y > O
®
\_ J 9 D
T(Pr) T(Py)
O e 0
G
g J L )
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Des programmes vers les MT - |l

Etant une expression booléenne bexp, soit S(bexp) I'ensemble

des symboles S de I' qui tels que bexp[S/R| est vrai.
Alors, T'(bexp > P) est la machine suivaye ou

S(bexp) = {b1,--- ,bx}.
T(P)

b1/b1/1 4

R 5 O

br /bk /1
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Des programmes vers les MT -V

T ((bexp > P)*) est la machine suivaye ou S(bexp) = {b1,--- , b}
etI'\ {by, - ,bx} ={c1,- - ,cm}-
—/ = /1

b1/b1/1 [ \/\

o
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Des programmes vers les MT - VI

T(P,|P,) estla machine Traductions de STOP et
T(Py)

v
O O ©

b g STOP v

t/‘r/»@

T(P2)

—/ — /I
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Les sorties possibles d’'une machine de Turing

Soit M une machine de Turing.

On dit que M s’arréte pour I'entréee u € ¥*, s’ll existe une
configuration (v, ¢, w) telle que (e, qo,u) —* (v, q,aw) et i(q, a)
n'est pas definit.

C.a.d. M atteint une configuration ou aucune transition n’est
possible.

Pour une entree u, M peut :

1. s’'arréter dans un état accepteur
2. Ss’arréter dans un état qui n’est pas accepteur
3. ne jamais s’arréter.
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Langage recursif

Definition Un langage L C X* est recursif, s’il existe une
machine de Turing M telle que :

1. L(M) = L et
2. M s’arréte pour tout mot dans X*.

On dit que L est décidé par M.
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Langage récursivement énumeérable

Definition Un langage L C X* est recursivement enumérable
(r.e.), s'il existe une machine de Turing M telle que L(M) = L.
O]

Autrement dit, L est reconnaissable par une machine de Turing.
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Liens entre récursifs et récursivement énumerables

Théoreme

* Un langage L est déecidable ssi son complément L° est
decidabile.

* Un langage L est déecidable ssi L et son complément L¢
sont réecursivement énumérable.
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Liens entre récursifs et récursivement énumerables

Théoreme
* Un langage L est déecidable ssi son complément L° est
decidabile.

* Un langage L est déecidable ssi L et son complément L¢
sont récursivement énumérable.

Preuve

1. Si L est décide par une MT M alors L€ est déecide par la MT
M’ obtenue a partir de M en inversant les états accépteurs

et non-accepteurs.
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Liens entre récursifs et récursivement énumerables

Théoreme

* Un langage L est déecidable ssi son complément L° est
decidabile.

* Un langage L est déecidable ssi L et son complément L¢
sont récursivement énumérable.

Preuve

1. Si L est décide par une MT M alors L€ est déecide par la MT
M’ obtenue a partir de M en inversant les états accépteurs
et non-accepteurs.

2. Si L est decidé par une MT M alors L est reconnu par M et
L¢ est reconnu par M.

[
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Machine de Turing a plusieurs rubans

°* Une MT a k rubans, avec k£ > 1, est composee d’'une unité
de contrdle, de k£ rubans infinis divisé en cases, de k tétes

de lecture/ écriture.
Chaque rubans a sa propre téte de lecture.

* en fonction de ce qu’elle lit sur les k cases courantes et de
son état courant (conformément a sa relation de transition

0), elle
1. écrit un symbole sur la case courante de chaque ruban

2. déplace chacune des tétes de lecture/ écriture d’une
case (a droite, a gauche)

3. change d’état.
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Equivalence entre Machines a 1-ruban et plusieurs

rubans

Théoreme Tout langage reconnu (déciidié) par une machine de
Turing a plusieurs rubans est récursivement énumerable
(décidable).
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Machine de Turing a semi-ruban

al bbb |al albd
q
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Equivalence entre Machine de Turing et Machine de

Turing a semi-ruban

Théoreme Tout langage réecursivement énumérable (décidable)
est reconnaissable (décidable) par une machine de Turing a
semi-ruban.
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Equivalence entre Machine de Turing et Machine de

Turing a semi-ruban

_T_
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Equivalence entre Machine de Turing et Machine de

Turing a semi-ruban

_T_
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Equivalence entre Machine de Turing et Machine de

Turing a semi-ruban
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Equivalence entre Machine de Turing et Machine de

Turing a semi-ruban
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Equivalence entre Machine de Turing et Machine de

Turing a semi-ruban

I|
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Equivalence entre Machine de Turing et Machine de

Turing a semi-ruban
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Equivalence entre Machine de Turing et Machine de

Turing a semi-ruban

I|
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MT et Automates a 2 piles

Théoreme Tout langage récursivement énumeérable (décidable)
est reconnaissable (décidable) par un automates a 2 piles et
Inversement.
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Modeles équivalents

* La définition des machines de Turing peut étre modifiée
sans changer leur pouvoir de reconnaissance :

1. il peut y avoir plusieurs rubans
2. le(s) ruban(s) peuvent étre semi-infinis

3. la téte de lecture/écriture peut ou ne peut pas rester
stationnaire

4. on peut écrire ou non le symbole blanc
5. la fonction de transition peut étre deterministe ou pas
* a vouloir améliorer les MT, on retombe toujours sur des

machines reconnaissant la méme classe de langages: elles
semblent englober toute idée de procedure effective
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Machine a compteurs

* Un ruban en lécture seulement sur lequel se trouve le mot
d’entrée.

* Des variables x1,--- , z, qui prennent des valeurs dans IV.

* Les instructions: d est une direction dans {G, D, I }.
°l:x:=x+1{lire a, d} goto ¢
°© ¢:x:=x—1{lire ad} goto ¢
o if z = 0then goto ¢ else goto ¢”.
° Un label fin

° Configuration initiale donnée par un label ¢;, le pointeur
sur mot d’entrée et les variables initialisees a 0.

© On accepte le mot d’entrée si on atteint le label fin.
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MT et Machine a compteurs

Théoreme

1. Tout langage récursivement enumerable (decidable) est
reconnaissable (décidable) par une machine a 2 compteurs,
et inversement.

2. Un langage reconnu (décidé) par une machine a n
compteurs est reconnu (decidé) une machine a 2
compteurs.

Preuve

1. Une machine a 2 piles avec I' = {0, 1} peut étre simulée par
une machine a 2 compteurs . empiler 0 = 2x; empiler 1 =

2x+1; dépiler 0 = Z; dépiler 1 = 21,

2. Godelisation.
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These de Church-Turing

* These de Church-Turing: Les fonctions calculables par une
procedure effective le sont par une machine de Turing.

* adopter cette these, c’est choisir une modélisation du
concept de procedure effective; il 'y a pas de
déemonstration, ce n’est pas un theoreme

* |a théorie de la calculabilité se fonde sur cette these; elle
permet aussi de montrer I'existence de fonctions non
calculables, par un simple argument de diagonalisation
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La non-décidabilité

* Existence de problemes indécidable.
* Technique de la réduction pour montrer I'indecidabilité.
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Correspondance entre probleme et langage

Un probleme est représenté par 'ensemble de ces instance
positives.
Definition
* La classe de décidabilité R est I'ensemble des langages
recursifs.

* La classe de décidabilité RE est 'ensemble des langages
recursivement enumerables.

* La classe de décidabilité co-RE est I'ensemble des langages
dont le complément est récursivement énumeérables.

[
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Liens entre les classe

Lemme La classe R estincluse dans la classe RE (R C RE). O
Lemme La classe R est incluse dans la classe co-RE
(R C co-RE). ]

Lemme Un langage et son complement sont dans RE ssi il est

dans R (RE N co-RE = R). O
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Propriétés de fermeture

Les classes est R, RE et co-RE sont fermees pat:
* Intersection.
* Union.
* Concatenation.
* Kleene star (L*).
* Homomorphisme et inverse homomorphisme.
La classe R est en plus fermée par I'opération du complément.

Lemme Le complément d’un langage dans R est dans R. [
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Fonctions calculable

Soit f : of x -+ x X¥ — 3 une fonction.
On définit

sur l'alphabet {#}UJ2; X, UuX ot # ¢ |J,—; X UX.
Definition f est calculable, si L; € R.
f est semi-calculable, si L, € RE. [
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Concaténation d'une fonction et d’'une machine

Soit f: X7 x --- x ¥* — ¥ une fonction calculable.
On peut définir la concaténation, f; M, de f et d'une machine
de Turing M sur >* comme la machine qui:

1. prend en entree ui# - - - #uy,
2. utilise la machine de L pour trouver u tel que

f(’LLl,"' ,’LLn) = U.
3. Lance M sur u et repond la méme chose que M si celle-ci
s'arréte.

Si f est totale alors la machine f; M ne s’arréte pas uniguement

si M ne s’arréte pas.
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Equipotence

* Soient A et B deux ensembles. A et B sont equipotents ssi
Il existe une bijection de A vers B.

° Onnote: A~ B.

* ’ensemble A est appelé dénombrable ssi IV ~ A.

Par exemple, IN? est dénombrable. Mais P(IN) ne I'est pas.
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Diagonalisation

L'idée de la preuve de Cantor que P(IV) n'est pas diagonsable.
Supposons au contraire que P(IN) lI'est. Soit f : IN — P(IN)

une bijection.

0]1/2]3]|4
FO)|0|1]1|0]0
F)[1/1]01]1
F2)1oloj1|0]0
F3)|1/1]1|0]0
f@lil1]olofo

Soit D ={i e IN|iée f(i)},
donc les ¢ avec 1 sur la di-
agonale. Soit D le complé-
ment: D={ic€ IN|i¢& f(i)}.
Comme D' € P(IN), il existe
ig avec f(ig) = D’.

Or, ig € f(ig) SSi ig € D’ sSi

io € f(o).
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Théoreme de Cantor

Théoreme:
°* P(IN) n'est pas denombrable.
* P(A) et A ne sont pas equipotents.
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Théoreme de Cantor

Théoreme:
* P(IN) n'est pas denombrable.
°* P(A) et A ne sont pas equipotents.
Preuve
* Déemontrons que A et P(A) ne sont pas éequipotents.

* || faut donc montrer qu’il N’y a pas de bijection entre A et
P(A).

| — |

L
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Théoreme de Cantor

Theoreme:
°* P(IN) n'est pas déenombrable.
°* P(A) et A ne sont pas equipotents.
Preuve
e SoitX={xcA|z& f(x)}. Donc X C Aet X € P(A).
* A cause de la surjection de f, il existe x( tel que f(xp) = X
* Maintenant deux cas :
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Théoreme de Cantor

Theoreme:
°* P(IN) n'est pas déenombrable.
°* P(A) et A ne sont pas equipotents.
Preuve
e SoitX={xcA|z& f(x)}. Donc X C Aet X € P(A).
* A cause de la surjection de f, il existe x( tel que f(xp) = X

* Maintenant deux cas :
1. g € X
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Théoreme de Cantor

Theoreme:
°* P(IN) n'est pas déenombrable.
°* P(A) et A ne sont pas equipotents.
Preuve
e SoitX={xcA|z& f(x)}. Donc X C Aet X € P(A).
* A cause de la surjection de f, il existe x( tel que f(xp) = X

* Maintenant deux cas :
1. xp € X = x9 ¢ (f(x9) = X) contradiction.
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Théoreme de Cantor

Theoreme:
°* P(IN) n'est pas déenombrable.
°* P(A) et A ne sont pas equipotents.
Preuve
e SoitX={xcA|z& f(x)}. Donc X C Aet X € P(A).
* A cause de la surjection de f, il existe x( tel que f(xp) = X

* Maintenant deux cas :
1. xp € X = x9 ¢ (f(x9) = X) contradiction.
2. L0 Q X
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Théoreme de Cantor

Theoreme:
°* P(IN) n'est pas déenombrable.
°* P(A) et A ne sont pas equipotents.
Preuve
e SoitX={xcA|z& f(x)}. Donc X C Aet X € P(A).
* A cause de la surjection de f, il existe x( tel que f(xp) = X

* Maintenant deux cas :
1. xp € X = x9 ¢ (f(x9) = X) contradiction.
2. o € X = x9 € f(x0)
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Théoreme de Cantor

Theoreme:
°* P(IN) n'est pas déenombrable.
°* P(A) et A ne sont pas equipotents.
Preuve
e SoitX={xcA|z& f(x)}. Donc X C Aet X € P(A).
* A cause de la surjection de f, il existe x( tel que f(xp) = X

* Maintenant deux cas :
1. xp € X = x9 ¢ (f(x9) = X) contradiction.
2. 1o ¢ X = xg € f(xg) = z¢ € X contradiction.
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L'ensemble des MT est dénombrable

Soient X = {0,1} etI' ={0,1, B}.

* ['ensemble des mots sur X est dénombrable.

* ’ensemble des machines de Turing avec alphabet d’entrée
Y. et alphabet de ruban I' est denombrable.

Une machine de Turing peut-étre codee comme un mot dans
> ={0,1}. Dans la suite M dénote ce codage. De la méme
maniere un mot v € X* peut étre codé comme un mot dans

>, ={0,1}.
Dans la suite on dénote par M; la machine d'indice ¢ € IN et par

w; le mot d’'indice ¢ € IN.
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Un probleme indécidable

Soit K = {wi e X | w; € L(MZ)}

Théoreme Lensemble (probleme) K est indécidable, i.e.,

K ¢ R.

Preuve On considére I'ensemble K = {w; | w; € L(M;)}.

On va montrer que K n’est pas dans RE.

Supposons le contraire. Alors, il existe une machine de Turing
d’indice i telle que L(M;, ) = K. Mais alors on a la contradiction
suivante : w;, € L(M;,) ssiw;, € K ssiw;, € L(M;,).

Donc K n’est pas dans RE. Par conséquent, K n’est pas dans
R. O
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Technigue de la réduction

Soit P; et P, deux problemes (langages). Soient >J; et X5 les
alphabets de P; et Ps.

Réduire P; a P, consiste a montrer I'existence d’'une fonction
totale et calculable de X7 vers X5 telle que

u € Py SSi f(u) e bPs.

: >3

)
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Reduction

Si on peut reduire P; a P, alors on peut conclure :

* Si P, n'est pas dans R alors P, n’est pas dans R. Pareil pour
RE.

* S| P, est dans R alors P1 est dans R.

En effet, supposons que la machine M décide P,. Alors, la ma-

chine f; M décide P;. Parell, si P, € RE.
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Le langage universel

Le langage universel est :
LU = {M#w | we L(M)}

Théoreme LU € RE\R.
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Le langage universel

Preuve LU ¢ R: soit f la fonction qui a w associe le mot
M,;#w; tel que 7 est I'indice de w, c.a.d. w; = w. Alors f est
totale etona w € K ssi f(w) € LU. En plus

Ly = {w#M;#w; | f(w) = M;#w;} € R. En effet, la machine
suivante décide L:

1. Entrée: u.
2. Sl u n'est pas de la forme u; #us#ug, Ne pas accepter.

3. Sinon, chercher ¢ € IN tel que :u; = w;. Ceci peut étre fait
de la maniere suivante : on commence avec et ;s = (0 et on
Incremente ¢ de 1 tant que w; # u;. Le test w; # u; est
clairement décidable.

4. Déterminer M,;.
5. Veérifier uo = M; N uz = uy.
LU € RE : en utilisant la mchinelle universelle. ]
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Pobleme de l'arrét

Le probleme
H = {M#w | M s’arréte sur w}

Théoreme H € RE\R.
Preuve H ¢ R:
f(M#w) = M'#w ou M’ est la machine suivante :

1. Entrée: u.
2. Exécuter M sur w.
3.

Si M s'arréte dans un état non-acceteur, alors entrer dans
une boucle infinie.

Ona: M#w € LU ssi f(M#w) € H, f est totale et calculable.
H € RE: en utilisant la machine universelle et en allant dans un
état accepteur quand I'excution de M termine. O
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Théoreme de Rice

Soit ¥ ={0,1}.
Une propriété non-triviale sur les machines de Turing est un
sous-ensemble P C X* tel que :

1. Pout toutes machines M et N :
L(M)=L(N)=|[Me P& N € P].

2. Il existe Mo, My : My € P et M; Q/P
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Théoreme de Rice

Théoreme [Rice] Si P est une propriété non-triviale sur le
machine de Turing alors P € R :

P={M|MeP}¢R
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Théoreme de Rice : Preuve

La preuve est par réeduction de H sur P. Supposons que P
satisfait la proprieté suivante: pour toute MT M,

L(M)=0= M ¢ P. Sinon on montre que X*\ P ¢ R.

Soit My une machine telle que M, € P. Soit f la fonction telle
que : f(M#w) est une machine de Turing avec

HU ) = { g(MO)fz:nj\(fn#w -

Alors, M#w € H ssi f(M#w) € P et f est totale. La machine
f(M+u) se comporte de la maniere suivante:

Sauvegarder I'entree v dans un deuxieme ruban.

1.
2. Exécuter M sur w.
3.

Si M s’arréte, alors executer M, sur « et répondre la méme
chose.
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Exemples

{M | M contient 5 éetats}.

{M | M n’a aucun état accepteur }.
{M | L(M) = 0*1*}.

(M [ |L(M)| =2 0}.

{M | L(M) est infini}.

SRR COR DR =
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Exemples

S RGO D

{M
{M
{M
{M
{M
{M
{M
{M

L(M) C Lo} pour un langage fixé L.

L(M) D Lo} pour un langage fixé L.

L(M) = Lo} pour un langage fixé Ly € RE.

L(M) # Lo} pour un langage fixé Ly € RE.

L(M) = Lo} pour un langage fixé Ly € co-RE.

L(M) # Lo} pour un langage fixé Ly € co-RE.
L(M) = Lo}.

Vu € L(M) |u] <k}, pour k € IN (fixé).

{M#0* |k € IN A Yu € L(M) |u|] < k}.

Modeles de Calcul|Start —

p.63/8



Induction
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Techniques de preuves

* Tiers exclu.

* Preuve par contradiction.
* Preuve par contraposition.
* Preuve par récurrence.

* Preuve par induction complete :
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Techniques de preuves

* Tiers exclu.

* Preuve par contradiction.
* Preuve par contraposition.
* Preuve par récurrence.

* Preuve par induction complete :

Pour montrer Vn € IN - P(n) par induction complete, il faut
montrer:

(Yn € IN) - [(¥m < n - P(m)) = P(n)].
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Exemple

Essayons de montrer la propriété P(n) suivante :

VneIN -n>8=3dke INIt' € IN-n = 3k + 5k’.
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Exemple

Essayons de montrer la propriété P(n) suivante :
VneIN -n>8=3kc INIK € IN -n = 3k + 5k’

On distingue 5 cas :
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Exemple

Essayons de montrer la propriété P(n) suivante :
VneIN -n>8=3kc INIK € IN -n = 3k + 5k’

On distingue 5 cas :
1. n < 8: trivial.

Modeles de Calcul|Start — p.66/8



Exemple

Essayons de montrer la propriété P(n) suivante :
VneIN -n>8=3kc INIK € IN -n = 3k + 5k’

On distingue 5 cas :
1. n < 8: trivial.
2. n=238.onposek=FK =1.
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Exemple

Essayons de montrer la propriété P(n) suivante :
VneIN -n>8=3kc INIK € IN -n = 3k + 5k’

On distingue 5 cas :
1. n < 8: trivial.
2. n=8.onpose k=F =1.
3. n=9:onposek=3etk’ =0.
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Exemple

Essayons de montrer la propriété P(n) suivante :
VneIN -n>8=3kc INIK € IN -n = 3k + 5k’

On distingue 5 cas :
1. n < 8: trivial.
2. n=238.onposek=FK =1.
3. n=9:onposek=3etk’ =0.
4. n=10:0npose k=0etk' =2,
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Exemple

Essayons de montrer la propriété P(n) suivante :
VneIN -n>8=3kc INIK € IN -n = 3k + 5k’

On distingue 5 cas :

1. n < 8: trivial.
n =8 onpose k=F =1.
n=9:0nposek=3etk =0.
n =10: onpose k =0 et k' = 2.

n > 11: Soitn > 11 tel que Vm < n - P(m). Alors, on a
P(n—3). Commen — 3 > 8, ilexiste k € IN et k' € IN tels
que n — 3 = 3k + 5k’. Alors, n = 3(k + 1) + 5k'.

S R
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Fonctions Continues

Soit U un ensemble non-vide gue nous appellons univers
Soit F': P(U) — P(U) une fonction.
On dit que F' est C-monotone ssi

VA, BeP(U)-AC B= F(A) C F(B).
On dit que F' est continue, si les deux conditions suivantes sont
satisfaites:

1. F' est monotone

2. Pour toute chaine (X;);cv avec X; C X,.1, pout tout : € IV,
on a

F(J x:) = | F(xa).

1€IN 1€IN
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Exemples

Soit U = IN.
° Lidentité sur P(IV) est continue.
* Toute fonction constante est continue.
* La fonction qui a X lui associe IV \ X n’est pas monotone.

* Soit F': P(IN) — P(IN) définie par:

0 :si X est fini
X; sinon

F(X) = {

Alors F' n’est pas continue.
En effet, Soit X; = {j € IV | j <}, pouri € IN. Alors, (X;);cmv
est une chaine et on a

| J F(xi) =0 mais F(| | X;) = F(IN) = IN.
1€IN 1€ IN
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Définition Equationnelle

Soit F: P(U) — P(U). Alors
X = F(X)

définit un ensemble E qui est la plus petite solution de cette
équation.

Mais une telle équation a-t-elle toujours une solution? et une plus

petite?
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Théoreme de Kleene

On définit FO(X) = X et F*71(X) = F(F*(X)), pour tout i € IN.
Théoreme : (Kleene)
Soit F': P(U) — P(U) une fonction continue.

Alors
J F0)
icIN
est la plus petite solution dans P(U) de I'équation X = F'(X).

En d’autres mots |, F*(0) est le plus petit point-fixe de F.
Remarques: F' peut avoir plusieurs point-fixes.
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Preuve du Théoreme de Kleene

On montre que | J, v F*(0) est la plus petite solution de
X = F(X).
Montrons que c’est une solution:

F(lJF®) =] FE®)=JF®=0ul JF©) =] F®.

1€IN 1€IN 121 1>1 1€IN
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Preuve du Théoreme de Kleene

On montre que | J, v F*(0) est la plus petite solution de
X = F(X).

Montrons | J,. v F*(0) est la plus petite solution.

Soit Y une solution. On montre par récurrence sur .

F' () CY.

* Base de la récurrence: i = 0. Alors, F*()) =0 C Y.

* Récurrence: Supposons F*()) C Y. On montre
F?H—l(@) C Y.
Commme F*(()) C Y, par monotonie de F', on a

F(0) = F(F'(@)) € F(Y).

Donc, F*T1(() C Y.
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Preuve par Fermeture

Pour montrer

| Fl@oycrp

1€IN

Il suffit de montrer que P est ferme par F' c.a.d.

F(P)=P
Exercice: Montrer gu’il suffit de montrer:

F(P)CP
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Définition inductive

(cf. INF121)
Pour définir 'ensemble A C U inductivement, on donne :

1. une base : unensemble B C U
2. des régles d’'induction : une fonction f : U — P(U).

Qu’avons nous définit?
A la définition inductive (B, f) on associe la fonction

F:PU)— PU) telle que:

X—BUuXuU (] f(z)
rxeX

On montre que F' est continue. Donc elle a un plus petit point-

fixe. C'est ce que définit £ = (B, f).
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Exemple

On définit Pair C IN inductivement de la maniere suivante :
1. Base: B = {0}.
2. Induction : f: IN — P(IN) telle que f(n) = {2 xn,n + 2}.

On montre Pair = {2k | k € IN}.
Pour montrer Pair C {2k | k € IN}, il suffit de montrer que

F({2k | ke IN}) ={2k | ke IN}.
C.a.d.

BUA{2%2k,2k+2 | ke IN} C{2k | ke IN}.
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Principe de Preuve par Induction

Soit F': P(U) — P(U) telle que:

X—BUXU U f(x).
reX
Alors, pour montrer F'(P) = P, il suffit de montrer:
* BC Pet
*VreP-f(x) CP
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Preuve par induction

On montre
Pair C{2k |k € IN}

Preuve par induction :
1. Casdebase: 0=2x0¢€ {2k | k€ IN}.

2. Pas d’induction : On montre que 2xn € {2k | k € IN} et
n+2¢e{2k| ke IN}ensupposantn € {2k | k € IN}.
C’est trivial pour 2 x n. Pour n 4+ 2, on sait qu’il existe k € IV
telque n =2k. Doncona:n+2=2k+2=2(k+1).
Commek+1eIN,onan+2¢e€ {2k | ke IN}.
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Retour a 'exemple Pair

Il nous reste a montrer
{2k | k € IN} C Pair
On montre : Vk € IN - 2k € Pair par recurrence sur k.

® Base: k=0. Alors, 2x0 =0 & Pair.

* Pas de recurrence : Soit k£ € IN tel que 2k € Pair. |l faut
montrer 2(k + 1) € Pair.
Ona2(k+1)=2k+ 2. Comme 2k € Pair, on a, par les
regles d’induction, 2k + 2 € Pair.
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Exemple : Factoriel

On définit I'ensemble Fact C IN? inductivement :

°* Base: (0,1) € Fact.

* Regles d’'induction: f(n,m)={(n+1,m(n+1))}.
On montre que Fact est le graphe de la fonction factoriel.

Démonstration au tableau.
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Définition inductive: une généralisation simple

Nous avons vu gu’une définition inductive (ou on dit aussi
schema inductif) est donné par une paire (B, f) avec B C U et

f:U—PU).
Il est facile et utile de généraliser cette définition telle que

f:U"— PU) avecn € IN.

A la définition inductive (B, f) on associe la fonction
F:PU)— PU) telle que:

X—Buxu |/ [
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Principe de preuve par induction

Soit A un ensemble défini inductivement par (B, f). Pour
montrer

Va € A- P(a) ou P est une proprieté
Il suffit de montrer :

1. Cas de base : pourtoutb € B, on a P(b).
2. Pas d’induction : pour toute regle d’induction on a

Vai, -+, an Vb€ f(ar, - ,an) - Pla1) A+ Plan) = P(b)
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Techniques de preuves

Pour resumer les techniques de preuve vues en cours sont :
* Tiers exclu.
* Preuve par contradiction.
* Preuve par contraposition.
* Preuve par recurrence.
* Preuve par induction complete.
* Preuve par induction.
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