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CHAPITRE 1

Introduction

1.1 Motivations

Le contexte global dans lequel s'inscrit ce travail de ¢hest celui des applications mul-
timédia embarquées. Ce type d’'application est carnaétgrar deux exigences qui sont par nature
contradictoires. Tout d’'abord, les applications multitiaéréalisent des traitements algorithmiques
trés lourds, en terme de consommation mémoire et surteytuissance de calcul. Pour obtenir
une implémentation efficace dans le contexte embarqu@ddiculier limité en ressources), il est
nécessaire d'utiliser des plates-formes complexes [d@élérations matérielles, architectures pa-
ralleles, caches, etc...), ainsi que des algorithmediggets capables de s’adapter en fonction des
données d’entrée. Ceci conduit a une tres faible ptélilité du comportement de I'application,
notamment vis-a-vis des durées d’exécution. La secqadtcularité des applications multimédia
concerne leur caractere temps-réel. En effet, le traterdes flux multimédia impose un tempo qui
doit étre respecté afin de conserver une qualité de sesaiisfaisante [26, 14]. Réaliser des systemes
gui respectent des contraintes temps-réel lorsque tiiteee sur les durées d’exécution est grande et
gue le systeme se doit d'étre efficace constitue un rédlestge.

Dans le monde industriel, la pratique actuelle est de paittin logiciel générique existant, et de
I'adapter a la main a la plate-forme d’exécution. Engyé@ih le code applicatif spécifique et la plate-
forme sont développés en paralléle. Les problemesdiétemps-réel sont donc traités de maniére
ad hoc, de sorte que la majeure partie du temps de dévelgmpest consacrée a la validation et au
débogage.
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La solution que nous proposons est basée sur une adapdgtiamique de I'application. Celle-

ci s’appuie sur un modele de type flot de donnée et sur llwbsen en temps-réel de I'état du
systeme. Il s'agit d’'une approche outil dans laquelle nchesrchons a rendre le code applicatif le
plus générique possible. La bonne adéquation entrede applicatif et la plate-forme, ainsi que la
gestion des contraintes temps-réel, ne sont plus esatida main mais sont confiés a un ensemble
d'outils. Lintérét de ce travail est double. Non seularné permet de concevoir des applications
plus robustes, en abordant les problemes de temps direstexu coeur de notre méthodologie, mais
il permet également de développer des applications @ooabdle est réutilisable sur de nombreuses
plates-formes.

1.1.1 Applications multim édia

Les progres du matériel électronique et informatiqueeke quinze dernieres années permettent
aujourd’hui de réaliser des traitements de plus en plusptexas, sur des quantités d’informations
ne faisant que s'accroitrent. Ces progres technologiaquet permis I'essor des applications mul-
timédia, c’est-a-dire des applications utilisées pstocker, générer, modifier, transmettre ou encore
restituer differents médias simultanément. Les n&d@ncernés peuvent étre aussi bien des images
fixes, du son, de la vidéo ou encore une interface hommeinm@dhteractive. Les techniques de
stockage et de transmission ont elles aussi connu deseggragnsidérables a la fin des années 90,
avec le développement de la compression dédiée a lémiagson et la vidéo. Ces techniques as-
surent un compromis idéal entre la qualité d’enregistrendu média et la quantité d’informations
— nombre de bits — qu’il requiert pour son stockage ou sa négmon. Cependant, cette optimi-
sation de l'information se fait au prix de traitements imhatiques trés lourds, tant pour I'encodage
que pour la modification ou encore la restitution du médimmessé. L'encodage d’'un flux mul-
timédia a une durée d’exécution tres variable en famctles données. Ceci est due a I'utilisation
d’'algorithmes intelligents, capables d’'assurer un comisddéal entre la qualité de I'encodage et
sa durée d’exécution. L'utilisation d’heuristiquestént en effet de tester exhaustivement toutes les
possibilités d’encodage. Cette adaptation de I'appboaaux données d’entrée permet de réduire la
durées d'exécution moyenne, mais a tendance a reng@itation moins prédictible.

t
v/ ot Y/
-
t/=t+d

Environnement Application

FiG. 1.1: Interaction entre I'application et son environnement é@xtion.
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La seconde caractéristique des traitements multiméutiaerne leur aspect temps-réel. Une ap-
plication est dite temps-réel si la validité de sa régofase a un stimulus dépend non seulement du
contenu de cette réponse, mais aussi de la date a laglielesedélivrée. Pour prendre un exemple
volontairement caricatural, un indicateur d’altitude slam avion ne peut pas étre considéré comme
correct s'il existe un laps de temps d’'une minute entre laungesle I'altitude et son affichage,
méme si l'altitude est mesurée avec une trés grandeaspygc Une application est dite temps-réel
si sa réactivité face a son environnement d'exécutierifie certaines propriétés. Ces propriétés ca-
ractérisent la bonne adéquation entre la vitesse delicgion et celle de I'environnement. Ce dernier
inclut aussi bien I'utilisateur que tout autre systemergaraction avec I'application. Les exigences
temps-réel peuvent prendre des formes tres diversepoSaps qu’un stimulus soit produit par I'en-
vironnement a la date(voir figure 1.1), et que la réponse du systeme a ce stisrgit délivré a la
datet’ =t + 9, avecd > 0. Une exigence temps-réel de la forme> 3, ou D > 0 est une constante,
est appeléécheance Il s’agit du type de contrainte le plus utilisé dans le dorealu temps-réel.

Concernant les applications multimédia, les contraitéesps-réel proviennent aussi bien des
exigences de réactivité par rapport a I'utilisateue ges flux multimédias eux-mémes, comme le son
ou la vidéo qui sont par nature temporisés. En effet, @ugience vidéo comportant des problemes
de synchronisation entre le son ou I'image, ou encore désticars dans sa vitesse de restitution, ne
permet pas de restituer fidelement la réalité, et peattéts désagréable a regarder.

1.1.2 Contexte : syst emes embarqu és

Les systemes embarqués sont des systemes concuBggsEsent pour une application parti-
culiere. Les parties matérielles et logicielles sont éné&gal cachées de I'utilisateur dont les inter-
actions avec le systeme se font via une interface dédiée.ressources d’'un systeme embarqué
— mémoire de masse, mémoire vive, unités de calcul oweliest — sont donc fixes, et le plus
souvent assez limitées, a la difference d’'un ordinatibureau, par exemple, dont le matériel
evolue en fonction des besoins (rajout de mémoire vivangement de carte graphique, etc...).
Les contraintes du monde embarqué sont plus ou moins fentésnction du contexte d’utilisation.

Il ne sera évidemment pas possible d'utiliser le mémeengltpour un téléphone portable et pour un
appareil Electroménager, dans la mesure ou le premawisde pouvoir étre autonome d’un point de
vue électrique, c’'est-a-dire alimenté par batteridnaggeable, alors que le second est alimenté par le
secteur.

Aujourd’hui, les systemes embarqués sont présent®utaraussi bien dans les domaines in-
dustriels comme l'avionique et le monde médical, que dassdomaines grand public avec le
développement des baladeurs multimédia ou encore diefahdnie mobile. En 1998, 98% des micro-
processeurs vendus dans le monde étaient déja embaRprda suite, ce taux a continué a s’accroitre
de telle sorte qu'il approchait les 100% en 2001 [46]. Le rharactuel est tres concurrentiél cela
Nous voyons trois raisons principales :

— l'essor de ces systemes est relativement récent, sutéms le domaine grand public ; de ce

fait, les innovations technologiques sont encore nomleeasrapides ;

— puisque ces systéemes ne peuvent pas évoluer d’'un poiniedenatériel, il est nécessaire de

développer de nouveaux modeles en fonction des avate@amlogiques ; il s’agit donc d’'un



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

marché en perpétuel renouvellement ;
— l'omniprésence des systemes embarqués dans les fgréelthinologiques grand public traduit
un marché de masse, donc particulierement convoitéegandlustriels.

Les fonctionnalités assurées par les systemes emdgmnit toujours plus nombreuses, et toujours
plus complexes, a I'image du phénomene actuel de coewmeeg[23]. Cette évolution n’est pos-
sible qu'au prix d’'un matériel et d'un logiciel, eux austujours plus complexes. Par exemple,
les architectures matérielles utilisees dans I'emb@spnt souvent paralléles et utilisent bon nombre
d’accélérateurs matériels ou de processeurs décti@snie les DSP), ou encore des caches mémoire.
Le logiciel est souvent basé sur un code générique qugkat trouver sur les ordinateurs personnels,
plus ou moins modifié pour I'adapter aux contraintes de lfarqué et aux architectures matérielles
embarquées trés spécifiques.

Les limitations en ressources propres aux systemes em#safgnt que les notions d’efficacité et
de rendement se doivent d’étre au coeur de leur concept@a.cbncerne aussi bien la puissance de
calcul, la mémoire ou encore la consommation électrigaesoncurrence accrue et I'innovation tech-
nologigue permanente dans le domaine des systemes erabam@nd public induisent des temps de
mise sur le marché de plus en plus courts. Concevoir desregstefficaces et innovants dans un laps
de temps trés court constitue un réel défi pour les irmg@ni La pratique actuelle est de partir d'un
code générique existant et de I'adapter a la plate-fanifvle, qui est tres souvent développée conjoin-
tement. Pour ce faire, le code applicatif est découpénsiel® unités paralleles de la plate-forme,
certains morceaux de code sont remplacés par des appebcagberateurs matériels, et les algo-
rithmes sont modifiés pour étre adaptés a la puissancealdel de la plate-forme. Nous voyons deux
inconvénients majeurs dans cette fagon de faire. Tobioddh traiter les problemes de temps-réel a la
main est une tres grande source d’erreur. De ce fait, it pas possible de construire des systemes ro-
bustes en un temps raisonnable. Aujourd’hui, pres de 808érdps de développement d’'une applica-
tion embarquée temps-réel est utilisé pour la validetitle deboggage [42]. La plupart des erreurs ne
proviennent pas d’'une mauvaise implémentation d’'un élyoe ou une fonctionnalité particuliere,
mais plutdt des communications et synchronisations degr@lifferentes taches qui sont exécutées
en parallele. Ce type d’erreur est directement dépemndiemtiurées d’exécution réelles de I'applica-
tion. En particulier, une simulation imprécise quant auxégs d'exécution peut cacher des erreurs
qui n'apparaissent que sur le produit final. De plus, il estassaire de reprendre complétement le
code applicatif a chaque fois gu’'une nouvelle plate-fodiexécution est développée. Ainsi, le code
applicatif est peu réutilisable, ce qui est tres péaaligour le temps de mise sur le marché et le colt
de développement, surtout dans un contexte de renoualignermanent des technologies.

Le développement de méthodologies et d’outils adaptda tonception des systemes em-
barqués est devenu une nécessité qui s'impose aujalrdlx industriels [23]. Par exemple, le
développement des systemes actuels passe non seuleandamicpnception de processeurs tres per-
formants, mais aussi par I'utilisation de compilateursestgptimisants, seuls capables de générer du
code machine efficace et correct, en un temps et un colinrabte. La réalisation elle-méme de
technologies de compilation reciblables, comme par exetagkchnologie de compilation FlexCC2
[12, 19] développée au sein de STMicroelectronics, pedaeéduire les temps de mise sur le marché
lorsqu’un nouveau processeur est développé.
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1.1.3 Vers des syst emes adaptatifs

Les architectures utilisees aujourd’hui dans I'embargqant peu prévisibles. Il est par exemple
tres difficile de prévoir la durée d’exécution d’'un blde code lorsqu’un cache est utilisé pour
acceélérer les acces du processeur a la mémoire. Deepd@mdurée d’exécution d’'un algorithme tres
dépendant des données d’entrée ne pourra pas etrend@estatiquement avec précision. D’'autres
sources de non prédictabilité peuvent aussi proveniratwitfonnement d’exécution : interactions
avec l'utilisateur ou avec d'autres systemes. Puisquallidite d’'une application temps-réel dépend
des durées d’exécutions, il est tres difficile dans cdesda de concevoir des systemes corrects. Ac-
tuellement, deux écoles s’opposent quant a la gestiooalggaintes temps-réel.

Temps-réel critiqgue. Dans I'approche temps-réel critiqgue, appelée parfosnfis-réel dur”, on
cherche a garantir que le systeme respecte les congdarngs-réel données. Ces approches
sont utilisees a chaque fois que la violation d'une conteade temps peut remettre en cause
l'intégrité du systéme, et plus particulierement dggune notion de sécurité est en jeu. Par
exemple, I'impact d’'une erreur dans un ordinateur persontst pas du tout le méme que
celui du dysfonctionnement du systeme de navigation diona Les approches temps-réel
critique sont utiliseées dans I'avionique ou encore dam®izeptions des centrales nucléaires.

Pour garantir le respect des contraintes temps-réelt ih@sessaire de mettre en ceuvre des
analyses de type pire-cas. Ces derniéres sont baséesssapgroximations conservatives de la
dynamique du systeme, et sur une allocation statique desueces. Ces analyses conduisent le
plus souvent a surdimensionner les ressources né@sadiexécution du systeme, que ce soit
en terme de puissance de calcul, de consommation mémailecetique. C'est le prix a payer
pour assurer que le systeme fonctionnera dans tous lesedagude, ce qui est une nécessité
absolue en ce qui concerne les systemes temps-réelestiq

Temps-réel souple. A la difference du temps-réel critique, les approchegpengel souple (ou mou)
considerent que les contraintes temps-réel peuveatvaiiées. Ces approches sont utilisées
lorsque la violation des contraintes temps-réel ne rerastgm cause l'intégrité du systeme,
ou encore lorsque certains dysfonctionnements du systentdolérés étant donné qu'il s’agit
d’un systeme non critique, ne remettant pas en cause lait&d’ autrui. On rencontre de tels
systemes dans les telecommunications ou encore lem@dia. Méme s'il serait préférable de
garantir le bon fonctionnement du systeme dans tous ledeciigure possible, la mise en place
d’'une approche temps-réel critique serait trop pénaiésgour les performances et/ou le colt
du systeme. Ainsi, les approches temps-réel soupleggdssent le plus souvent a I'optimisa-
tion de certains critéres tels que la consommation méaiiélectrique, ou encore la vitesse
d’exécution. Ces approches tentent de réaliser un camipridéal entre le taux de contraintes
temps-réel violées et I'optimisation des criteres dégenance du systeme.

Cependant, cette approche nécessite souvent des nreearaslditionnels capables de limiter
le taux de contraintes violées (par exemple, en utilisartatnpons mémoire) et/ou éviter que
le systeme ne se bloque suite a une erreur. Ces mécarpsmmesnt étre colteux, en particulier
dans le domaine du multimédia dans lequel de trés grandetitfs d’information sont mani-

pulées. De plus, les systemes obtenus par une telle d@psont souvent moins robustes que
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des systemes concus directement pour garantir les cuesa

Les deux approches temps-réel critique et temps-régdlscsont par nature opposées. Elles
concernent deux communautés differentes, qui utilisestméthodologies, des outils et des plates-
formes en général differents. Il est souvent admis qtte séparation reste inévitable, puisque I'utili-
sation d’analyses pire-cas pour assurer les contraintgssteéel critiques limite inévitablement I'ef-
ficacite de I'application lorsque l'incertitude sur le 8y®e et/ou I'environnement est grande. Cette
séparation tend a s’accentuer, en particulier pour leg&syes embarqués grand public, pour deux
raisons principales :

— L'absence de techniques efficaces d’'analyse des compntemire-cas, tant en terme de durée
d’exécution, de consommation mémoire que de consommaétectrique.

— La difference entre le comportement moyen et le compatepire-cas ne fait que s’accroitre
du fait de l'utilisation de logiciel mais aussi de matémelphistiqué (technologies de cache,
spéculation, ou deipeline. Le matériel réecent permet certes de réduire de fages im-
portante la durée d’exécution moyenne d’'une applicatioais tend a augmenter la durée
d’exécution pire-cas, ou du moins a ne pas réduire aldadurée d'exécution moyenne et
pire-cas [39]. La présence d’environnements peu pi@esine fait que renforcer la difference
gui existe entre les analyses basées sur le cas moyenest gailsont basées sur le pire-cas.

Pour arriver a concevoir des systemes a la fois sOrsr&imeants, il est essentiel de développer
des techniques basées non pas sur des choix statiques\uneaistraire sur une adaptation dynamique
de I'application a la plate-forme et a son environnemeéax&tution, en fonction de son comporte-
ment réel. Une telle adaptation ne peut étre réalise&esjliapplication contient suffisamment de
libertés de contrble. Les algorithmes de traitement iméldia, et plus particulierement d’encodage
de flux multimédia, sont généralement des heuristiquetesquelles il est possible d’intervenir sans
altérer leur fonctionnalité. Les approches temps-seelple existantes sont généralement basées sur
des techniques de contrble. Cependant, le controleaks& a gros grain sur des parametres globaux
comme le teux d’utilisation du processeur ou encore le nerdlidchéance ratées. Un tel contrle ne

permet pas d’assurer le respect des contraintes temips-rée

1.2 Etat de l'art

Dans tout développement de logiciel il existe des choixrmufont pas forcément partie de sa
spécification. Ces choix concernent aussi bien I'affematies taches ou opérations aux unités de
calcul d’'une architecture matérielle, que 'ordre d'exion de ces opérations ou encore le “degré
de précision” de ces calculs. De nombreuses techniquegterdéveloppées afin de résoudre ces
differentes formes d’indéterminisme, avec en géngoair objectif d'imposer certaines propriétés au
systeme, ou encore d’en maximiser les performances. E@rgé on parle d’ordonnancement pour les
techniques qui abordent les problemes relatifs a I'odtegécution, et on parle de contrdle lorsqu'il
s’agit de techniques d’adaptation dynamique des autresngdres du systeme.



1.2. ETAT DE LART 13

1.2.1 Techniques d’ordonnancement statique simples

On parle d’'ordonnancement statique lorsque les choix dimdncement sont faits avant
I'exécution de I'application, et ne sont pas remis en calig@nt cette exécution. Les techniques
d’ordonnancement statique sont donc efficaces pour degepneb simples dont tous les parametres
sont connus a l'avance : 'ensemble des taches a ordoandeurs caractéristiques ainsi que celles
de plate-forme d’exécution sont connus. Ces techniquegtérdéveloppées dans les disciplines de
la recherche opérationnelle et de I'informatique.

Les problemes d’ordonnancement abordés varient enifondés applications visées. L'industrie
s’est par exemple beaucoup intéressée a I'ordonnamtetiestaches sur plusieurs machines, a tra-
vers les techniques de recherche opérationnelle. En Effptupart des produits issus de l'industrie
nécessitent un processus de fabrication complexe qui migieun nombre important de machines.
En réduisant les temps d’attente sur ces derniéres, pastible d’augmenter la productivité glo-
bale d'une usine. La résolution de ces problemes d’ordooement devient vite tres difficile dés
lors que I'on ajoute quelques contraintes. Par exemplegal&saintes de précédence entre les taches
spécifient qu’une tache ne peut pas commencer avant qawpkisieurs autres taches aient terminé.

Dans le monde de l'informatique, les problemes d’ordoeearent sont également omniprésents.
Encore une fois, les problemes rencontrés sont de natésariées. L'ordonnancement d’'un code
machine composé d’'un ensemble d’instructions sur un pesee doit considérer les dépendances
de donnée qui peuvent exister entre les instructionsj gims les difféerentes unités de calcul du
processeur. En général, le but est de minimiser la dueécution totale du code machine. Dans
les systemes temps-réel, il est souvent question dessapkriodiques contraintes par des dates
d’échéance.

Ordonnancement temps-r éel de taches p ériodiques

Soientn taches périodique§, i € { 1,...,n }, de périodes respectiv€s c’est-a-dire st; est la
date d’'activation d’'une des occurrenceTiealors la date d’activation de la prochaine occurrence de
T, estt; + B. Supposons de plus que pour tou durée d’exécutiol; de la tacherl; est connue, et
gue toute occurrence dedoit terminer avant I'activation de I'occurrence suivartest-a-dire dans
un laps de temps d@ a partir de son activation. Ainsi, giest la date d’activation d’'une occurrence
deT;, alorsD; =t; + P est sa date d’échéance. Il s’agit donc d’un probleme terépl dur dans lequel
les taches ne doivent pas dépasser leurs échéanceeréndu, pour toutnous avong; < R sinon,
le probleme n’a pas de solution.

Dans l'analyseRate MonotonidRM) [33], on assigne des priorités fixes aux taches. Larp@
d’'une tache est d’autant plus forte que sa période daibin est petite. On apprend également dans
cette méme analyse que la condition sur I'utilisation meale du processeur :

G

m < n(2n — 1), (1.1)

1<i<n

est une condition nécessaire pour que le systeme soihoagable, c’est-a-dire que les taches res-
pectent leurs échéances. La quanti{2~ — 1) qui borne l'utilisation du processeur dans (1.1) tend
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en décroissant vets 2 =~ 0.693. Mais cette borne est loin d’étre nécessaire. Il a fat €fé montré
dans [30] que I'utilisation du processeur peut monter jiss§8% en moyenne, en se basant sur une
analyse stochastique. Bien entendu, il est possible dguml 'analyse RM lorsque les taches sont
pseudo-périodiques de pseudo périedédans ce cas, $i est la date d’activation d’'une occurrence
d’'une tachdl;, alors la date d’activation de la prochaine occurrenceuggrieure ou égaletat-P. De
méme, si les durées d’exécuti@nne sont pas les durées d’exécution exactes des tachesende-
ment des durées d’exécution pire-cas, I'analyse resie v\€ependant, la plupart des calculs de durée
d’exécution pire-cas ne fournissent en général que degeb fortement sur-estimées [48, 49, 15]. De
plus, il est trés peu probable, voire impossible, que ®les durées d'exécution de toutes les taches
atteignent leur pire-cas en méme temps. Dans ce cas,ysn&M, qui est statique, conduit a une
forte sur-estimation de puissance de la plate-forme sagesa exécution de I'ensemble de taches. Il
s’agit du prix a payer pour garantir le respect des éatésan

Dans I'analyséEarliest Deadline Firs{EDF), ce ne sont plus des priorités fixes qui sont assgnée
aux taches mais des priorités dynamiques : a tout indeaptiorité maximale est attribuée a la tache
dont la date d’échéance est la plus petite. Une telleigoétnécessite donc I'usage d’'un mécanisme
de préemption du processeur, supposé instantané diesanalyse. Dans ce cas, [33] montre que
'analyse EDF est optimale et que I'ensemble des tachezréshnancable si et seulement si :

% <1 (1.2)

1<<n 'l
Ainsi, la politique d’'ordonnancement EDF permet une wtiisn maximale du processeur lorsque les
durées d’exécution sont connues. Cependant, elle apleethéme remarque que la politique RM :
si les durées d’exécution ne sont pas connues, et quessaetedurées d’exécution pire-cas sont
fournies, I'utilisation du processeur pourra étre tnéfeiieure a celle qui est calculée de maniere
théorigue a partir des durées d’exécution pire-casstea-dire le membre gauche de (1.2).

1.2.2 Techniques d’ordonnancement avec contr  6le d’'un param étre

Dans le paragraphe précédent, nous avons exposé gsiedgimmiques d’ordonnancement temps-
réeel classigues. Ces techniques permettent de choisirrdomioancement, c’est-a-dire un ordre
d’exécution, adapté afin de satisfaire les contraintiémlies (Echéances, précédence, etc...), ou en-
core optimiser certains paramétres (consommation nmremetic. . .). Ainsi, les seuls parametres sur
lesquels il était possible d’agir concernaient uniquenfierdre d’exécution. Les techniques d’ordon-
nancement que nous allons voir ici agissent non seulemertipsire d’exécution des taches mais
aussi sur d’autres parametres tels que la frequence degseur ou encore le niveau de précision des
calculs.

Les politiques d’ordonnancement de taches périodiqdsREDF (voir paragraphe précédent)
ont connu differentes extensions en fonction de paras&upplémentaires dans le systeme. Par
exemple [41] propose, entre autres, un algorithme d’ordnoement statique basé sur la politique
RM et EDF dans le cadre de I'optimisation de la consommadientfique. L'approche repose sur le
fait qu’en cas de sous charge du processeur, il est pos®hileddire sa frequence et sa tension, ce
qui réduit sa consommation électrique. Ainsi, la frégzeedu processeur est réduite tant que la borne
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d'utilisation du processeur de I'analyse RM ou EDF (voiuétions 1.1 et 1.2) n’est pas atteinte. Une
telle approche permet de calculer la frequence pour l&gli@halyse RM ou EDF garantit le respect
des échéances. Sdit < ... < f, un ensemble ordonné de fréquences possibles pour lessmge
cible. Reprenons le modéle de taches périodiques m#eskans le paragraphe précédent. [41] fait
I'hypothese que les durées d’exécution sont propongdies a la fréquence du processeur, c'est-a-
dire que la durée d’exécution de la tache la frequencd; est donnée pat; - f;/ fm. Dans ce cas, la
frequencef; choisie est simplement donnée par :

S < liajizjzm, (1.3)
A

max{
oua est la borne d'utilisation du processeur, c’est-é-d(m% —1) pour l'analyse RM et 1 pour I'ana-
lyse EDF. Bien entendu, une telle approche n’atteindra paspérformances satisfaisantes lorsque
les durées d’exécution ne peuvent pas étre connues éegjualeur<; sont des durées d’exécution
pire-cas. C’est pourquoi [41] propose aussi deux algoethde contrdle dynamique de la frequence,
dont il est question dans la suite de cet état de l'art.

1.2.3 Techniques d’ordonnancement dynamique sous incerti tude

Nous l'avons vu, les techniques d’ordonnancement statiumt intéressantes lorsque les pa-
rametres des taches sont connus a I'avance. Dans le nasio®, les techniques statiques ne sont
pas performantes dans la mesure ou elles ne sont pas cagabkemettre en cause les choix initiaux
afin de les adapter en fonction de ce qui se produit réelledsars le systeme. Les approches dyna-
miques ou adaptatives permettent de faire face a difféseiormes d’'incertitude : durées d’exécution
ou périodes d’activation inconnues, voire méme enserdbléaches, et en particulier nombre de
taches, inconnu. Il est souvent possible de caractéligsevaleurs incertaines d’'un modele par un
encadrement — incertitude bornée — ou encore par un matiédbastique [10]. Ces informations
permettent a I'ordonnanceur de réaliser des prévisson$avenir, augmentant ainsi la pertinence de
ses décisions.

Slack Scheduling

Les techniques dglack schedulingtendent les politiques d’ordonnancement statique easaib
sur le constat suivant. Puisque les durées d’exécuti@igais sont souvent sur-estimées par rapport
aux durées d’exécution réelles, une partie du budgetmips pré-alloué statiquement est disponible
dynamiquement au moment ou la tache termineslaek schedulinge fait donc en deux temps : tout
d’abord, il convient d’évaluer le budget de temps libéré&slack time— par les taches qui ont terminé
avant leur échéance, et ensuite il faut utiliser ce budgaemps. [31] considere le méme modele de
taches que celui de Liu et Layland [33], augmenté d’'un erde de taches apériodiques considérées
comme étant temps-réel molles. La politique d’'ordoneament RM de Liu et Layland est modifiée
de fagon a calculer le budget de temps qui peut étre elux taches apériodiques sans remettre
en cause le respect des échéances des taches perdgfijeexplique également comment prendre
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en compte dynamiquement le budget de temps qui est pnéeadimtiquement par la politique d’or-
donnancement RM, et qui est rendue disponible lorsqueatd®et périodiques terminent avant leur
échéance. L'algorithme proposé permet de minimiseemeps de réponse des taches apériodiques.
[20] propose differentes extensions comme le partage shoueces (autres que le processeur) entre
les taches ou encore des échéances arbiti@jresP, : si la date d’activation d’'une occurrence d’une
tache périodiqudl; estt;, alors son échéance est donnéetparD;. Dans [32], Thuel et Lehoczky
considerent un probleme d’ordonnancement a priofikes d’un ensemble de taches périodiques et
apériodiques, toutes contraintes par des échéandetestiidée est de n'accepter que les taches
apériodiques dont on a I'assurance qu’elles respectéganttchéance, les autres étant rejetées par
'ordonnanceur. Le critere d’admission est basé sur gordthme deslack schedulingjui permet de
prendre en compte les durées d’exécution réelles dbssa

Gain Time

Alors que leslack schedulingaffine uniguement la durée d’exécution des taches quilgja été
exécutées, en remplacant les prévisions — duréegdigion pire-cas — par les durées d’exécution
réelles, les techniques d@in times'intéressent a la durée d’exécution du code qui rasirécuter.
Le but est de raffiner la durée d’exécution pire-cas d'@uhe en fonction de la connaissance de ses
données d’entrée ainsi que de son état courant. A parif durée d’exécution pire-cas du code qui
reste a exécuter et de la durée d’exécution réelle da qoi a déja été exécuté, les choix d’ordonnan-
cement peuvent étre anticipés [24]. Pour que I'analysgaile timesoit possible, il est nécessaire de
travailler a un niveau de granularité plus fin que celuiathe systeme, c’est-a-dire en s'immisgant
directement dans le code applicatif de la tache. Pour oe faidurée d’exécution pire-cas de la tache
est re-évaluée au cours de son exécution, sur des pi@mi®gramme particuliers appetiEn points
Le choix de cegain pointsconditionne en grande partie I'efficacité dain timedans la mesure ou
ralentir le systeme par une sur-instrumentation ne feratdiminuer la qualité de service. L objectif
est donc de choisir des points du programme pertinents @uamhise a jour de la durée d’exécution
pire-cas.

if (a > 10)

f_1(a); // 1000 unit es de temps
else

f 2@); // 10  unit es de temps

FiG. 1.2: Exemple de morceau de code.

Considérons par exemple le bloc de code de la figure 1.2sSiUeces d'exécution pire-cas des
fonctionsf _1 etf _2 sont tres differentes, par exemple 1000 unités de termps pl et seulement 10
pourf _2, il est intéressant d’insérer wain pointimmédiatement aprés I'évaluation de la condition
a > 10, afin d'informer I'ordonnanceur s'il reste au pire-cas 10@@és de temps ou seulement 10
avant que le bloc de code termine. Plus généralement,iiltésessant d’'insérer ugain timea chaque
fois qu’une partie non négligeable d’incertitude sur laédud’exécution pire-cas peut étre levée [11].
Une autre optimisation concerne I'ordre d’exécution ddeccEn effet, ordonnancer en premier les
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parties du code les plus incertaines, lorsque cela estipesassure que les durées d’exécution pire-
cas soient les plus précises possibles le plus tot pegab].

Contr 6le dynamique de la fr équence d’horloge du processeur

Lorsque les durées d’exécution des taches sont innegala possibilité de contrdler d’autres
parametres que I'ordre d’exécution devient particelgent intéressant pour donner une plus grande
flexibilite au systeme en augmentant sa capacité d’'atlapt [41] propose par exemple d’adapter
dynamiquement la frequence d’horloge du processeurasuade d'un modele de taches périodiques
et d'un ordonnancement de type RM ou EDF. Deux algorithmesgoposés. Dans le premier appelé
Cycle-conservingla frequence d’horloge initiale est issue d’un calcutigtee, dans lequel les durées
d’exécution sont supposées au pire-cas. Cette frégueorespond donc a celle qui est calculée
avec l'algorithme statique présenté également dans(jair section 1.2.2). Durant I'exécution, si
I'occurrence d’'une tach@ termine en avance par rapport a sa durée d'exécutiorcps€;, la valeur
Ci est remplacée par la durée d’exécution ré€fleans le calcul de la frequence basé sur I'analyse
EDF, c’'est-a-dire dans les équation 1.3. Ainsi, le budfieprocesseur qui a été économisé par la
terminaison dd; avant sa durée d’exécution pire-cas est inteégré dymaament dans le calcul de la
frequence courante. Cependant, il se peut que la dur&édaligon de la prochaine occurrenceTle
soit égale au pire-cdS;. Ainsi, a I'instant de la prochaine activation dig la valeurC; est restituée
dans I'équation 1.3, a la place @. Le principe est donc trés proche de slack schedulinga
la difference prés que le budget de temps économiséegatathes qui terminent avant leur durée
d’exécution pire-cas est utilisé pour baisser la fréqaedu processeur et non ordonnancer des taches
non critiques.

Dans le second algorithme de contrdle dynamique de frempappeléook-ahead[41] va en-
core plus loin en proposant une heuristique trés intarges Cette derniere part du principe que les
taches terminent presque toujours bien avant leur dugs&clition pire-cas. La frequence initiale
est calculée de telle sorte qu'il soit toujours possiblerelpecter les échéances, en I'augmentant
si besoin est par la suite. Cette idée est également ask dha calcul dynamique de la frequence
d’horloge. A la difference de I'algorithm€ycle-conservingla fréquence initiale ne peut pas étre
maintenue si les durées d’exécutions réelles sonttcef@les aux durées d’exécution pire-cas. En
effet, dans ce cas, I'ordonnanceur sera forcé d’augménfezquence d’horloge dans la mesure ou il
démarre avec une fréquence volontairement basse. ldoatweulook-aheadanticipe ainsi le fait
gue les durées d’exécution réelles sont presque taljatirieures aux durées d’exécution pire-cas.
Le systeme reste néanmoins sdr, c'est-a-dire queclEsalces sont toujours respectées, puisque I'or-
donnanceur a toujours la possibiliteé d’augmenter ladezge si les durées d’exécution réelles sont
trop élevées. En pratique, I'ordonnancéwmok-aheadse montre plus performant que I'ordonnanceur
Cycle-conservingpar une réduction plus agressive de la frequence d'gerlo

Imprecise computation

Les approches ditesidiprecise compuatiof86, 34, 35] étendent les technigues d’ordonnance-
ment temps-réel dur de type RMA ou EDF [33]. Méme dans utesys de type temps-réel dur, il
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est possible que certains calculs effectués par certé@obes puissent étre dégradés sans remettre
en cause le bon fonctionnement du systeme. Pour ce faidyrée d’'exécution de chaque tache
périodiqueT; est décomposée en deux parties : la premiére donne ée dliexécution minimale
C" de T; pour obtenir un résultat acceptable. Le systeme est d@résicomme ordonnancgable si
les taches respectent leur échéance, et si la durééaliten de chaque tache est supérieure ou
égale aC™. Lorsque la durée d’exécution d’'une instance d’une¢joériodique est inféerieure a sa
durée d’exécution maximalg > C™, le résultat produit paf; est considéré comme imprécis. Cette
imprécision est mesurée pamui est une fonction décroissante de la durée d'ex@eueT;, nulle en

Ci. Deux types de taches sont proposées dans [17] : powrdhegde type N, seule I'erreur moyenne
est pertinente ; pour les taches de type C, I'erreur precat les differentes instance d’une tache est
accumulée.

Temps-r éel souple

Lorsqu'’il existe une part d'incertitude sur les duréesxd®ition dans le systeme, les analyses
de type pire-cas des approches temps-réel critique cesiua de mauvaises performances quant a
I'utilisation du processeur. Pour cette raison, de nhombteavaux de type temps-réel souple ont été
menés pour traiter les problemes d’ordonnancement scestitude.

Dans [37], Stankovic et al. partent de I'hypothese quedebds du systeme sont paramétrées par
un niveau de qualité entieQES level. Certaines applications — multimédia [13, 38], 3D [29]E®/,
telecommunication — supportent une réduction progvesse la précision de leurs calculgréceful
degradation. Cette derniere s'accompagne d’une réduction de lacongation en ressources de cal-
cul et/ou de mémoire. Il estimportant de noter que la femctalité de I'application n’est pas affectée
par cette dégradation, seule la qualité de service dieibas niveaux de qualité du modele proposé
dans [37] correspondent donc a differentes qualitésedéace possibles. lls peuvent aussi controler
'admission d’'une tache : dans ce cas le niveau de qualit@mal correspond a la non-admission de
la tache. L'approche de Stankovic et al. constitue un caésegénéral de conception des systemes
temps-réel souples, basée sur un ordonnanceur et uomestie de qualité qui visent a optimiser
les performances globales du systeme. Cette optimisasibfaite par le biais de I'observation de pa-
rametres globaux comme le nombre d’échéances ratéagedtionnaire de qualité de service proposé
détermine le niveau de qualité des taches a 'aide dentgues de contrbles classique comme les
contrbleurs PID [21].

Dans [50], Wist et al. s'interessent au controle de ldigude service d’un décodeur vidéo.
lls partent du principe que les applications multimédianote le décodage vidéo ont des durées
d’exécution trés variables, fortement dépendantesddasées d’entrée. Pour restituer correctement
une séquence vidéo, les images qui la constituentfrgamesg doivent étre affichées a des dates
précises. Par exemple, pour une vidéo encodée a 25 spageeconde, une image doit étre produite
toutes les 40 ms. Dans les situations de surcharge du peacglesdécodeur ne peut plus satisfaire les
contraintes temps-réel. La pratique courante est dsetilun tampon mémoire en entrée du processus
de décodage pour absorber les surcharges temporaire®ckspeur. Lorsque le tampon est plein,
certaines images ne sont pas décod&rasg skip[28]) afin de continuer a satisfaire les contraintes
de temps, au détriment de qualité de la vidéo. [50] premtesréduire progressivement la qualité des
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algorithmes de décodage afin d'éviter que le tauxrdme skipsne devienne trop élevé lorsque le
processeur est surchargé. Le décodeur comporte quagr@ui de qualité, et [50] présente plusieurs
algorithmes de contrble de ces niveaux de qualité basasne modélisation en terme de chaines de
Markov et des techniques d’apprentissage. Dans [40],e3te#t al. montrent comment intégrer cette
technique au sein d'un systeme complet composé de pisdigches.

1.3 Notre approche

Nous considérons que les approches temps-réel souplenbgas toujours suffisantes, méme
dans le contexte des applications multimédia [26, 14]. fi&a1,eo0ur certaines applications, rater une
échéance peut conduire a une dégradation drastiqueglalité de service. C'est le cas par exemple
des applications de décodage vidéo. En effet, lorsquinmage n’est pas décodée, non seulement la
fluidité d’'image est affectée, mais la qualité du restdadséquence est également dégradée du fait
de l'utilisation d'un encodage différentiel. Nous propas ici une approche innovante dans laquelle
un contrbleur est embarqué directement dans I'applinatCelui-ci assure conjointement le respect
des propriétés de type temps-réel critique (respecédesances), et le respect des propriétés de type
temps-réel souple (optimisation de I'utilisation du prsseur).

Nous considérons que I'application effectue des traitémeycliques sur un flux de données
d’entrée. L'enchainement des traitements, appelé@sragtest décrit par un graphe de précédence
dont il est possible d’extraire tous les ordonnancemergsiples. Les actions sont implémentées par
des fonctions écrites en langage C, et sont paramétggasnpniveau de qualité qui conditionne le
degré de précision des calculs ainsi que les duréegdions. Nous considérons une plate-forme
monoprocesseur sur laquelle I'application est seule xésiger (plate-forme nue). Nous supposons
de plus gu'il est possible d’extraire les durées d’ex@cumoyennes et pire-cas des actions, pour
tous les niveaux de qualité, grace a des analyses sagifpu par I'observation de traces d’exécution
réelles (techniques daofiling). Cette plate-forme doit aussi fournir une horloge tenged-précise
et accessible sans sur-co(it, comme par exemple un congsawycle comme il en existe sur nom-
breux processeurs dans le domaine de I'embarqué terepd-es contraintes temps-réel sont données
par des échéances sur les actions. Elles donnent une fupédeure de la difféerence entre date de
démarrage d’'un cycle de calcul et la la date de terminaigssradtions, c’est-a-dire la date de produc-
tion des sorties de I'application. Un outil permet de genautomatiquement I'application contrdlée
a partir du graphe de précédenGedes durées d’exécutions moyeni@&¥ et pire-casC et des
échéance® (voir figure 1.3). Le contrdleur est paramétré par unétipgole de contrble dont le but
est d'assurer les exigences de qualité de service. Nossd&vons trois types de propriétés.

Slreté. Il s'agit du respect des contraintes temps-réel, c'ediré des échéances.

Optimalit €. Le critere d’optimalité sera I'utilisation du budget dentps alloué a I'application par
les échéances. En maximisant cette utilisation, nous\g@ions a I'application d’activer les
niveaux de qualité les plus élevés possibles.

Régularité. Nous considérons que la qualité de service finale dépessi de la régularité des ni-
veaux de qualité choaisis. Il s'agit d’une propriété edimile pour les applications multimédia,
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FiG. 1.3: Génération de I'application contrdlée.
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et plus particulierement les applications vidéo. Enteffea é&té montré que la qualité finale
d’une séquence vidéo, c’est-a-dire celle qui est pemar I'utilisateur, dépend non seulement
de la qualité individuelle de chaque image fcamé qui compose cette séquence, mais aussi
et surtout de sa fluctuation et de son niveau minimal [45, 47].

Dans ce document, nous allons voir qu’en agissant directeangrain fin dans I'application, nous
sommes capables de contrbler efficacement I'ordre didi@t des actions et leur niveau de qualité,
de sorte que leur dates de terminaison soient tres pro@dsud échéance. Ainsi, nous assurons
non seulement le respect des échéances, mais aussi lissioti presque totale de la puissance de
la plate-forme d’exécution. Cette propriété, combidéla régularité des niveaux de qualité, garantit
une maximisation de la qualité de service. Ce travail domgr donc a réduire le fossé qui sépare le
monde du temps-réel critique de celui du temps-réel soBilcertains efforts ont déja été menés dans
ce sens, au sein travaux effectués essentiellement damshéees 90 et 2000, aucun n’était jusque
la parvenu a réunir autant de caractéristiques isseesddux approches : respect des échéances,
utilisation élevée du processeur, régularité desauxede qualité grace a l'utilisation des durées
d’exécution moyennes. Nous pensons que notre approchiespedir de base a une méthodologie
globale développement de composants a la fois flexiblepatifs) et robustes, nécessaires pour la
conception des systemes embarqués de demain.

Plan de ce document

Ce manuscrit est organisé de la facon suivante. Tout dibwous feront une présentation
incréementale du probleme de contrble auquel nous ndégessons ici dans le chapitre 2. Ensuite,
nous proposerons une solution basée sur un algorithmernd®Eogénérique. Nous donnerons plu-
sieurs instanciations de ce contrdleur, correspondatitférentes politiques de contrdle dont nous
donnerons les propriétés dans le chapitre 3. Le chapiserd consacré a I'étude des algorithmes
qui permettent d'implémenter efficacement le controketues politiques de contrbles proposées. Le
chapitre 5 concernera les résultats expérimentaux obtdans le cas d’'une application d’encodage
vidéo. Nous montrerons que les expériences sont en aageades résultats théoriques du chapitre 3,
et qu'ils confirment l'intérét de la méthode. Pour fina,donclusion fera un bilan de ce travail et en
présentera les perspectives.
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Notations et définitions de base

Opérateurs logiques

On appele prédicat sur un ensembleA tout fonction f de la forme f
{ vrai, faux }. Dans la suite, nous utiliserons les opérations suivasias les prédicats :

pLA P2  conjonction des prédicafy et p2 (“et”)
p1V p2  disjonction des prédicats; et p, (“ou”)
p1= p2 implication du prédicap, par le prédicap,
p1< p2 équivalance entre les prédicaiset p,
#p négation du prédicap.
Ensembles
N ensemble des entiers positifs ou nuls
Z ensemble des entiers relatifs
R+ ensemble des réels positifs ou nuls
R ensemble des réels
|A| cardinal de I'ensembl@, c’est-a-dire :

~+o0 si An’est pas fini
0siA=0
n si A est un ensemble fini de la forre= { ay,...,a, }

A1 x Ay produit cartésien de 'ensembdg par I'ensemble?,, c'est-a-dire :

An

A\B

AL x A= { (al,ag) | M /\azeAz}
produit cartésiel\ x Ax ... x A
N——

n fois
soustraction ensemblistd\ B={ac A|a¢ B }.

23
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Séquences

Soit A un ensemble fini. Une séquence finiel'éléments de\ est unn-upleta € A" d’élements
de A, oun désigne ldongueurde a, notée|a|. Nous notong la séquence de longueur nulle. Une
sequence de longueur non nulle sera notée= a(1)a(2)...a(|al). Elle vérifie pour tout a(i) € A.
Nous définissons alors les notations suivantegy désigne une séquence de longueur non nulle :

A désigne I'ensemble des séquences finies d’élémeat dest-a-dire :
A= { S}UUn>OAn
n e afini n__
{a} la sequence de longuenjo| définie par{a}" = aa. ._.or
n fois
afi, j] la sous-séquenagi, j| = a(i)...a(j) de longueurj —i+1
el le préfixe de longueurdea, c’est-a-dirda = a[l,i] (e =€)
a' le suffixe de longueujo| —i + 1, c’est-a-diren’ = afi, |al] (€' =€)

ens(a) I'ensemble des éléments dec’est-a-direens(a) = { a(1),...,a(|a|) }
par convention, nous définissoess(¢) = 0.

Fonctions partielles

Soit f : A — B une fonction quelconque. Nous dirons glieest une fonctiompartielle si elle
n'est pas définie sul tout entier, ettotale dans le cas contraire. Nous introduisons les notations
suivantes, dans lesquellésst une fonction du typé: A— B, a,a;,ay,...,a, sont des élements de
A, b,by, by, ... b, sont des éléments d& eta une séquence d’éléments Ale

f(a=1 signifie quef n'est pas définie eac A

dom(f) domaine de définition dé, c'est-a-diredom(f) ={a| f(a)# L }

flas — bs1,...,an — by]  extension de la fonctiof en une fonction dans laquelle 'image
dea € Aestb; € B, c’est-a-dire :

f[a1—>b1,...,an—>bn](a’):{

[a1—>b1,...,an—>bn]: J_[a1—>b1,...,an—>bn]
floa — b extension de la fonctioh en une fonction dans laquelle les
élements de la sequenaec’est-a-dire :
fla — b= fla(l) —b,...,a(|a]) — b.

b siad =g
f(a') sinon

Relations binaires

Soit A un ensemble quelconque. Nous appelaiation binaire sur A tout sous-ensemblg de
A x A. Soit une relation binaire sur 'ensembde Nous noteronsldb pour (a,b) € 0. La relation
0 est dite :
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réflexive
irr eéflexive
synetrique

si pour touta € A, nous avonsila
si pour touta € A, nous n'avons paalla
si pour tout(a, b) € A2, nous avongilb = b OJa

antisynmétrique  si pour tout(a, b) € A%, nous avongallb AbfJa) = a=Db

transitive

si pour tout(a, b,c) € A3, nous avongaldb A blc) = allc.

Nous utiliserons la terminologie suivante :
relation d’équivalance relation réflexive, symétrique, et transitive
ordre partiel strict relation irréflexive, antisymétrique et transitive.

Graphes de pr écédence

Un graphe de précédence est un cople (A, <) ouA est un ensemble fini et un ordre partiel
strict surA. Pour plus de détails sur les graphes de précédencef&era la section 2.1.1. Nous
donnons ici les notations relatives aux graphes de pesed:

G/B
G1G
predg(a)

succg(a)

désigne le graphe restreint au sous-ensemileA, c’est-a-dire :
G/B=(B,<N(BxB))

désigne la concaténation @ = (A1, <1) avecG; = (Az, <2), c'est-a-dire
G162 = (ALUAL, <1 U <2 UA; X Ap)

désigne les prédécesseurs immédiata, deest-a-dire :

predg(@) = {beA|(b<a) A (fccA.b<cac=<a)}

désigne les successeurs immédiatg,deest-a-dire :

succg(@) ={beA|(a<b) A (fceA.a<cAc=<Db)}.
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CHAPITRE 2

Controle de qualité

E premier chapitre concerne la définition du probleme deréte que nous cherchons
a résoudre dans ce travail de thése. Une solution et upkemnentation efficace seront
proposées dans les chapitres suivants. La présentatipnotileme est faite de maniere
incréementale. Nous considérons une machine monopmwessut au long de ce docu-

ment.

Nous exposons tout d’'abord un probléme simple et connudadiitsde I'ordonnancement d'un
ensemble de taches, aationsdans notre terminologie, dont les durées d’exécution smmnues, et
dont I'exécution est contrainte par un graphe de préoéslet des dates d’échéances absolues.

Nous considérons une premiere extension du problenns,ldguelle les actions sont paramétrées
par unniveau de qualé qui est un parametre entier ayant un ensemble fini de \mlgassibles.
Dans ce probleme d’ordonnancement, les durées d’emécsint toujours connues, mais dépendent
du parametre de qualité : les durées d’exécution samfatections croissantes du niveau de qualité.
A partir de ce modele, le probleme d’ordonnancement esiétlerminer un ordre d’exécution et une
affectation de qualité tels que les actions respecterttdetaintes de précédence et les échéances, et
tels que la qualité globale soit maximale, dans un sensegai@éciseé.

Le probleme précédent est une nouvelle fois étendus@ette derniere extension, les durées
d’exécution sont inconnues, et sont appelées duréaéaliéonréelles Ces dernieres sont cependant
bornées par des durées d'exécution pire-cas qui, al®, onnues. Nous considérons également
gu'il est possible de connaitre la durée d'exécutiaileéd’'une action une fois que son exécution est
terminée. Ainsi, le dernier probleme d’ordonnancemeiua probléme de contrdle dynamique.
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2.1 Ordonnancement pour des dur ées d’ex écution connues

Nous présentons ici un probleme d’ordonnancement sumawhine monoprocesseur. |l s’agit
d’'ordonnancer un ensemble fiAide taches (owactiong, dont les durées d’exécution sont connues
et données par la fonctidd : A — R™. L'ordre d’exécution des actions est contraint par un eap
de précédenc6, et des dates d’échéance absolues données par la fobctid — RT U { +o }.
Résoudre le probleme revient a trouver un ordre d'eti@cuqui respecte les contraintes de
précédence et tel que pour toute aciésa date de terminaison soit inférieure a son échéBrag

2.1.1 Notion de graphe de pr écédence

Un graphe de précédence est utilisé pour modéliseégsritlances de donnée qui peuvent exister
dans I'application. Le graphe de précédence est un o@afteepsur 'ensemble d’actions.

DEFINITION 2.1 Soit A un ensemble fini. Ugraphe de précddenceG est un couple G- (A, <), ol
<C A x A est un ordre partiel strict sur A. Nous dirons que & dépendde be A dans G si b< a.
Nous dirons que a et b somdépendantessi a ne &pend pas de b et b népend pas de a.

grapheG b

f g

FiG. 2.1: Exemple de graphe de précédence.

DEFINITION 2.2 Nous introduisong présent quelquesédinitions et notations utiles concernant les
graphes de grcedence :

G/B désigne le grapheestreint, ourestriction de G, au sous-ensembleCBA,
c'esta-dire G/B= (B,< N(BxB))
GG, désigne laconcaénation de G = (A1, <1) avec G = (Ay, <2), c'esta-dire :

G162 = (ALUA2, <1 U <2 UAL X Ap)
predg(a) désigne leprédecesseurs imradiatsde a dans G, c’esk-dire :
predg(a) = {beA|(b<a) A (JccA.b<cAc=<a)}
succg(a) désigne lesuccesseurs imradiatsde a dans G, c’esi-dire :
succg(@) ={bcA|(a<b) A (fccA.a<cAc=<Db)}.
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Par soucis de concision dans la représentation graphignegcaphe de précédente= (A, <),
nous ne tracerons que les aecs» b, ou désigne- la relationprédecesseur-successeur iadmt,
définie par :

a~b < acpredg(b).

La relation~ ne conserve que les arcs de précédence immédiats entetiens. Il est possible de
reconstruire I'ordre partiek a partir de~ en calculant la fermeture transitive de:

a<b < J@,...,an) . (@=aANa,=bAVie{l....n—1}.a~ a;1).

EXEmMPLE 2.1 Un exemple de graphe deguédence est dotnpar le graphe G de la figure 2.1. Ce
graphe G= (A, <) est tel que A= { a,b,c,d,e, f,g}. La repiésentation graphiqueétrit la relation
précecesseur-successeur idmts~ assoctea <. Celle-ci est donée par :

~={(ab),(b,e),(b,d),(c,e),(d,f),(eg) }
Ainsi, la relation=, qui est la fermeture transitive de, est donge par :

{:{ ,E),( ) )>(a>g)>
f

a af
(b, f),(b,9),

2.1.2 Définition du probl eme

Nous allons définir le probleme de I'ordonnancement atibats constants. Nous commencons
par quelques définitions a propos du modele — appg&me simple— considéré pour ce probleme.
Un syséme simplest un ensemble fini d’actions contraintes par un graphe&t®gence, et dont les
durées d’exécution et les échéances sont des corstoriaues.

DEFINITION 2.3 Nous appelonsyseme simpleun triplet (G,C,D) tel que :
1. G= (A, <) est un graphe de padence sur 'ensembleattionsA.
2. C: A— R" est une fonction ddurée d’exécution
3. D:A— R"TU{ + } est une fonction &héance

DEFINITION 2.4 Soit A un ensemble fini d’actions. Nous appel@asuence d’actionstoute
sequence finie de la forme = a(1)a(2)...a(n) telle que pour tout E { 1,...,n }, a(i) est un
élement de A. Nous appelons nldeagueur de a. Nous notong la sequence d’'actions vide, de lon-
gueur nulle par éfinition. Pour finir, nous notonsns(a) I'ensemble des actions qui composent la
sequenca, c'esta-direens(a(l)...a(n)) ={ a(l),...,a(n) } etens(g) = 0.
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| actionx [ C(x) | D(x) |
a 1 1
b 2 400
c 1 +o0
d 2 9
e 1 +00
f 3 +o0
g 2 8

FIG. 2.2: Exemple de systeme simple.

Une séquence d’'actions fixe un ordre d’exécution parécypour une partie des actions du
modele. Dans la définition qui suit, nous introduisonsdpérations nécessaires a la manipulation
des séquences.

DEFINITION 2.5 Soit A un ensemble fini d’actions @t= a(1)...a(n) une €£quence d’actions de
longueur n. Soiti et j deux indices tels glel i < j < n. Dans la suite, l&ous-g€quencedea notee
ali, j] est cefinie parali, j] = a(i)a(i+1)...a(]). Par convention, nous avor§, j| = € pour tout
indices i et j.

Nous appelongréfixedea de longueur i la 8quence d’actiona([1,i], noe'a. Synétriquement,
nous appelonsuffixe dea de longueur n-i+ 1 la sequence d’actiona(i, n], nogea'.

DEFINITION 2.6 Soit G= (A, <) un graphe de pEcdence. Nous appelortsace de G toute
séquencex d’élements de A telle que :

1. sestlements sont distincts, c’etdire i j = a(i) #a(j);

2. pour toutic {1,...,|al}, ens('a) est ferné en arrire, c’esta-dire que si a ens('a) etd < a,
alors d € ens('a).

Si de plus la tracex est de longueufA|, alors elle est appéeordonnancementde G.

Soita une trace de G e’ une £quence d&lements de A. Nous dirons gaest unprolongement
de a dans le graphe G siia’ est un ordonnancement de G. Nous appellerons grags&luel du
graphe G apes I'execution de la tracex, le graphe G(A\ ens(a)).

Une trace est un ordre d’exécution d’'une partie des actituns graphe de précéden€ qui
respecte les contraintes de précédence. Un prolongeather tracen est une séquence d'actions
gui completen de telle sorte que la concaténatioa’ est un ordonnancement. Le graphe résiduel du
graphe d’origingG apres I'exécution de la tracecorrespond a la restriction du grapBeaux actions
qui restent a exécuter, c'est-a-dire les actidngens(a). Autrement dit, un prolongement de la
tracea dansG est un ordonnancement du graphe résiduel aprés avangde

ExXemMPLE 2.2 Consicerons 'ensemble d’actionsA { a,b,c,d,e, f,g }, et le graphe de f@cddence
G de la figure 2.2. La&gquencen; = ad f n’est pas une trace de G, car 'ensembéed} n’est pas
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fermé en arrere (b< d). La £quencex, = abd f est une trace G, mais n’est pas un ordonnancement,
car |abd f| =4 < |A] = 7. Un ordonnancement est daarpar exemple, par le&sjuencex; = abd fceg.
Ainsi, la £quencen, = ceg prolonge la tracei, = abd f dans le graphe G.

NOTATIONS 2.1 Afin de simplifier I'expas qui va suivre, nous introduisons les notations suivantes.
Soit (G,C,D) un syseme simple eti une £quence d’actions quelconque. Dans la suite, nous
désignerons par @) la durée d’execution totale des actions @e c’esta-dire :

Cla)= Y Cla(i).

1<i<l|a|
Nous @signerons par o) I' écleéance de la der@re action dex, c’esta-dire :
D(a) = D(a([al))-

DEFINITION 2.7 Soit(G,C,D) un systme simple e un ordonnancement de G. Nous dirons qu’un
ordonnancemert estréalisablesi :

vke{1,...,a|}.D(a) >C().

Un ordonnancemertt d'un systeme simpléG = (A, <),C,D) est réalisable si toutes les actions
de A respectent leur échéance. Nous dirons qu'une aetierA respecte son échéanbga) dans
'ordonnancementt si la date de terminaison deest inférieure ou égale a son échéabda). Le
calcul de la date de terminaison @éans I'ordonnancemext est basé sur une exécution des actions
telle que :

— I'exécution commence a la date O;

— les actions sont exécutées dans I'ordre imposé@ par

— il n'y a pas de temps mort entre I'exécution de deux actamsécutives.

D(a) D(g) D(d)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

I A A ) I I I N SO N >
o1 ‘ a b ‘ c ‘ e ‘ g ‘ d f ‘
o ‘ a b ‘ d ‘ f C e ‘ g ‘

FiG. 2.3: Diagramme de Gantt des ordonnancemeantst as.

EXEmMPLE 2.3 Consiceronsa nouveau I'exemple doénpar la figure 2.2. Soiti; = abcegd f et
0, = abd fceg deuxéguences d'actions. Il est facile dérifier quea; et a, sont des ordonnan-
cements du graphe G doampar la figure 2.2. La figure 2.3 donne le diagramme de Ganttdées
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ordonnancements; eta,. Nous remarquons que I'ordonnancementn’est pas ealisable. En effet,
nous avons :

D(abdfceg =D(g) =8 < 12=C(a)+C(b)+C(d)+C(f)+C(c)+C(e) +C(g) = C(abd fceg.

Au contraire, 'ordonnancemertt; est [€alisable. \&rifions que toutes lelscheances dei; sont res-
pecges. Tout d’abord, remarquons que kegtances valant-co sont forément respeées. Nous
vérifions donc uniqguement Iésteances iréfrieuresa +, c’esta-dire D(a), D(g) et D(d) :

Da=1 > 1=C(a
D(abceg =D(g)=8 > 7=C(abceg
D(abcegd =D(d)=9 > 9=C(abcegd.

PROBLEME 2.1 (ordonnancement d’un systme simple) Soit (G,C,D) un syseme simple. Le
probleme est de trouver un ordonnancementel que a soit un ordonnancementéalisable de
(G.C,D).

Dans la suite, nous allons voir comment formuler le proldésous forme d’'un ensemble de
contraintes linéaires sur des variables entiéres dleseeNous n'utiliserons pas ce formalisme
pour résoudre le probleme, mais il constitue un cadreégdnpour exprimer et résoudre des
problemes d’optimisation combinatoire, et plus partenddment des problemes d’ordonnancement.
Pour résoudre le probleme, nous proposons un algorithedé dbasé sur le calcul de la rétro-
propagation des échéances dans le graphe.

2.1.3 Reésolution a l'aide de contraintes lin éaires

La programmation linéaire [18] est une technique trdssag pour résoudre des problemes d’op-
timisation linéaire, et plus particulierement d’optgation combinatoire dans le cadre de la program-
mation linéaire en nombres entiers. Il s’agit d’'un cadem&yal de résolution de problemes d’opti-
misation dans lequel le probleme est formulé sous fornu@ grogramme linéaire, c’est-a-dire un
ensemble de contraintes linéai@s. . .Cy sur un ensemble fini de variables. ..z, a valeur dans
R et/ou dan<Z (dans ce cas, il s'agit d’'un programme linéaire en nombn¢iers), et une fonction
linaire@: R" — R appelée fonction objectif. Etant données les contraitit&airesC,,...Cny, et la
fonction objectifip, le but est de trouver une affectatigp. . . z, des variables conforme a leur domaine
de définition R ouZ), telle que les contraintes soient toutes vraies, et tekepg;, ... ,z;) soit mi-
nimal parmi les affectations qui respectent le domaine efaidion et qui satisfont les contraintes.
Si c’est un probleme de maximisation d’'une fonction liné® qui nous intéresse, il suffit d'utiliser
pour fonction objectify = —q.

La résolution d’'un programme linéaire qui ne comporte gavariables entieres peut étre faite
en temps polynomial [27]. De plus, des outils treés perfartmaomme CPLEX [5] ou XPress-MP [6]
permettent résoudre des programmes linéaires de taitlertante. Lorsqu’une partie ou la totalité des
variables sont entieres, les techniques de séparatievagiation (otbranch and boundn anglais)
permettent de trouver la solution par énumeération iigietite des valeurs possibles des variables
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entieres. Ces techniques sont relativement efficace nséeles ne sont pas en temps polynomial.
Les problemes d’ordonnancement s’expriment malheuneeiseavec des variables entieres, ce que
nous allons voir dans le cas particulier du probléme d’'ordmcement 2.1. Il est donc intéressant de
développer des algorithmes spécifiques aux problenmeda@hinancement. Nous verrons par exemple
dans la section 2.1.4 que le probleme d’ordonnancemermeitlétre résolu en temps polynomial.

Contraintes lin éaires propos ées

Soit(G,C,D) un systeme simple, d@ = (A, <). Nous allons donner dans la suite un ensemble de
contraintes linéaires dont les solutions correspondexiadonnancements réalisables(@&C, D).
Tout d’abord, nous supposons goe= |A| et A= { &,...,a, }. Sans perdre de généralité, nous
supposerons également dans ce qui suit que les duréé&sdtmn sont strictement positives, c’est-a-
direC > 0.

Les variables libres des contraintes linéaires pressnti-dessous sont de deux types. Les va-
riabless, i € {1,...,n} a valeur danR* (relation 2.5), représentent les dates de démarrage des
actions. Les variableg j, (i, ]) € {1,...,n} x {1,...,n}, i # ], a valeur dang0, 1}, codent les choix
d’ordonnancement. La variabig; vaut 1 si et seulement aj est ordonnancée avamt Puisque nous
considérons des ordonnancements sur une machine moeepeoc, pour tolit# j nous avons l'une
au l'autre des deux situations suivantes :

— soitz j = 1 etz;; = 0, qui correspond au cas ajest ordonnancée avaay;

— soitz ; = 0 etz;; = 1, qui correspond au cas @y est ordonnancée avaat
Dans la suiteM représente un entier suffisamment grand, par exeMpte Z Ca).

1<i<n
zj+zi = 1  V(i,j))e{l,...onpx{l...,n}.i#] (2.2)
zj = 1 V(i,))e{l....n}x{1,....n} .a<3q (2.2)

si—s—C(a) > M(z;-1)  VY(i,j)e{l,....n}x{L....n}.i#] (2.3)

D(a)-s—C(a) > 0 Vie{l,...,n} (2.4)
s € R" vie{l,....n} (2.5)
zj € {01} V(i,j)e{1,...,n}x{1,....n} . i #j. (2.6)

L'inéquation (2.1) exprime le fait que nous ordonnang¢eos une machine monoprocesseur.
Ainsi, nous avons forcément sa@jt; = 1 etz;; = 0, soitz j =0 etz;; = 1.

Linéquation (2.2) traduit les contraintes liees au dgw@gle préecédence. Ainsi, lorsgage< a;,
nous avons forcémers qui doit étre ordonnancée avamt Nous imposons dans ce cas la valeur
dez; : z; = 1. La valeur dez;; est dans ce cas également imposée du fait de la présence de
I'équation (2.1) zj; = 0.

L'inéquation (2.3) traduit I'ordre des actions en conitas sur les dates de démarrage, c’est-a-
dire traduit les valeurs des variablgg en inéquations sur les valeurs des varialleainsi, lorsque
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z.j = 1, nous imposons que la date de terminaison de I'a@ioriest-a-dires +C(a;), soit inférieure
a la date de demarrage de I'actiay c’est-a-dires;.

La relation (2.5) exprime simplement le fait que I'ordoncament ne peut pas démarrer avant
la date 0. Ainsi, nous imposons aux dates de démarsagkétre supérieures ou égales a 0.
L'inéquation (2.4) traduit le fait qu’'une action doit teimer avant son échéance, c’est-a-dirg; ) >
s +C(a) pour touti.

L'ensemble de contraintes linéaires ainsi obtenu corepdds variables a valeurs entieres :
z.j. Nous allons voir dans le suite comment calculer en tempgnpatial des ordonnancements

réalisables.

a | actionx | C(x) | D(x) |
grapheG a 1 5
b 1 5
b c c 1] 5

FIG. 2.4:Exemple de systeme paramétré.

EXEMPLE 2.4 Consictrons le systme simplgG = (A, <),C,D), compoé de trois actions A=

{a,b,c}, et dont le graphe de predence G, la fonction de dee d’'execution C et la fonction
d’écheance sont dorées dans la figure 2.4. Nous allons construire I'ensemble adegraintes
linéaires qui correspondent au pra@she d’ordonnancement de ce gyse simple (prokime 2.1).

Za,b+zb7a =1 (2-7)
ZoctZa = 1 (2.8)
Zet+zp = 1 (2.9)

Zap = 1 (2.10)

Zpe = 1 (2.11)
Sa—%—-C(b) = M( a) (2.12)
S—%—-C(a = M( b) (2.13)
Sa—%—C(c) > M(1-za) (2.14)
s—s—C(a) = M( ) (2.15)
$—%—-C(c) = M(1-zp) (2.16)
$—%—Cb) = M(1-2) (2.17)
D@a—sa—C(a) > 0 (2.18)
D(b)—s,—C(b) > 0 (2.19)
D(c)—s—C(c) > O (2.20)
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S %S € RT Vie{1,...,n} (2.21)
Zab, Zoa,Zac, Zeas ZocsZeh € {01} (2.22)

Correspondance entre le probl éme initial et les contraintes lin  éaires

Nous allons voir pourquoi I'ensemble des contraintesdirgs est une expression du probleme
d’ordonnancement 2.1. Pour ce faire, nous montrons qutir p@ toute solution de cet ensemble de
contraintes, nous pouvons construire une solution du enobld’ordonnancement, et réciproquement.

LemME 2.1 Lorsque la fonction de dée d'execution C est strictement positive, les dates de
démarrage sdes actions d’'une solution de 'ensemble des contraintésiies sont distinctes.

Preuve :Soitz j ets une affectation des variables vérifiant I'ensemble dereamtes linéaires. Soient
deux indices et j distincts. Grace aux equations (2.1) et (2.6), nous pasid&duire gue nous avons
soitz ;j =1etz;; =0, soitz;; =1 etz j =0 . Léquation (2.3) appliquée; siz ; = 1, ouz; Si
zji = 1 nous donne so#j —s —C(a) > 0, soits —s; —C(a;) > 0. PuisqueC > 0, nous obtenons
soitsj > §, soits > sj. Nous avons donc dans tous les gag s;. O

Soient z ; et 5 une affectation des variables vérifiant les contraintegdires. Nous al-
lons construire I'ordonnancement associé, qui sera un ordonnancement réalisabléGJ€, D).
Considérons une séquence d’actienslans laquelle les actions sont ordonnées selon les dates de
démarrages des actions. Le lemme 2.1 démontre l'unicité d’'une tadiguence d’actions. Nous pou-
vons définir de fagon plus formelle la séquencear la suite récurrente suivante :

a(l) = &, telques, =mini<j<pSj
a(k) a tel ques, = min, gens(k-1q) Sj-

LEMME 2.2 L'ordonnancementt ainsi cefini est tel que pour tout k k' nous avonsizy = 1.

Preuve :Soientk etk’ deux indices tels quk < k'. D’apres les équations (2.1) et (2.6), nous avons
soitz,, = 1, soitz, j = 1. Si nous aviong,, j, = 1, alors I'équation (2.3) nous donnersjt>s,,.
Or d'apres la définition des indicég et iy, nous savons qus, < s;. Nous avons donc forcément
z.,=1 0O

[l nous reste alors a vérifier que la sequeaa@nsi définie est bien un ordonnancement réalisable
de (G,C,D). Tout d’abord, montrons quens(ka) est fermé en arriere. Soiektc {1,....|a|} et
a(k) = a,. Soita, = a(k') telle quea;, < &,. Nous avons donc, d'apres I'equation 2z2,;, = 1.
Avec I'équation 2.3, nous obtenons :

S, —S, —C(&,) >0.

Puisque nous avons suppdSé> 0, nous en déduisons, > s, c’est-a-direk > k' du fait de la
définition dea. Ceci démontre que est une trace dgs,C, D). Puisquga| = n= |A|, nous pouvons
conclure quex est un ordonnancement ¢@8,C,D).
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Nous allons démontrer pour finir que est un ordonnancement réalisable (8C,D), c'est-
a-dire que les échéances de toutes les actions sonttespeSoik € {1,...,n}. Montrons que
D(a(k)) > C(ka).

Sik =1, puisques, > 0 (équation 2.5), et grace a I'équation 2.4 nous obtsimy@a;,) > C(a;, ).

Lorsquek > 1, nous utilisons les équations 2.2 afin de démontrer t@liodd ques, > s, ; +
C(* ). Pour ce faire, &crivons 2.2 pour les couplisi,), (i2,i3), . . ., (ik_1, i) :

S, — S, _C(ail) > M(l_ zil.iz)

S _Sz_c(aiz) > M(l_ziz,is)
St _Sk—z_c(aik—z) > M(l_zik—&ik—l)
Sk_sk—l_c(aik—l) > M(l_zik—bik)'

A l'aide du lemme 2.2, nous savons que le second membre dgalit€s précédentes est nul. En
sommant ces inégalités, nous obtenons :

s, —S,—C(“ ) >o0.
L'équation 2.4 appliquée a lindicé nous donneD(a, ) — s, — C(a,) > 0. Puisques, > 0
(équation 2.5), nous pouvons conclure :
D(aik) _Sl_c(kila)_c(aik) 0
D(a(k)) C().
Nous avons donc montré que lI'ordonnancenteassocié a une solution de I'ensemble des contraintes
linéaires est réalisable.

Réciproquement, si = &;,4&;, ..., est un ordonnacement réalisable, alors l'affectationvdes
riables suivante est une solution de I'ensemble des cotgslinéaires :

Sy = C(KG)

Z.i, = 1sik<Kk,O0sinon.

>
>

La veérification de la satisfaction des contraintes liresiest laissée en exercice.

2.1.4 Reésolution bas ée sur EDF

A présent, nous allons résoudre le probleme dordonsrment d'un systeme simple
(probleme 2.1) en utilisant un algorithme d’ordonnancetea hoc. Ce dernier est basé sur la regle
EDF (Earliest Deadline Firs), qui consiste a ordonnancer en priorité les actions tiecithéance est
la plus petite. Nous verrons que la complexité de 'al¢ponié d’'ordonnancement proposé est poly-
nomiale par rapport a la taille du systeme simple d'entré

Dans un premier temps, nous définissons la fonction d’ardocementts qui permet de
déterminer si un ordonnancement est réalisable ou nom: & ordonnancement donmé nous
verrons qu'il est possible de simplifier le calcul &x). Nous définirons ensuite la notion d’ordon-
nancement EDF. Nous verrons que les ordonnancements EDBonaux (dans un sens qui sera
précis€), et nous donnerons un algorithme de calcul d’darmancement EDF.
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Fonction d’ordonnancement ( tg)

Nous introduisons ici la notion de fonction d’ordonnancatrie Pour un ordonnancemeat la
valeurts(a) représente sanargedans une exécution des actions sans temps mort, selorel’dotiné
para, et démarrant a la date 0. Ainsi,tsfa) est négatif, 'ordonnancement n’est pas réalisable. Au
contraire, sis(a) est positif, il est possible de retarder la date de déemaradga) a la place de O,
tout en respectant les échéances.

DEFINITION 2.8 Soit(G,C,D) un syséme simple et un ordonnancement de G. Nou&fitiissons
la fonction d’'ordonnancementts assocéea (G,C,D) de la mangre suivante. Pour toute traae,
nous finissons :

et:
tS(C() = minlgkg‘a‘ tS(C()(k).

Le calcul dets(a) est basé sur les valeurga)(k), pourk € { 1,...,|a| }. La valeurts(a)(k)
représente la marge de la traaepar rapport & 'echéandg(a(k)), c’est-a-dire la date au plus tard &
laquelle la tracéx peut s’exécuter tout en respectant I'échéabge(k)). La valeurts(a) doit prendre
en compte toutes les échéané¥®i(k)), ke { 1,...,|a| }. Elle est donc calculée comme la marge
minimale par rapport a toutes les échéariaas(k)).

PROPOSITION 2.1 Soit(G,C,D) un syseme simple. Un ordonnancemengst iealisable si et seule-
ment si :

ts(a) > 0.

Nous notonseal(G,C, D) 'ensemble des ordonnancemenésilisables déG,C,D).

Preuve :Soita un ordonnancement. Par définitianest réalisable si et seulement si :

vke{1,...,]a] } .D(*o) > C(n)
vke{1,....la|}.D(o)—C(n) >0
vke{1,...,]a| }.ts(a)(k) >0
MiNy<i<jal ts()(K) = 0

ts(a) >0. O

t 0

La proposition précédente montre comment la fonctiomdtionancemertt peut étre utilisée afin
de déterminer si un ordonnancemergst réalisable ou non. Son calcul est effectué par un noimm
entre|a| valeurs. Nous allons voir dans la suite comment réduireolabre de valeurs intervenant
dans ce calcul de minimum.
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EXEMPLE 2.5 Reprenons I'exemple 2.3. Considns les ordonnancemerts = abcegd f eti, =
abd fceg. Nous avons vu qog est ealisable. Nous devons donc avagjfot; ) > 0. Calculons §(a) :

ts(a;) = mini<x<7 D(abcegd §) — C({abcegd §)
= min{ D(a) —C(a),D(b) — C(ab),D(c) — C(abc),D(e) — C(abce,D(g) — C(abceqg,
D(d) —C(abcegd,D(f)—C(abcegdf }
= min{1-1+0—3 +0—440—-58-7,9-9 +0—-12}
= min{ 0,400,400, 4001 0,+c0 }
= 0.

L'ordonnancementi,; n’est pas éalisable. Ainsi, nous devons avoijfd,) < O, ce qui est confiri@
par le calcul de ¢(ay) :

ts(0z2) = minj<x<7 D(Nabd fceg) — C(abd fceg)
= min{ D(a) —C(a),D(b) —C(ab),D(d) — C(abd),D(f) — C(abd f),D(c) —C(abd fo),
D(e) —C(abd fcg,D(g) —C(abd fceg }
= min{1-1+4+0—-39-5+0—8 400—9 +0—108-12}
= min{ 0,400,3 400,400, 0o —4 }
= —4

Pour un ordonnancement et des dates d'échéancBsdonnées, certaines échéances sont plus
difficiles a satisfaire que d’autres. Nous définissonssdes qui suit le sous-ensemble d’indices
critiquep (a), dans lequel les indices des échéances les plus faciessiaire ont été retirées.

DEFINITION 2.9 Soit(G,C,D) un systme simple et une €£quence d’actions. Nougfinissons le
sous-ensemble d’indicesitiquep(a) C { 1,...,|a| } de la mangére suivante :

critiquep(a) = { k| vk’ > k. D(¥a) > D(*a) }.

Le calcul decritiquep (0) est réalisé en éliminant les indicegqui correspondent a des échéances
D('a) dont nous savons qu'il existe un indice supéri¢us i qui correspond & une échéariéa)
plus petite P(Ja) < D('a)). En effet, sij > i etD(Ja) < D(a), 'echéanceD (o) est forcement plus
difficile & satisfaire que I'echéand2('a). Autrement dit, le respect d&(la) implique le respect de
D(a), c’est-a-direts(a)(j) < ts(a)(i), ce qui motive la proposition suivante.

PROPOSITION 2.2 Soit(G,C,D) un syseme simple, et sa fonction d’ordonnancement. Nous avons
alors :

ts(0) = Ming<k<ja| ts(a) (k) = minkecritiqueD(a) ts(ar) (k).

Pour démontrer la proposition 2.2, nous démontrons dthlom résultat intermédiaire concer-
nant les échéancés et le sous-ensemble d’indicestiquep (o). Ce résultat est donné par le lemme
suivant.
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LeEMME 2.3 Soit (G,C,D) un systme simple etr un ordonnancement de G. Considns une
écriture ordon@e de I'ensembleritiquep(a), critiquep(a) = { ki,...,kn }, dans laquelle m=
|critiquep ()| et les valeurs kveérifient k < ki;1 pour tout i. En posant k= O, I'ensemble
critiquep (0) = {Ki, ..., kn} Verifie alors :

vk ki1 < k<k = D(a(k)) = D(a(k)).

Preuve du lemme 2.3Nous démontrons le résultat par I'absurde. Suppo&xiegk;)) > D(a(k)).
Soitk’ le dernier indice tel que < k' < k; et :

D(a(k')) =min { D(a(k)),D(a(k+1)),...,D(a(k — 1)) }.

Remarquons que :

D(a(k)) > D(a(k)) > D(a(K)). (2.23)
Nous avons donc :
Vie{kK+1,....k—1}.D(a(l)) > D(a(K)). (2.24)
Puisquek; € critiquep(a), et par (2.23) nous obtenons :
VI >k . D(a(l)) > D(a(k)) > D(a(k')). (2.25)

Ainsi, par (2.24) et (2.25) nous avons :
vl > K .D(a(l)) > D(a(k)) > D(a(k)).

Ceci demontre qu € critiquep (a). D’ou une contradiction. O

Preuve de la proposition 2.2Soitk € {1,...,|a|} un indice tel quek ¢ critiquep(a). Nous
allons demontrer qu'il existl € critiquep () tel quets(a) (k) > ts(a)(k'). Puisquek ¢ critiquep (a)
et|a| € critiquep (), nous avonk < |a|. Soitk’ I'indice défini par :

K = miny -y K’ € critiquep (a).
Remarquons quék’ € critiquep(a) | k' > k } est non vide puisqu’il contierjitr|. Nous avons :
ts(ar) (k) = D(a(k)) —C(‘a).

Commek’ > k, nous obtenons ts(a)(k) > D(a(k)) — C(Ka). D’apres le lemme 2.3, nous avons
egalemenD(a(k)) > D(a(K')). Ceci permet de conclure :

ts(a) (k) > D(a(K)) —C(*a) =ts(a)(K). O

EXeEmMPLE 2.6 Reprenons le sy&ine simpléG,C, D) et 'ordonnancement, de I'exemple 2.5. Cal-
culons I'ensembleritiquep (a2) :

critiquep(az) = { 1,7 }.
Ainsi, le calcul ded(ay) se rangéne simplemerit :

ts(az) =min{ D(a) —C(a),D(g) —C(abdfceg } =min{1-1,8—12} = —4.
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Ordonnancements EDF

Intuitivement, en ordonnancgant les actions les plus uegean premier, nous pouvons espérer
gu'il sera facile de respecter les échéances. Une telldaread’ordonnancer est dite EDEdrliest
Deadline Firs). Dans un ordonnancement EDF, les actions dont I'écleaont les plus petites sont
ordonnancées en priorité. Les ordonnancements EDF saramment employés pour répondre a des
problemes d’ordonnancement dans lesquels les contsaote des échéances a respecter [16].

DEFINITION 2.10 Soit(G,C,D) un syséme simple. Nousafinissons la fonction éctéance D in-
duite par G et D de la masre suivante :

D*(a)=min{D(@) |d =a Vv a<ad}.
Nous dirons alors qu’un ordonnancemeantest un ordonnancemem®DF par rapporta la fonction
d'écheance D si: ‘ ‘
i<j= D*(a) <D*(a).
Nous noton&DF(G, D) I'ensemble des ordonnancements EDF du graphe G et |la fondigzheance
D.

De nméme, nous dirons qu’un prolongement d’'une tracea dans le graphe G edEDF par
rapport a la fonction décheance D s’ est un ordonnancement EDF du graplésiduel de G aps

'exécution den.
? 1 ? l

+00 400 8 8

D D*

FiG. 2.5:Exemple de rétro-propagation des échéances dans uneggrap

La fonction d’eéchéancB* est issue d’'une “rétro-propagation” des échéanceialigst Pour une
action a donnée, la valeub*(a) représente une synthese des échéances de toutesites afti
dépendent da. Afin de prendre en compte la contrainte la plus forte, cettéh@se est réalisée par
un minimum. La fonctiorD* peut étre utilisee pour définir des priorités inversasles actions de
A : une actiona est plus prioritaire qu’une actiol si D*(a) < D*(b). Un ordonnancement obtenu
en appliquant de telles priorités est appelé ordonnaanefEDF. Nous verrons dans la suite que les
ordonnancements EDF sont optimaux, dans un sens qui sariaér’
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Lafigure 2.5 reprend I'exemple de la figure 2.2. Elle fourmie comparaison entre les échéances
initiales D et les échéances rétro-propagé&es Un ordonnancement EDF du graphe est donnég, par
exemple, pao = abcegd f

PROPOSITION 2.3 Soit (G,C,D) un syskme simple, Dla fonction décleance induite par G et
D. Alors l'ordre <gpr est compatible avec I'ordre initiak du graphe de prcdédence G= (A, <),
c’esta-dire :

a<egprb = b4a

DEFINITION 2.11 Soit(G,C,D) un systme simple. Consgions la relation déquivalence=p- sur
les actions A éfinie par :
a=p-b < D*(a) =D*(b).

Nous dirons que la partition A..A_ de A induite par la relation dquivalence=p- est lapartition
induite par D*. Nous appelleronslasse EDFun élement Ade la partition.
La fonction D' est constante sur une classe EDfRous noterons OA;) la valeur prise par D
sur A, c’esta-dire :
Vac A .D*(a) =D"(A).

La fonction D* induit une partition de I'ensemble des actioAsen classes dont les actions
ont méme niveau de priorité vis a vis d’EDF. Nous allong dans la suite quelques propriétés
élémentaires sur les ordonnancement EDF. Ces derrdéczsilent directement des définitions des
classes EDF et des ordonnancements EDF.

EXeEmMPLE 2.7 Reprenons le sysine simpl€G,C,D) de I'exemple 2.2. La fonction‘Dassocge a
D est donie par la figure 2.5. Elle induit la partition A={ a }, Ao={ b,ceg }, As={d },
A4 ={ f } de 'ensemble des actions A. Celle-ci est esgamée dans la figure 2.6.

FIG. 2.6: Partitionnement du graphe selon les échéances propagée
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PROPOSITION 2.4 Soit(G,C,G) un syséme simple. Congagons la partition A...A_ induite par
D* telle que celle-ci soiécrite parécteances croissantes, c’edtdire D*(A;) < ... < D*(A_). Nous
avons les @ésultats suivants.

1. L’ensembl&DF(G, D) des ordonnancements EDF de G est aussi 'ensemble de toursltes
nancements du grapi&/A;)(G/Az) ... (G/AL).

2. N'importe quel ordonnancement ERFpeut sécrire a = a1...0., oU pour tout |,oq est un
ordonnancement de 3y .

3. Pour un ordonnancement EDE, I'ensemblecritiquep(a) peut sécrire critiquep(a) =
{ |A1|,|A1UA2|,...,|A1UA2U...UA|_| }

Preuve de la proposition Les deux premiers points découlent directement des téfigi2.10 et
2.11.

3. Soita un ordonnacement EDF. D’apres le 2, tout ordonnancememtERecrita = ay...0y,
ou 0, est un ordonnancement de la claggeet A4, ...,A_ est une partition ordonnée des actidqs
c’'est-a-direD(A1) < D(A2) < ... < D(AL).

Soit k un indice de la formek = |a;...oqf, | € { 1,...,L }. Nous avonsD(a(k)) =
D(A), et pour toutk’ > k, nous avonD(a(k')) € { D(Ai+1),D(Ai+2),...,D(AL) }. La partition
étant ordonnée, nous en déduisons @e(k)) < D(a(k')), c'est-a-dire quek € critiquep(a).

Commek est un indice quelconque de la forrke= |a1...a;| = |A1...A], nous avons démontré
{ |A1l,|A1A|,...,|A1A2...AL| } C critiquep(a). L'égalité s’obtient en remarquant pour pour
tout indice k tel que |a;...0_1] < k < |ag...a¢]. Il existe donck' = |az...0q|. tel que

K > k et D(a(k’)) = D(a(k), c'est-a-direk ¢ critiquep(a). Ceci termine la démonstration de
{ 1AL, |ALAS ], ... |ALA2. . AL| } = critiquep(a) O

EXemMPLE 2.8 Reprenons le sysste simpléG,C,D) de I'exemple 2.2. La fonction &teance D
induit la partition A ={a}, A, ={byceg },As={d}, A,={ f } de 'ensemble des actions
A est telle que D(A;) < D*(A2) < D*(A3) < D*(A4). Ainsi, les ordonnancement EDF de G par
rapporta D sont de la forme = aa’d f, aua’ est un ordonnancement d¢'&, c’esta-dire a’ = bceg
ou a’ = cbheg. Ainsi, les ordonnancements EDF de G par rappol sont soito; = abcegd f, soit
oo = achegd f.

PROPOSITION 2.5 Soit (G,C,D) un systme simple ett un ordonnancement. Nous avons les
résultats suivants.

1. D*<D.

2. critiquep(a) = critiquep- ().

3. Pour tout ke critiquep(a), D(a(k)) = D*(a(k)).

Afin de simplifier la démonstration de la proposition 2.5usa@émontrons d’'abord un résultat

concernant les fonctions d’échéariget D*. Celui-ci montre que le minimum des fonctiobset D*
sont identiques sur un suffixe de
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LEMME 2.4 Soit(G,C,D) un syseéme simple ett un ordonnancement. Pour toutk{ 1,...,|a| },
nous avons :
ming sk D(a(K)) = ming>x D*(a(K)).

Preuve du lemmePuisqueD* < D, nous avonsnin;>x D*(a(l)) < min;>x D(a(l)). Soitk’ > k tel
queD(a(K')) =min;>x D(a(l)). Soita= a(k'). L'indice K’ vérifie alors :

D*(a(K')) = D*(a) = ming.y D(&).

Puisquen est un ordonnancement @ pour touta’ tel quea < &, il existel > k' tel quea = a(l).
Nous avons donc :
D*(a(k)) > min { D(a(l)) || >k }.

Puisquek’ > k, nous obtenonmin { D*(a(l)) || >k } >min {D(a(l)) |1 >k }. O
Preuve de la proposition 2.51. Soita € A une action. Commec {a |a@ =a Vv a<4& }, nous
avons :

D*(a) = Ming—a v axa D(@) < D(a).

Ceci demontre quB* < D.

3. Tout d’abord, nous allons démontrer que pour togteritiquep (o), D(a(k)) = D*(a(k)). Soit
k € critiquep (a). Puisquek € critiquep (0) nous avons, pour tol > k, D(a(k')) > D(a(k)). Nous
en déduison®(a(k)) = min { D(a(k')) | K >k }. Par le lemme 2.4, nous obtenons :

D(a(k)) = min { D*(a(K)) | K > k} < D*(a(K).

D’apres le 1 de la proposition, nous avdd$ < D. Nous pouvons ainsi conclure qiEa(k)) =
D (a(k)).

2. Démontrons d’abord queitiquep. (0) C critiquep (o). Soitk € critiquep- (a). Nous avons, pour
toutk’ > k:

D*(a(k)) < D*(a(k))).

PuisqueD* < D, nous avons en particuli@*(a(k')) < D(a(k')). De plus, puisqu& € critiquep.: (a),
nous avond(a(k)) = D*(a(k)) (3 de la proposition). AinsD(a(k)) < D(a(k')), c’est-a-direk €
critiquep ().

Démontrons queritiquep (a) C critiquep-(a). Soitk € critiquep (a). Puisquek € critiquep (),
nous avons :

D*(a(k)) = D(a(k)) < min { D(a(K)) | K >k }.

En utilisant le lemme 2.4, nous obtenod$(a(k)) < min { D*(a(k')) | K >k }, c’'est-a-direk €
critiquep- (a). Nous avons ainsi démontré gerétiquep (a) C critiquep-(a). O

PROPOSITION 2.6 Soit (G,C,D) un syseme simple ettla fonction d’ordonnancement qui lui est
assocee. Alors la fonctionitassoceea (G,C,D*) est telle que, pour toute ordonnancement

ts(0) =t ().

Nous avons doneal(G,C,D) = real(G,C,D*).
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Preuve de la propositionLa résultat découle directement de ceux introduits damsdposition 2.5.
En effet, nous avons :

ts(0) = MiNceritique, @ D) —C(0) = Min eritique, @ D(@(K) —C(a¥) et
ts(@) = mincritique,. (o) D* (o) —C(a¥) = MiNcritique.. (o) D*(a(k)) —C(a").
D’apres la proposition 2.5 nous avoeritiquep (o) = critiquep- (), et pour touk € critiquep (0) nous

avonsD(a(k)) = D*(a(k)), nous pouvons conclure :

t5(0) = Miny_critique, (@) D((K) —C(a¥) =ts(a). O

PROPOSITION 2.7 Soit(G,C,D) un syseme simple. Alors les ordonnancements EDF maximisent la
fonction t, c’'esta-dire qu’'un ordonnancement EDéepr est tel que pour tout ordonnancement
nous avons :

ts(aepF) > ts(a).

La preuve de la proposition est basée sur le lemme suiMasiadit d'un résultat sur I'échange
de deux actions indépendantes et consécutives d’'un wagdaement, lorsque les échéances sont in-
versées.

LemME 2.5 Soita un ordonnancement tel qu'il existe deux actions éoungives et inédpendantes
a=oa(i) et b=a(i+1), telles que leursecleances sont inveggs, c’est-dire D(a) > D(b).
Consicerons I'ordonnancemertt’ dans lequel a et b so@changes, c'est-dire a’(j) = a(j) pour
tout j¢ {i,i+1},a'(i)=beta’(i+1) =a. Alors:

ts(a’) > ts(a).
Preuve du lemmeNous avons :

ts(a)(i) = D(a)—C(f_la)—C(a)
ts(@)(i+1) = D(b)—C(~a)—C(a)—C(b).

Nous en déduisons que :
t(0) (i) > to(ar) (i +1). (2.26)

Nous avongs(a’)(j) =ts(a)(j) pour toutj, sauf pourj € {i,i+ 1} :

Ainsi, nous avons :

ts(o) (i + 1) (2.27)
ts(0) (i +1). (2.28)

(AVARAV
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Nous déduisons ainsi de (2.26),(2.27) et (2.28), que :

Ming oo (@) () > Minycjpq ts(@)(j)
ts(a’) > tg(a). O

Preuve de la proposition 2.7 Nous appliquons le lemme 2.5 comme suit. Soitin ordonnance-
ment quelconque, @tzpr un ordonnancement EDF. Il est possible d’'obtenipe a partir dea en
commutant successivement des actions consécutivesdgmithéancds* inversées. O

La proposition 2.7 montre que les ordonnancements EDF sopt@ui maximisent la fonctiota.
Ainsi, s'il existe un ordonnancement réalisable, n’intpayuel ordonnancement EDF sera réalisable.
Les ordonnancements EDF répondent donc au probleme lderobe d’ordonnancements réalisables
d’'un systeme simpléG,C,D). De plus, nous allons voir que le calcul d'un ordonnancentsDi
peut étre fait en temps polynomial.

EXeEmMPLE 2.9 Reprenons le sy&tne simpléG,C, D) défini dans I'exemple 2.2. Nous avons vu dans
I'exemple 2.8 que les ordonnancements EDF de G par rappddt sont soita; = abcegd f, soit
0, = acbegd f. D’apés la proposition 2.5, nous avons :

critiquep (a11) = critiquep(az) ={ 1,5,6,7 }.
Ainsi, nous avons :
ts(01) =ts(a2) =min{1-1,8-7,9—9,+00—12} =0.

Or la fonction d’'ordonnancement est telle quegt< 0. En effet, puisque @) = 1 et C(ag) = 1,
nous avons pour tout ordonnancemernt

ts(t) < ts(a) (k) = D(a1) — C(a¥) < D(ay) — C(ay) = 0

ou k est la position dejadans I'ordonnancemert, c’esta-dire a(k) = a;.
Ainsi, les ordonnancements EDF maximisent la fonctiondionancement;fpour ce systme
paranetré (G,C,D) particulier.

Algorithme d’ordonnancement propos &

Nous proposons ici un algorithme d’ordonnancement quiuég probleme de I'ordonnancement
d’'un systeme simpléG,C,D) par le calcul d'un ordonnancement EDF. Etant donné uresyst
(G,C,D), I'algorithme procede d’abord a une rétro-propagaties échéances, c’est-a-dire au calcul
de la fonctionD*. Les actions sont ensuite ordonnées en respectant lesiocoes de précédence
imposées pat et I'ordre induit paD*.

Nous donnons d'abord I'algorithme de calculldie appeléRetroEcheancedigure 2.7). Il s'agit
essentiellement d’'une boucle dont le nombre d'itératiesiseégal au nombre d’actions du systeme
simple (G,C,D). Le sous-ensemble d’actiori® correspond aux actions qui n’ont pas encore été
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traitées. Celui-ci est initialisé A au demarrage de l'algorithme. Le sous-ensengbtie R contient
les actions dont tous les successeurs ont déja étestréditchaque itération, le corps de la boucle cal-
cule la valeuD*(a) d’'une actiona de S. L'ensembleS est re-calculé & chaque fois, afin de simplifier
I'ecriture de l'algorithme. Cependant, il est possibléwter ce calcul complet en mettant a jdia
chaque fois qu’une actiomest traitée.

L'algorithme RetroEcheances une durée d’exécution polynomial en la taille de l'imst@
d’entrée. En effet, il est constitué d’'une boucle priadgpdont le nombre d'itérations est égal au
nombre d'actiongA|. De plus, les calculs effectués dans le corps de la bouelst-a-dire le calcul
d’'un minimum et des successeurs des actions non encoéeaiont de durée polynomiale.

RetroEcheancg& = (A, <),D)

R:=A

tant que (R # 0) faire
S:={acR]|succgr(@a) =0}
choisirae S
D*(a) :=min { D(a) }U{ D*(&) | & € succg(a) }
R:=R\{a}

fin tant que

retourner D*

fin RetroEcheance
FiG. 2.7: Algorithme de calcul de la fonctioD*.

FiG. 2.8: Exemple d’ensembleR et Sconsidérés par I'algorithmi@etroE cheances

Nous donnons ensuite I'algorithme d’ordonnancement distesne simpléG,C,D) dans la fi-
gure 2.9. Puisque l'algorithme calcule un ordonnancem@&, it n’utilisera pas la fonctior€. L'al-
gorithme calcule d’abord la fonctidd* par un appel ®&etroE cheancedécrit ci-dessus. Ensuite, une
boucle permet de construire un ordonnancement EDF. Cigdigt-itérée autant de fois que le systeme
comporte d’actions. Pour finir, I'algorithme calcul¢a) afin de savoir si 'ordonnancemeatEDF
ainsi calculé est réalisable. &iest réalisable, la fonctio®rdonnancerEDFetourne I'ordonnance-
menta. Sinon, la fonction retourn@, ce qui signifie qu’il n’existe pas d’'ordonnancement &athie
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pour le systeme simplEs,C,D) donné en entrée.

OrdonnancerEDRG = (A, <),C,D)
D*(a) := RetroEcheancé&, D)
a:=¢
R:=A
tant que (R # 0) faire
S:={aeR|predg/r(a) =0}
choisirae S| D*(a) = minges D*(&)

o:=aa
R:=R\{a}
fin tant que

si (ts(a) > 0) faire retourner a
sinon faire retourner 0

fin OrdonnancerEDF
FIG. 2.9: Algorithme de calcul d’'un ordonnancement EDF.

2.2 Contr dle de qualit é sans incertitude

2.2.1 Définition du probl éme

Dans cette section, nous considérons des systemes dguslieles durées d’exécution dépendent
directement d’un parametre entier, appelé parametgeidiété g< Q. Le probleme d’ordonnancement
de la section 2.1.2 est un sous probleme du probleme queprésentons ici, et correspond au cas
ou I'ensemble des niveaux de qualkiéest tel queQ| = 1, c’est-a-dire qu'il n'y a pas véritablement
de choix concernant les niveaux de qualité.

Dans cette section, nous considérons des durées digxéparamétrées par les niveaux de qua-
lité, c’est-a-dire des fonction€ de la formeC : A x Q — R*. L'objectif est alors non seulement
de respecter les échéand2smais également de maximiser la qualité globale, dan®ns gui sera
précisé plus tard. Le probleme d’ordonnancement cotapimmc deux dimensions de choix : le choix
de l'ordre, et celui des niveaux de qualité. Nous verromssdia suite que les choix de niveaux de qua-
lité rendent le probleme NP-complet.

DEFINITION 2.12 Nous dirons que le quadrupléG,C,D, Q) est unsyséme parangtré si:
1. G= (A, <) est un graphe de padence.
2. QC N est un ensemble fini de niveaux de g@alMlous noteronsg, = MiNgeq q et Gnax =

MaXgeq d.
3. D est une fonction écteance, c’esk-dire une fonction de la forme DA — R U { 4 }.

4. C est une fonction de dee d'execution pararédtrée, c'esta-dire une fonction de la forme
C:AxQ—RT, telle que pour tout & A, la fonction g— C(a,q) est croissante.
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DEFINITION 2.13 Une affectation de qualite est une fonctiord, éventuellement partielle, de la
formeb: A — Q.

SoitC: Ax Q — R une fonction de durée d’exécution. Comme nous I'avortsifais la section
précédente, nous étendons la foncti®aux couples de séquences d'actions et aux affectations de
qualité. Soito une séquence d’'actions deet6 une affectation de qualité définie sems(a). Nous
définisson<(a, 8) de la fagon suivante :

C(a,0) = z C(af(i),B(af(i)).

1<i<la|

En particulier, étant donné une actiag A, la séquence = ade longueur 1 permet de défii(a, 0)
commeC(a,6(a)).

DEFINITION 2.14 Soient(G,C,D,Q) un syskme pararétré, o une trace de G e une affectation
de qualieé. Nous dirons que que le couple,B) est unetrace de (G,C,D,Q) si 6 est ckfinie sur
ens(a). Si de plusx est un ordonnancement de G, nous dirons (ueé) est unordonnancement
de(G,C,D,Q). Dans ce cas est une fonction totale A Q.

Nous dirons qu’un ordonnancemeftt,8) est un ordonnancemenéalisablede (G,C,D,Q) si
toutes lescheances sont respas, c'est-dire :

D(a) > C(fa,8).

Nous noteronseal(G,C,D, Q) I'ensemble des ordonnancemenéalisables du sy8te pararétré
(G7C7 D?Q)

Pour un systeme paramétré, un ordonnancement n’essgilisment une séquence d’actions
comme cela pouvait étre le cas pour les systemes simphgs,un couplga,8) ou a est un ordon-
nancement du graph@ est6 une affectation de qualité définie siitout entier. Un ordonnancement
(a,0) est réalisable si les actions respectent leurs échgaeneonsidérant que la durée d’exécution
deac AestC(a,6(a)).

PROBLEME 2.2 (ordonnancement d’un systme paranétré) Soit (G,C,D,Q) un systme pa-
ramétré tel que G= (A, <). Nous cherchons un ordonnancemémt6) de (G,C,D, Q) tel que :

1. (a,8) est un ordonnancemengalisable dgG,C,D, Q).
2. C(a,8) soit maximal parmi les ordonnancemenéslisables d€G,C, D, Q), c’esta-dire :

C(a,0) = max{ C(da’,0') | (o’,0') € real(G,C,D,Q)}.

3. L'affectation de qualé 6 est la plus eguliere possible, c’eskdire que les fluctuations de
niveaux de qualé sont minimales parmi les ordonnancements qui maximis@ntgq. Il existe
differents crieres pour mesurer laggularite de l'affectation de quakt6. Par exemple, Ecart
type ou encore la variance de I'affectati@pourraientétre utilises pour mesurer laggularite
de®.
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Dans le probleme d’ordonnancement d’'un systeme parém@ous cherchons non seulement
a respecter les échéances, mais aussi a utiliser awrn@suessources de calcul. Le respect des
échéances correspond simplement aux respect des otegreemps-réel définies par 'utilisateur. En
ce qui concerne l'utilisation des ressources de calculs mows intéressons a deux criteres.

— Le premier concerne ['utilisation de la plate-forme, go@simesurons par la quanti&a, 6).
Puisque les durées d’exécution sont des fonctions enaiies du niveau de qualité, en maximi-
santC(a,8) nous maximisons aussi les niveaux de qualités qui sonsishpar le controleur.
Nous supposons de plus que la précision des traitemengdcetqui sont implémentés dans
I'application est aussi une fonction croissante des nixeguqualité.

— Le second critére est la régularité de l'affectationggdlité. En évitant les fluctuations des
niveaux de qualité choisis par le contrbleur, nous chmmsha garantir une qualité constante
des traitements mis en ceuvre dans I'application.

Nous considérons que la combinaison des deux criteeeg€gents permet, dans une certaine mesure,
une qualité de service finale maximale.

2.2.2 Reésolution al'aide de contraintes lin éaires

Nous allons donner le programme linéaire qui correspongrableme d’ordonnancement. Dans
toute cette section, nous supposerons que les fonctiorsC(a,q) sont linéaires. Dans le cas
contraire il n’est pas possible d’exprimer le problemessimume de programme linéaire. Nous devons
également définir une fonction objeaif

Programme lin éaire propos é

Le programme linéaire est trés proche de celui qui ai&segmté dans la section 2.1.3. [l comporte
les variables libres supplémentaiea valeur dan<Q (voir équation 2.35), qui correspondent aux
niveaux de qualité des actiomas Ainsi, la correspondance entre les variabdest I'affectation de
gualité considérée est donnée farm; — q. Les durées d’exécution sont bien entendu exprimées en
fonction des niveaux de qualitgschoisis pour les actions.

La fonction objectifg: Q" — R donne la qualité globale de I'ordonnancement en foncties d
niveaux des qualitég, .. .,qn. Le choix de la fonctionp est traité dans la suite. Dans le programme
linéaire suivantM représente un entier assez grand, par exeiple Z C(&,qmax)-

1<i<n
zZj+z; = 1 V(i,j)e{1,...,n} x{1,....,n} .i#j (2.29)
z; =1 V(i,j)e{l,...,n} x{1,....n} .& < g (2.30)

si—s—C(a,q) > M(1-z;) V(,j)e{l,...,nfx{1,....,n}.i#] (2.31)
D(a)—s—C(a,q) > 0 Vie{l,...,n} (2.32)

s € Rt Vvie{1l..,n} (2.33)
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zj € {01} V(@i,j)e{1,....,n} x{1,....,n} .i#] (2.34)
g € Q vie{l,...,n} (2.35)
max @1, -..,0n). (2.36)

Fonction objectif @

Pour étre conforme avec la définition du probleme d’ordotement 2.2, nous devons choisir
comme fonction objectifp la fonction qui associe la somme des durées d’exécutisradionsa; a
leur niveau de qualitg;, c’est-a-dire :

O, -,0h) = > Cla,a).

1<i<n

Puisque les fonctiong — C(&;,q;) sont linéaires, nous obtenons une fonction objeglifieaire.

Cependant, la résolution du probleme a I'aide d’'un pragne linéaire nous laisse la possibilité
de choisir n'importe quelle fonction objectf, pourvu que celle-ci soit linéaire. Il est par exemple
possible de choisir la somme pondérée de tous les niveagualite, c'est-a-dire :

®0,---,0) = > kig.
1<i<n
Bien entendu, dans ce cas, la solution obtenue a I'aide alyraimmme linéaire pourra ne pas étre une
solution du probleme d’ordonnancement 2.2. Mais la Ibele pouvoir choisir sa fonction objectif
est intéressante lorsqu’on souhaite raffiner les cstéfeptimisation sans changer I'algorithme de
résolution du probleme.

2.2.3 Complexit é du probl eme

Le probleme d’ordonnancement 2.2 peut se ramener, lof§@jue 1, au probleme d’ordonnan-
cement 2.1. Ainsi, lorsqu)| = 1, le probleme est de complexité polynomiale. Nous allaisque
le probleme devient NP-difficile dans le cas général|@[est quelconque.

PrRoPOSITION 2.8 Le probEme d’'ordonnancement 2.2 est NP-difficile.

Pour démontrer que le probleme d’'ordonnancement 2.2 Bsilifficile, nous allons réduire le
probleme du sac a dos, appelé également problemeanNiPBCKING, dans le probleme d’ordonnan-
cement 2.2. Le probleme du sac a dos étant lui-méme HieHéi nous pourrons conclure que le
probleme d’ordonnancement 2.2 est NP-difficile.

Nous donnons d’abord une définition du probleme dw-BACKING. Une instance de ce
probleme est composée d’'un ensemble fini d’obfetsd’une fonctionv: O — N donnant le vo-
lume de chaque objet, et d’un volurequi représente le volume du sac a dos. Le but est alors de
trouver un sous-ensemble d’objefs)’) tel que son volume total soit borné paset soit maximal.
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DEFINITION 2.15 (probleme du BN-PACKING ) Soit Iinstance(O,v,V) telle que :
1. 0O={o04,...,0q } estun ensemble fini d’objets.
2. v: O — N est une fonction associaattout objet 0 son volumg®).
3. V € N représente le volume du saados.

Etant don& une telle instance, le praiasine duBIN-PACKING consistea trouver un sous-ensemble
d’objets O’ C O tel que son volume total @) soit inferieur ouégal au volume du sacV, c’eatdire :

V> v0)=% V(o)

o0

et tel que ce volume soit maximal, c'@stire que s'il existe un sous-ensemble d’objetsC O de
volume total yO”) inférieur ouégala V, alors le volume total d& est au moins aussi grand que
celuideO” :

V > v(0") = v(0)>v(0").

Le principe de la réduction de probleme duNBPACKING dans le probleme d’ordonnance-
ment 2.2 est d'associer a toute instan@ v,V) du probléeme du Bv-PACKING une instance
(G=(A,<,C,D,Q) = w(0,v,V) du probleme 2.2. La construction préecédente peut éaksée en
temps polynomial en la taille de l'instan¢®,v,V), c’est-a-dire quep est calculable en temps po-
lynomial en la taille de son entrée. Il s’agit donc d’'unduétion polynomiale. Cette réduction ainsi
gue la demonstration de la proposition 2.8 est laissé@pexa.

2.2.4 Reésolution bas ée sur EDF
Fonction d’'ordonnancement ( tg)

Nous étendons ici la notion de la fonction d’ordonnancenggre nous avions donnée dans la
section 2.1.2.

DEFINITION 2.16 Soient(G,C,D, Q) un syséme pararatré et(a, 8) une trace déG,C,D, Q). Nous
définissons ldonction d’ordonnancementassoceea (G,C,D, Q) de la fagon suivante :

ts(a,0)(k) = D (‘) — C('w, 6)

et:
tS(C(,G) = minlgkg‘q‘ ts(ave)(k)

PROPOSITION 2.9 Soit (G,C,D,Q) un syskme pararatre. Un ordonnancementa,f) de
(G,C,D,Q) est falisable si et seulement sjd,0) > 0.
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Preuve :La démonstration est similaire a celle donnée pour la@sidion 2.1. Soi{a,8) un ordon-
nancement déG,C, D, Q). Par définition,(a, 8) est réalisable si et seulement si :

vke{1,...a|}.D(n) >C(k,0)

& vke{1l...,|a|}.D(a)—C(0,8) >0
& vke{l...,|a]}.ts(a,8)(k) >0

& minjc<iq ts(a,8)(k) > 0

& t5(a,0) >0. O

PROPOSITION 2.10 Soit (G,C,D, Q) un syseme pararatré. Un ordonnancemerttr,8) est un or-
donnancementéalisable de(G,C,D,Q) si et seulement si est un ordonnancemengalisable de
(G,Cg,D), ol Gy est la fonction de d@e d’execution non parai@trée suivante :

Co(a) =C(a,6(a)).
De plus, §(a,0) = ts(a), ou ts(a) est calcué avec la fonction d’ordonnancement asgeca

(G,Ce,D).

Preuve :Nous allons montrer quig(a, 8) =ts(a), outs(a) est calculé avec la fonction d’ordonnan-
cement associée(&,Cq, D).

ts(0,0) = minjk<|q D("a) —C(1,6)
= Minj<y<|q D) — > Cla(i), 8(a(i))

1<i<k

= minl§k§|q| D(ih)— Z CG(G(I))

1<i<k
= Minyckeja) D('0r) —Co(*r)
ts(a,0) = ts(a).
En utilisant le résultat précédent et les propositions & 2.9, nous pouvons conclure que

(a,8) est un ordonnancement réalisable(@C,D, Q) si et seulement sk est un ordonnancement
réalisable d¢G,Cg,D), ce qui termine la démonstration de la propositiori]

Ordonnancements EDF

Nous étendons ici les résultats que nous avions presentsujet des ordonnancements EDF des
systemes simples.

PrRopPoOsITION 2.11 Etant donies(G,C,D, Q) un syséme pararétré et une affectation de quaét
les ordonnancement EDF de G maximisgnttesta-dire que siogpr est un ordonnancement EDF
de G par rapporta D, eta est un ordonnancement quelconque de G, alors nous avons :

ts(0eprF,0) > ts(a, 0).
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Preuve :Soit 8 une affectation de qualité, €y la fonction de durée d’exécution non paramétrée
suivante :

Co(a) =C(a,6(a)).

Soit agpr un ordonnancement EDF d&par rapport &D, eta un ordonnancement quelconque. La
proposition 2.7 nous permet d’affirmer que :

ts(depF) > ts(a)

outs(aepr) etts(a) sont calculés avec la fonction d’'ordonnancement ass@i&,Cgq, D). D’aprés
la proposition 2.10, nous savons ady@epr, 0) = ts(aepr) etts(a,8) =ts(a). Nous concluons ainsi
que :

ts(CXEDF,e) > ts(a,e). Od

La proposition précédente permet de réduire la comi@exiploratoire du probleme d’ordonnan-
cement. En effet, dans I'exploration des ordonnancemen®) de (G,C, D, Q), nous pouvons fixer
0 = OgpF, OU OepF €st un ordonnancement EDF @Gepar rapport 2D, et effectuer I'exploration
uniguement sur les affectations de quafité

Algorithme d’ordonnancement

L'algorithme suivant est basé sur le résultat de la privipos2.11. La recherche de I'ordonnan-
cement optimal se fait en calculant tout d'abord un ordonearent EDF deG par rapport &D,
Oepr. L'énumération des affectations de qualité possibksnet de trouver 'affectation maximale
Bmax telle que I'ordonnancementiepr, Bmax) SOIt réalisable, c’est-a-dirk(0gpr,Bmax) > 0. Bien
entendu, I'exploration des affectations de quafitpeut étre réalisée de facon intelligente, par des
techniques ddranch and boundqui permettent de trouver I'optimum sans pour autant faire
exploration exhaustive.

Ordonnance(G = (A, <),C,D,Q)
Oepr := OrdonnancerEDKG = (A, <),D)
Bmax = Omin
pour tout 6 faire
Si (ts(0epF,0) > 0 A B > By faire
Bmax.:= 9
fin
fin
retourner (0gpr,Bmax)

fin Ordonnancer
FiG. 2.10:Algorithme de recherche d’un ordonnancement optimal.
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2.3 Contr 6le de qualit é sous incertitude

Nous allons nous intéresser dans cette section a un extes probleme d’ordonnancement de
la section précédente. Dans ce nouveau probleme, |éssldiexécution ne seront pas connues mais
seulement bornées par des temps d’exécution pire-casi,Aa fonctionC des durées d’exécution
réelles ne sera pas connue, mais nous aurons connaissanedanhctionC"° telle queC < C"¢. De
plus, les durées d’exécution réell@épourrons étre connues a posteriori, c’est-a-diresfe&écution
atomique de chaque action.

2.3.1 Définition du probl éeme

DEFINITION 2.17 Nous dirons que le quadruplet SBI) = (G,C"¢ D,Q;C), est unsyséme pa-
rameétré incertain si :

1. La borne C° est une fonction du type"€: A — R*. Celle-ci est appé&e fonction de due
d’exécutionpire-cas

2. Le parangtre C est une fonction du type:@ x Q — R™. Elle fournit les duees d’ekcution
réellesdes actions. Nous ne nousémesserons gu'aux parastres C tels que & C"C,

La notion d’'ordonnancement d’'un systeme paramétrértaiceest similaire a celle que nous avions
donné pour les systemes paramétrés. Un ordonnanceémdhtest réalisable si les échéances sont
respectées par rapport aux durées d’'exécution réellest-a-dire celles qui sont données par le pa-
rametreC.

Les durées d’exécution réellEsn’étant pas connues, la recherche d’ordonnancemeriisatéias
de SPI(C) = (G,C"¢,D,Q;C), ne peut pas se faire en recherchant simplement les ordoement
réalisables du systeme paramé&®C, D, Q). PuisqueC < C"°, les ordonnancements réalisables du
systeme paramétr@s, C"¢, D, Q) sont aussi des ordonnancement réalisables du systemegtae
incertainSPI(C) = (G,C"¢,D, Q;C). Un telle facon de faire revient & approcher la fonctioroimue
C par la fonctionC"¢. Cependant, la performance d’'un ordonnancement obtenoet@ méthode
pourra &étre trés €loignée de celle d’'une solution oalmEn effet, en pratique les durées d’exécution
pire-casC"¢ sont souvent fortement surestimées par rapport aux slafégécution réelle€.

Siles durées d’exécution réelles ne sont pas connugsr pous supposons par contre qu'il est
possible de connaitre la durée d’exécution réelle e'action a posteriori, c’est-a-dire une fois celle-
ci exécutée. Ainsi, pour résoudre le probleme, nowmalimettre en ceuvre des techniques de contrble
adaptatif qui consistent a prendre en compte ces infoomafpendant I'exécution du systeme. Ceci
motive la définition de I'état d'un systeme paramétrégrtain suivante.

DEFINITION 2.18 Etant don@ un systme pararétré incertain SP(C) = (G,C",D,Q;C), nous
dirons que le tripleta, 6,t) est unétat de SP(C) si :

1. a estune trace de G.
2. 0 est une affectation de quaditéfinie surens(a).
3. t=C(a,0) est la duée d’execution totale des actions deau niveau de qualé sgecifié par®.
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Nous dirons qu’urétat(a, 8,t) de SP(C) estterminal si a est un ordonnancement de G.

Lorsque les durées d’exécution étaient connues, thit'@as nécessaire d'introduire la notion
d’état intermédiaire du systeme, puisque nous n'avissa réevaluer les choix d’ordonnancement
en fonction de I'évolution réelle du systeme. Puisquasinous intéressons a un probleme ou les
durées d’exécution ne sont pas connues d’avance, nous deasoin d’introduire la notion d'état
intermédiaire, appelé état du systeme. Les choix dondncement seront éventuellement ré-évalués
sur chacun des états du systeme.

Pour nous, un état du systenie, 0,t) contient toutes les actions qui ont déja été exésutée
données par la traae, le niveau de qualité qui a été affecté a chacune de ctéma, donné par la
fonction partielle, ainsi que la durée d’exécution totale des actions de@tutées, c'est-a-dire la
quantitét = C(a,8). Nous supposons qu'il n’est pas possible de connaitread@ I'intégralité de la
fonction de durée d’exécution réelle Par contre, la durée d’exécution des actions qui orit 8§

exécutées, et donc la quantifést supposée connue.

| actionx | C"°

—~

x,0) | C*(x,1) | D(x) |

grapheG a 1 2 5
b 1 2 5
b c C 1 2 5

FiIG. 2.11:Exemple de systeme paramétré incertain.

ExempPLE 2.10 Consicerons le systme pararétré incertain SP(C) = (G,C"¢,D,Q,;C), tel que
A= {ab,c}, G= (A <) est repéseng sur la figure 2.11, D=5, Q= {0,1} et pour tout xc A,
C"(x,q) = q+ 1. Consicerons la fonction de dée d’'execution Eelle C= C". Alors (ab,0,2) est
un état de SP(C) puisque ab est un trace de G, D, 0) = 2.

DEFINITION 2.19 Soient SPIC) = (G,C"¢ D,Q;C), un systme pararatré incertain et(a,6,t) un
état de SP(C). Nous dirons que le coupl@’,6’) est unprolongementa de(a, 6,t) dans SP(C) si
a’ est un prolongement dedans le graphe G 6’ une affectation de quaétcefinie surens(a).

Pour un état donné du systerte 6,t), un prolongementa’, ) fournit les choix d’ordonnan-
cement des actions qui n'ont pas encore exécutées,&@ise I'ordre de leur exécution, donné par
a’, ainsi que les niveaux de qualité auxquels elles seraatigges, donn@. Nous décrivons toutes
les évolutions possibles du systeme grace a un systien@nsitions étiquetées associé au systeme
paramétré incertain.

DEFINITION 2.20 Soient SP(C) = (G,C"¢,D, Q;C), un systme pararétré incertain. SP(C) induit
le syskme de transitiongtiqueées, ouabelled transition systerfL.TS), dont legtats sont legtats
de SP[C), et la relation de transition— entre lesétats est dfinie de la mardire suivante. Deug&tats
(0,6,t) et(a’,8',t") de SP[C) sont en relation par le sysme de transitior— si :

1. Il existe ac A tel quea’ = aa.
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2. ll existe ge Q tel qued’ = Bja— ().

Nous noterons dans ce c&s, 0,t) Nl (o', 0 ,t).

(abg[a— 0,b— 0,c— 0], 3)

(ab.[a— 0,b—0],2)
(abcla— 0,b— 0,c— 1],4)

(abgla— 0,b— 1,c— 0],4)
(abJa— 0,b—
(abcla— 0,b—1,c— 1],5)
(ach[a— 0,c — 0,b— 0], 3)

(ach[a— 0,c — 0,b— 1],4)

(afa—0],1) ac,[a— 0,c— 0],2)

(achja— 0,c— 1,b—0],4)

(ach[a— 0,c— 1,b— 1],5)

(ac,[a— 0,c— 1],3)

(s,J_,O)O

(acla—1,c—1]4) (acha—1,c— 1,b— 1],6)

(achja— 1,c— 1,b—0],5)

(aJa—1],2) acla—1,c—0],3)

(achja— 1,c— 0,b— 1],5)
(ach[a— 1,c— 0,b— 0],4)
(abcla— 1,b—1,c— 1],6)
(abgla— 1,b—1,c—0],5)

abcla— 1,b—0,c—1],5
(abJa— 1,b—0],3) fabe o

OO00O000O0OO OO0OOOOOOO

(abgla— 1,b— 0,c— 0],4)

FiG. 2.12:Systeéme de transitions étiquetées pOur C"¢ .

Le systeme de transitions étiquetées associé a urmsgsparamétré incertain est un graphe
orienté qui permet de décrire, étant donnée une fomali® durée d’exécution réellg, tous les

comportements possibles en fonction des choix d’ordorerapat. Remargquons que lorsque nous

avons(a, 6,t) a (o,8',t"), puisque(a, 6,t) et (a’,0,t’) sont des états, nous avans: C(a,0) et

t' =C(a’,0'), c'est-a-dire :
t'—t=C(a,q) >0.

EXEmMPLE 2.11 La figure 2.12 repesente le sy8me de transitiongtiqueées assoéi au systme
paranétré incertain SP(C) de I'exemple 2.10, lorsque la fonction de @ard’execution €elle C est
telle que C= C"C. Sur cette figure,L désigne la fonction constante |, c’esta-dire cefinie nulle
part.
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DEFINITION 2.21 Soient SPIC) = (G,C" D,Q;C), un systme pararétré incertain, n états
(a1,01,t1), ..., (an,6n,ty) de SP(C), et n couples(a,q1), - .., (&, 0n) de Ax Q. Nous dirons
que (ay,01,t1), ..., (an,Bn,ty) est unesequence d’eecution de SP(C) de longueur n si legtats
(a1,01,t1), ..., (0n, Bn,ty) Verifient :

1. (5,1,0) ¥ (a1,01,t).

2. Pourtoutie { 1,...,n—1} nous avonsa;j, 6;,t) @+1.8+1) (011,611 1,t11).

Nous noterons une tell&guence de la fagcon suivante :

( (a,03)  (&n,Gn)

(S,J_,O) al_.)ql) (alyelytl) (az—.(;‘Z) (a27627t2) e 7 (an>en>tn)-

Une £quence d’éxcution de longueufA| est ditecomplete

Une séquence d’exécution correspond simplement a umiohelu systeme de transitions
étiquetées, dont l'origine e¢t, 1 ,0). Un prolongement correspond a un chemin du systéme de tran
sitions dont la terminaison est un état terminal.

Pour un systeme paramétré incert&RI(C) = (G,C",D,Q;C), tel queG = (A, <), et une

séquence de d’exécutidn, L,0) (g (a1,01,t1) (%) () (0p,Bn,tn) de longueun = |A| cor-

respond a I'exécution successiveajex la qualitég, puisay a la qualitégy, . . ., et enfima, a la qualité
gn. Ainsi, une telle sequence d'exécution correspond xetetion du systeme lorsque I'on impose
'ordonnancementa,B) = (qyay...an, L[ag — Q1,...,an — qn)), c'est-a-dire(a, 0) = (ap, 6y).

DEFINITION 2.22 Soit SP[C) = (G,C",D,Q;C), un syskme pararétré incertain. Nous dirons que
la fonctionT” est uncontroleur si " associea tout état non terminala,6,t) de SP(C) un couple
(a,q) =TI (a,6,t) tel que(aa,B[a — q],t) soit unétat de SP(C).

Un contrdleur est associe a tout état un choix d’ordonaarent concernant la prochaine action
a exécuter. |l déterminise ainsi I'exécution d’'un gyt paramétré incertain de telle sorte que, pour
une fonction de durée d’exécutidh donnée, il n'existe qu’'une et une seule séquence d'déxEcu
complete possible.

DEFINITION 2.23 Soient SPC) = (G,C",D,Q;C), un systme pararatré incertain etl” un
contrdleur de SP(C). Nous @finissons le sy8ine de transitiontiqueées assoéi au systme
contrdlé, noé SPIC)||I" par :

1. Leseétats de SRC)||I" sont les rBmes que ceux de SE.

2. Deuxetats(a, 6,t) et(a’,6,t') sont en relation dans SRT)||I" si (a,0,t) 29 (o,8,t"), c’est-

a-dire que leetats sont dja en relation dans SRC), et si(a,q) = (a,0,t), c’esta-dire que
les choix d’ordonnancement permettant de passeré&tati(a,0,t) a (a’,6,t") correspondent
a ceux du confileur sur I'etat(a, 6,t).



58 CHAPITRE 2. CONTROLE DE QUALITE

PROBLEME 2.3 (contrdle d’'un syséme paranétré incertain) Le probEme d’ordonnancement
auquel nous nous iatessons est le suivant. Soit 8P) = (G,C",D,Q;C), un systme pararatré
incertain. Nous cherchons un codteur I tel que pour toute fonction de deg d’execution gelle C,
I'ordonnancementa, 8) obtenu dans le sy&te contlé SP(C)||I" est tel que :

1. (a,0) est un ordonnancemenéalisable de SRC).

2. Le taux d'utilisation de la plate-forme est maximal, t‘asdire que la valeur Ca, 8) est maxi-
male parmi celle de tous les ordonnancemeéalisables de SRC), c'esta-dire C(a,0) =

MaX o ¢)creal(spic)) C(A', )

3. L'affectation de qualé 6 est 'eguliere. Par exemple, nous cherchera@nse que lecart type ou
la variance de l'affectatio® pourraientétre utilises pour mesurer laggularite de I'affectation
de qualie.

Bien entendu, puisque les durées d’exécution ne sontgrasies d'avance, le contrblelirque
nous cherchons ne doit pas dépendr€ dgous ne pourrons donc pas, avec un tel contrdleur, atiind
exactement I'optimal. Le probleme est donc de trouver umréteur” dont les performances sont
les plus proches possibles de I'optimal.

Nous distinguons deux approches pour construire un telr@ent. La premiére consiste a
modéliser le probleme de contrble dans un formalismenéppuis a mettre en ceuvre des techniques
de synthese de contrdleur. Ces dernieres permetteartiade la formalisation du systeme de d'une
propriété donnée, de calculer un contrbleur qui asguesle systeme contrdlé vérifie la propriété.
Malheureusement, la complexité prohibitive des algangk mis en jeu rend bien souvent le probleme
insoluble en pratique, dés que la taille du modele est itapte.

Nous nous orientons donc vers une autre approche, qui tmast®ncevoir un contrdleur ad hoc
a partir de la propriété gue I'on souhaite satisfaireolvient alors de vérifier ensuite que le systeme
contrdlé vérifie bien la propriété de départ. Cettpraphe est nettement moins colteuse dans la
mesure ou ce probleme de vérification est beaucoup phydesique celui de la synthese. D’un autre
coté, concevoir un contréleur demande une certaine dios&ition et de savoir-faire. De plus, dans
le cas ou le systeme contrblé ne vérifie pas le praprieest nécessaire de modifier le contrdleur, et
vérifier a nouveau sile systeme satisfait la propritt@épart avec le contréleur modifié. Ce processus
iteratif peut, lui aussi, prendre un temps non négligeabl

2.3.2 Reéduction du probl éme a la synth ese de contr 6leur
dans les automates temporis és

Le probleme de la synthése de contrbleur a été étpdié differents formalismes, et en par-
ticulier celui des automates temporisés [9]. Nous propssoi de modeéliser le systeme paramétré
incertain sous forme d’'un automate temporisé particuNeius présentons rapidement le probleme
de la synthése de contrbleur dans le cas particulier dietaabiautomate temporisé qui est proposeé.
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Automates temporis és et probl eéme de la synth ese de contr 6leur

Nous donnons d’abord la définition d’'un automate temporidbus ne donnons pas la forme
générale d'un tel automate, mais le modéle minimal séaiee a la modélisation du probleme de
contrble d’'un systéme paramétré incertain.

DEFINITION 2.24 L’automate temporis utilisé pour moéliser un systme pararétré incertain est
un n-uplet AT= (S T,X,L,7) tel que :
Structure de controle.
— S est un ensemble finiédats de contrble
— L est un ensemble fini&tiquettesNous supposons que oetiquettes sont partitiorges en
LCet LY.
— T C Sx L xS estun ensemble fini de transitidstigue€es. Nous dirons qus,|,s) € T est
controlablesi | € L®, etincontrdlablesi | € LY.

Temporisation.
— X={x,...,X% } estun ensemble finilorloges
— La fonctionT" est lafonction de temporisationes transitions. Elle associe a toute tran-
sition (s,1,s) € T un couple7 (s,I,s) = (g,r) = (garde(s,1,5),r-zéro(s,1,s)). La garde
g est un pedicat sur la valeur des horloges, c'éstdire une fonction boénne du type
(R™)"™ — { vrai, faux }. Le sous-ensemble des horloges r-zéro(s,|,s') C X correspond
aux horloges qui sont remis@szro par la transition.

Un automate temporisé est constitué essentiellemenedtructure de contrdle finie. Cette struc-
ture de contrble est un automate classique, c’est-atdirensemble fini d’états de de transitions
étiquetées entre ces états. Nous distinguons deux tigpgansitions : les transitions contrblables et
incontrblables. Les transitions contrdlables corresigmt aux choix possibles du contréleur. Dans le
cas de la modélisation du probleme de contrdle d’'unesystparamétré incertain, la temporisation
est assurée par des horloges a valeur dahsNous ajoutons également des gardes sur les transi-
tions. Elles permettent de restreindre les valeurs p@&ssi#s horloges pour lesquelles les transitions
peuvent étre “tirees”. Pour finir, les horloges peuvdrdg éemise a zéro par les transitions.

DEFINITION 2.25 (#mantique) Soit AT = (S T,X,L,7) un automate tempoimsa n horloges.
L'état de AT est don® par un couple(s,x) € Sx (R*)". L'état (s,x) signifie que AT est dans
I' état de contble s et que la valeur des horloges x. ., %, est donie par le vecteur, c’esta-dire
(X1, Xn) =X,

La semantique de I'automate temporésest donae par la relation de transitiogtiquege — qui
met lesétats en relation :

(5,X) 5 (s, X+1) = V(s,1,9) € T .Vt €]0,t[ . garde(s, |, ) (x+t') = Vt” €]t 1] . garde(s, |, ) (x+1").

(sX) 5 (4,X) & 3(s,1,9) e T . X =x{rzéro(s 1,9} A garde(s],s)(x).

ou x{r-zéro(s1,5)} € (R*)" désigne le vecteurx dans lequel les horloges de I'ensemble
r-zéro(s,1,s) ontéte remisea zro.
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L'état de I'automate temporisé est définie par un étataterdle et une affectation de la valeur
des horloges. Le passage d’'un état a un autre se fait sdi¢ passage du temps, soit en tirant une
transition de I'automate. La progression du temps cormesad’ incrémentation uniforme de la valeur
des horloges, sans changer I'état de contrble de I'aumrharsque la garde d’une transition est vraie
et devient fausse, car nous considérons que la transigaient urgente et que le temps ne peut plus
progresser. Ceci nous permet de modéliser, entre awdgsegutées d’exécution pire-cas d’'un systeme
paramétré incertain. Lorsqu’une transition de l'auttemest tirée, I'état de contrdle est modifié en
conséquence. La valeur des horloges ne change pas sdas@it remises a zéro. Les transition de
'automate sont donc instantanée.

La notion d'invariant est une notion tres utiliseée dansad@tion des systeme informatiques et
leurs propriétés. Un invariant est un prédicat sur katsédu systeme tel que, si I'état du systeme
satisfait ce prédicat a un instant donné, alors il catia le satisfaire par la suite. Linvariant de
contrble dans un automate temporisé est un prédicatiel'gutomate peut étre amené a ne plus le
satisfaire, mais seulement par une transitions contiédall est donc possible de forcer un automate
temporisé a satisfaire un invariant de contréle en agissur ses transitions contrdlables, c’est-a-dire
en contrblant le systeme.

FiG. 2.13:Invariant de controlé.

DEFINITION 2.26 Soit AT= (S T,X,L,7) un automate tempoiéset— sa £€mantique. Nous dirons
que le pedicat K sur lesgtats de AT est uimvariant de contrdle si :

Y(sX) €K . (sX) > (8,X) = (§,X)eK v 1elLC

Nous introduisons a présent la notion de prédécessmirétable d’'un prédicaK sur les états
d’'un automate temporisé. Une notion similaire est dord#es [8] pour des modéle d’automate tem-
porisé plus riches que celui que nous avons chaisi ici.

DEFINITION 2.27 Soit K un pédicat sur lesttats d’'un automate tempo@AT = (ST,X,L,T), et
— sa £mantique. Nous appelopsédécesseur contblable de K le pédicat cfini par :

T[(K)(Syx)<:>3|€LC.E|t€R+./\{( %) 5 (sx+1) 5 (€,%) A (s’x’)
et el (sx) = <sx+t> LX) = (X)) €K
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La notion de prédécesseur contrdlable de contrble gedimcaractériser les invariants de controle.
Ainsi, la proposition suivante montre qu’un invariant decble est le point fixe de I'opératefr —
KAT(K).

PROPOSITION 2.12 Soit K un pédicat sur lestats d’'un automate tempo@AT = (ST, X,L,7).
Alors, K est un invariant de cordte si et seulement si Kk K A T(K).

La démonstration de la proposition est laissée au lecamr plus de détails, il suffit de se
réferer a []. Le probléeme de la synthése de controtbians notre modele d’automate temporisé est
le suivant. SoiK le prédicat qui caractérise un propriété que nous tlomE a imposer au systeme
en le contrélant. Nous cherchons donc a construire urr@ent qui maintient le systeme daKs
c’est-a-dire a construire un invariant de contrifetel queK* = K. Afin de restreindre le moins pos-
sible les possibilités d'évolution du systéeme, et nateant afin d'éviter les blocages, nous cherchons
l'invariant de contrdle le plus “libéral” possible, ctea-dire maximal au sens de I'implication.

PROBLEME 2.4 (synthgse de contbleur) . Soit AT= (ST, X,L,7) un automate tempoiés Soit K
un prédicat sur létat de AT. Nous cherchons uregicat K* tel que :

{ K=K (2.37)

K* =K* A1(K),
tel que K soit maximal au sens de I'implication parmi les solutiong2187).

Nous avons exprimé le probléme de la synthése de centrdans un automate temporisé comme
une équation de point fixe. Les propriétés de I'opémakew K A Ti(K) font que, si le probleme a une
solution, alors elle la suite de prédid# )iy converge vers la solution :

{ Ko=K
Kit1 = KiATI(K]),

Cette suite converge vers la solution de (2.37), ce qui pedmeésoudre le probleme de synthéese
de contrdleur d’'un automate temporisé. En pratique,debBrtiques de calcul symbolique évitent de
travailler directement sur la sémantique infinie et agguige convergence de la suite en un nombre
finie d’étapes [8].

Automate temporis € associ € a un syst eme param étré incertain

L'expression du probleme de contrdle d'un systeme péateamincertain a I'aide d’un automate
temporisé nécessite a la fois la définition de I'aut@ni@mporisé qui correspond au systeme pa-
ramétré incertain, mais aussi de la propriété que nbescbons a imposer au systeme paramétré
incertain. Concernant cette derniére, nous ne nousBgéns ici qu'au respect des échéances. Nous
donnerons ainsi le prédicat sur les états de 'automatpaesé qui correspond a cette propriéteé.

Nous ne donnons pas la formalisation compléte de la cariginude I'automate temporisé associé
a un systeme paramétré incertain donné, mais nous cantentons de donner cette construction
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a
b ¢ —— = {ab}
d

d
graphe de précédente é) {a,b,c,d}
structure de contrble associée
FIG. 2.14:Graphe de précédence et structure de contrdle.

{a,b,c}

pour un exemple particulier. La construction étant reéatient simple, la généraliser a un systeme
paramétré incertain quelconque sera évidente.

Considérons le systeme paramétré incert8iRl(C) = (G,C",D,Q;C), ou le graphe de
précédences = (A, <) est donné par la figure 2.14. Nous cherchons a constratgoimate tem-
porise AT = (S T,X,L,7) qui modéliseSPI(C). La premiére étape de cette construction concerne
la structure de contrble de I'automate. Celle-ci doitdampparaitre tous les choix de contrble pos-
sibles, c’est-a-dire a la fois les choix d’ordonnancenmaais aussi les choix des niveaux de qualité.
Les premiers sont modélisés par I'ensemble des sousnbitse d’actions fermés en arriere @ele
choix niveau de qualité est, quant a lui, modélisé erliquant la structure précédent autant de fois
gu'il existe de niveaux de qualité. Nous obtenons par exefagstructure de contrdle donnée dans la
figure 2.15 si 'ensemble des niveaux de qualité@st{ 0,1 }. Les fleches doubles de la figure 2.15
représentent deux transitions entre deux états dommésdans chaque sens).

Pour pouvoir temporiser I'automate, nous devons distindee transitions qui correspondent a
des choix du contrdleur, c’est-a-dire des transitiontiédables, des transitions qui correspondent a
I'exécution des actions qui ne sont pas contrdlablesr Pedaire, il est nécessaire d’'insérer un état
intermédiaire et une transition aprés chaque choix de@en La figure 2.16 illustre ce principe pour
la structure de contrdle associé au niveau de qualité&es transitions étiquetées par un nom d’action
sont les transitions contrdlables. Sur la figure, les ttians contrdlables sont représentées en traits
pleins, et les transitions incontrdlables sont repri&snen traits pointillées.

La temporisation proposée ici utilise deux horlogest y. L'horloge x est utiliseée pour mesurer
la durée d’exécution des actions. Aingigst remise a zéro avant I'exécution de chaque action, et
nous assurons que la durée d’exécution d’une action esébgar sa durée d’exécution. L'horloge
elle, est réservée a la mesure de la durée d’exécudtatet Elle est utilisée dans le prédicat que nous
cherchons a imposer a I'automate temporisé afin de gégfiles actions respectent leurs échéances.
Ainsi, 'automate final est donné dans la figure 2.15. Dansacéomate, les transitions étiquetées
par des noms d’action et les transitions correspondant hargement de niveau de qualité (arcs
horizontaux sur la figure), sont les transitions contrigdaltle I'automate. L'état initial de 'automate
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‘ {a,b,c}

d d
{a7b7c7d} {a7b7c7d}

Niveau de qualité 0 Niveau de qualité 1

FiG. 2.15:Traduction des niveaux de qualité dans la structure de@ent

0 0
a
a X,y:=0
: x< C"(a,q)

x<C¥(c,q)ty . X< C¥e(b
6 {a,b,c} 6 {a,b,c}
d x:=0
- x<C"(d.q)
@ {a,b,c,d} é {a,b,c,d}
Niveau de qualit@ Niveau de qualité

FiG. 2.16: Temporisation de la structure de controle.
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est entouré sur la figure.

- x<C¥(d,q) . X< C¥(d,q)
{a,b,c,d} {a,b,c,d}
Niveau de qualité 0 Niveau de qualité 1

FIG. 2.17: Automate temporisé final.

Nous ne nous intéressons ici qu’au respect des échéakioss le prédicakK sur I'état que nous
cherchons & imposer a l'automate tempoA3é= (S T,X,L,7) est définie de la maniere suivante.
Pour I'etat de contrdls € Scorrespondant au sous-ensemble d’actions fermé emedfride prédicat
K est donné par :

K(s,x) & VacF .D(a)>y.

Du fait de I'explosion combinatoire, les techniques de lsgaé de contrdleur pour les automates
temporisés sont souvent tres lourdes, méme sur des atgsriemporisés de taille raisonnable. Pour
éviter de faire de la synthése de contrdleur, nousepo@& concevoir un contrdleur ad hoc et prouver
qgu'il permet au systeme les propriétés souhaitées copam exemple le respect des échéances.



CHAPITRE 3

Conception d’'un controleur de gualité
de service pour la sOreté et 'optimalité

ANS le chapitre 2, nous avons défini le probleme de contrale dysteme paramétré in-
certain (probleme 2.3). Nous avons vu, dans ce méme cbapgiie les techniques de
synthese de contrbleur sont trop coliteuses pour étplogaes en pratigue comme so-
lution du probleme de contrble d’'un systeme parami@gértain. Ainsi, nous proposons

ici de résoudre le probleme non pas par synthése, maisgeatruction d’'un contréleur ad hoc.
Nous vérifions ensuite que le contrdleur proposé répmed au probleme. En particulier, nous nous
interessons a deux types de propriétés :

— des propriétés relatives a la sreté, comme le réslescechéances ;
— des propriétés relatives a la performance, et pluscpdisrement a I'exploitation optimale des
ressources dans le but de maximiser la qualité de service.

A partir d’'une définition générique appelaégorithme de confile abstrait nous proposerons
plusieurs instanciations du contrbleur. Ces difféergntstanciations correspondent a I'utilisation de
differentes politiqgues de contrble. Ainsi, le reste damitre sera consacré a la définition et I'eétude
des difféerentes politiqgues de contrdle proposées.

65
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3.1 Algorithme de contr Ole abstrait

Cette premiére section est consacrée a la présenttlaréfinition du contrdleur génériqiié.
Ce dernier est paramétré par ymaitique de contble. Pour un systéme paramétré incertain donné
SPI(C) = (G,C"¢,D,Q;C), G = (A, <), nous donnons l'algorithme qui permet de calculer la répon
(a,q) du controleum® a I'état (o, 8,t) de SPI(C). Cet algorithme est appetéigorithme de confile
abstrait dans la mesure ou il est instancié en fonction de la paktide contrble choisie.

3.1.1 Généralités

L'algorithme de contrdle abstrait est inspiré de I'aifune qui a été proposé dans la section 2.2.4
pour résoudre le probleme de I'ordonnancement d’uresystparamétré. Il differe cependant de ce
dernier dans la mesure ou il ne s’agit pas de calculer s&tignt un ordonnancement comgkef0),
mais de calculer la prochaine action a exécaterA, et de son niveau de qualitg= Q. L'algorithme
de contrble abstrait est donc bien un contrdleur au seie difinition 2.22. Ce contrbleur est com-

( Contr Oleur )
Gestionnaire de Qualig
— [ av = max{q| X(oq.0) >t} ] ~<
(a,0) dq
Ordonnanceur
Dq \ aq = BestSched (a,q) ] | fe-cae)

r(a7evt) = (GQM(l)aqM)

Syst eme Parametr e Incertain
(0,8,t)

FiG. 3.1: Architecture du controleur.

posé de deux entités qui fonctionnent en interaction :dsti@nnaire de Qualité et I'Ordonnanceur
(voir figure 3.1).
Soit (a,8,t) I'état courant du systeme parameétré incer@i?(C) = (G,C"¢,D,Q;C).

Gestionnaire de Quali€é. Le role du Gestionnaire de Qualité est de déterminendeani de qualité
courantq € Q. Le choix deq est basé sur ueritére d’admissiorde la formet (agq,q) >t, dans
lequelag représente I'ordre d’exécution des actions qui resteexécuter, ef| leur niveau de
qualitée. Ainsi,aq est un prolongement aedansG. Lafonction d’ordonnancemeny éfinie la
politique de gestion de quadidu contrdleur . Lorsque le temps théoriqug(oq,q) dépasse
le temps-réet, nous considérons que, est admissible au niveau de qualitec’est-a-dire que
I'application est suffisamment en avance pour pouvoir ondoger au niveau de qualiteet
selon l'ordre imposé paxg,.
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Ordonnanceur. Le role de I'Ordonnanceur est de calculer, pour chaqueanivde qualitég € Q,
un prolongement optimiséq = BestSched (a,q) pour le niveau de qualitg. La fonction
BestSched définit lapolitique d’ordonnancemerdu contrdleur %, Puisque le critére d’ad-
mission du Gestionnaire de Qualité est de la fotth@q,q) > t, I'optimisation consiste a
trouver un prolongemertty qui maximiset?(aq,q). Ceci permet de maximiser 'ensemble des
valeurs du temps-réelpour lesquelles le; est admissible au niveau de qualité

Bien que nous limitions I'exploration aux prolongementdaléorme (aq,q), c'est-a-dire dont
le niveau de qualité est constant, nous verrons dans let@h&mue obtenons quand méme de
bons résultats quant a I'utilisation des ressources eilc&n effet, le contrdle étant réalisé a
grain fin, les choix du contrdleur, et en particulier ceux cpncernent le niveaux de qualité,
sont remis en cause et réévalués apres I'exécutiohalpue action, en fonction de I'état courant
du systéme paramétré incertain.

X(a,6,t)
0Om = Omin
pour tout g € Q faire
0q := BestSched (a,q)
si (tX(0g,q) >t A q> qp) faire
Om:=4
fin
fin
retourner (a,d) = (dg,(1),qm)
fin

FiG. 3.2: Algorithme de calcul du contrdledi®.

L'algorithme de contrble abstrait est donné par la figu& Balgorithme prend en entrée I'état
(a,8,t) du systeme paramétré incertain considgiC) = (G,C"¢,D, Q;C). Pour chaque niveau de
qualiteq, 'Ordonnanceur calcule d’abord les prolongemenig q) = (BestSched (a,q),q) a I'état
(a,6,t). Le Gestionnaire de Qualité détermine ensuite quelslssrgrolongements admissibles par
rapport & la politique de gestion de qualité. Pour ce fdigvalue le critere d’admissiog (o, q) > t.
L'algorithme de contrble abstrait renvoie finalement lamiere actiora = o, (1) et le niveau de
qualité gy du prolongementag,,,dm), OU Om €st le niveau de qualite maximal parmi les niveaux
de qualitéq pour lesquels le prolongemefuq,q) est admissible. S'il n’existe pas de prolongement
admissible, c’est la qualité minimadg,i, qui est choisie. Dans la suite, nous définissons formeléme
la notion de politique de contrdle. Nous proposons engilitsieurs instanciations du controleut,
qui sontsf, 'SP et ™ correspondant respectivement aux politiques de cangfdk, simple et

mixte Le chapitre 4 abordera le probleme de l'efficacité de pliementation des contrdleursP et
rm



68 CHAPITRE 3. CONCEPTION D’UN CONTRLEUR DE QUALITE DE SERVICE

3.1.2 Politique de contr dle

Dans la section 3.1.1, nous avons donné l'algorithme dér@enabstrait qui permet de calcu-
ler le contrdleurl. L'algorithme proposé est générique dans la mesure paramétré par une
politique de contrdle. Nous proposons ici de définir @@&nent la notion de politique de contrble.
Le contrdleur étant composé d’'un Gestionnaire de Qalitd’'un Ordonnanceur, une politique de
contrdle se decompose en deux parties : une politique steogade qualité et une politique d’ordon-
nancement.

Politique de gestion de qualit &

DEFINITION 3.1 Unepolitique de gestion de qualié est enterement éfinie par une fonction d’or-
donnancementtde la forme { : A* x @ — R™, telle que {(a,0) est cfinie pour toute &quence
d’actionsa et toute affectation de quadib définie surens(a).

Soient(a,8) un prolongement d’urétat de SP(C), a et b deux actions telles quei) = a et
a(j) =b. Nous dirons que &cleance Da) de a est plugritique que I'écteance Ob) de b dans le
prolongementa, 8) par rapporta la fonction d’'ordonnancemenf tsi :

£ (a,0) (i) <t (01, 0)(j).

De plus, nous appellerorecheéance critiquede (a,0) par rapporta la fonction d’ordonnancement
tX I'ecleance Da(j)) de I'actiona(j) telle que j=max{ k| t¥(a,8)(k) =tX(a,0)}.

Une politique de gestion de qualité est caractérisédeparoix d’une fonction d’ordonnancement
tX, sur laquelle est baseé le critere d’admissid(og,q) >t du Gestionnaire de Qualité. En pratique,
la fonctiontZ est construite & partir d'une fonction de durée d’exiecu€”, de la méme facon que
nous avions définie la fonctidg & partir de la fonctior€ dans la section 2.2.4. S@t une fonction
partielle du typed* x © — R*, telle queC*(a, 8) soit définie pour toute séquence d’actionst toute
affectation de qualit® définie surens(a). Dans ce cas, nous définissons la fonction d’ordonnance-
menttX associée 8% comme suit :

tX(a,0)(k) = D(Ya) —C*(a,0)

et
t2(01,8) = Minq<ycjq (a1, 8) (K).

Dans la section 2.2.1, nous avons vu comment étendre ungdomle durée d’exécution quelconque
du typeA x Q — R™ en une fonction partielle du typ&* x © — R™, définie sur les couple@, 6)
tels quen soit une séquence d’actions@tine affectation de qualité définie sms(a). Remarquons
qu'ici, la fonctionC* : A* x @ — R* qui sert a batir la fonction d’ordonnancemegit n’est pas
forcement obtenue par extension d’une fonct@n: A x Q — RT. En particulier, nous verrons que
les fonctionsC* considérées ne vérifient pas forcemefita;0,,0) = C*(ay,0) +C*(ay,0).
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DEFINITION 3.2 Soit C* : A* x @ — R une fonction de d@e d’execution. Nous dirons que’Cest
croissantesi pour toutes 8quencesi; o> et toute affectation de quaditefinie surens(a10,) nous
avons :

CX(Gl,e) < CX(CX]_C(z,e).

Une fonction de durée d’exécution croissabteest telle que la durée d’exécution d’une séquence
augmente si des actions lui sont ajoutées, ce qui semblrypmehése raisonnable. Dans la suite, les
fonctionsC* qui serviront & batir les fonctions d’ordonnancementppsies seront toujours crois-
santes.

PROPOSITION 3.1 Soit C¢ une fonction de de d’execution croissante, eﬁtla fonction d’ordon-
nancement assdma CX. Alors, nous avons :

t£(a,0) = MiNycritique, (o) t'(@,0)(K).

ou critiquep () est le néme sous-ensemble que celui qui est éafams la éfinition 2.9, c’esé-dire
critiquep (o) = { k| YK > k. D(Xa) > D(f) }.

Nous ne détaillons pas la preuve de la proposition pe&tiedcar elle est similaire a celle que
nous avons donnée pour la proposition 2.2. Cette propaosfiermet de simplifier le calcul de la
fonction tX lorsque cette derniére est basée sur une fonction des dlieécutionC* croissante.
Cette simplification est faite en éliminant les échéaraent nous sommes certains qu’elles ne sont
pas critiques pour la séquence considérée.

La fonction d’ordonnancemety nous permet d'introduire la notion de prolongemadmissible
par rapport a une politique de gestion de qualité et undetaysteme. Cette notion est proche de la
notion d’ordonnancement réalisable présentée dansclios 2.3.1. Elle differe cependant de cette
derniére sur les deux points suivants :

— la notion de prolongement admissible est une notion dymaanic’est-a-dire par rapport a un

état donné du systeme;

— pour déterminer si un prolongement est admissible, nélisons la fonction d’ordonnance-

menttX associée a la politique de gestion de qualité, et nonration d’ordonnancemertg
gui ne peut pas étre calculée.

DEFINITION 3.3 Soient SPIC) = (G,C"¢,D,Q;C), un systme pararétré incertain, et(a,0,t) un
état de SP(C). Nous dirons que le prolongemefuty, q) de (a,6,t) dans SP(C) estadmissiblepar
rapporta une politique de gestion de qualisi € (agq,q) > t.

Pour un état donné du systerfe 6,t), le contrdleurT choisit d’exécuter la premiére action
Og,(1) au niveau de qualitgm, ol (aq,,0m) est le prolongement qui maximisgparmi les prolonge-
ments(aq,q) admissibles. Ainsi, la politique de gestion de qualitécesistruite de telle sorte que, si
un prolongementaq, q) est admissible a I'étdi, 6,t), alors :

— exécuter la premiere acti@r(1) a la qualitéq ne remet pas en cause le respect des échéances;;
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— le prolongemen{aq,q) a de “forte chance” de pouvoir étre exécuté tout en raapedes
échéances, afin d’assurer la régularité des niveauxidi@); bien entendu, suivant les durées
d’exécution réelles, il ne sera pas forcément possibleetminer I'exécution en ordonnancgant
selon(ag,q), et en particulier au niveau de qualiée

Nous verrons dans la section 3.2 que le premier point casrebp une propriété de slreté de la

politique de gestion de qualité. Concernant le secondtpoous introduisons la notion de politique
de gestion de qualitéonservatricepar rapport a des estimations des durées d’exécution.

DEFINITION 3.4 Soit SP(C) = (G,C",D,Q;C), un systme pararétré incertain. Nous dirons
qu’une politique de gestion de qud#litest conservatrice par rapport a une fonction de dée
d’exécution C' : Ax Q — R* si pour toute quences d’actions; et a,, et pour tout niveau de
qualité g€ Q, nous avons :

té((al(:XZaq) >t A C(alvq) :CY(G1>q) = té((C(qu) Zt—FC(Gl,Q)

Politique d’ordonnancement

Dans ce qui précede, nous avons donné la définition ddolitique de gestion de qualité. Afin de
définir complétement une politique de contrble, nousde\a présent introduire la notion de politique
d’ordonnancement.

DEFINITION 3.5 Soient SPIC) = (G,C"¢ D,Q;C), un systme pararatré incertain. Unepolitique
d’ordonnancement est dfinie par une fonction partielle BeSiched de type Ax Q — A", telle
que pour toute tracer de G et tout niveau de quaditge Q, la £quenceny = BestSched (a,q) est
prolongement de dans le graphe G.

Nous dirons que la politique d’ordonnancement est uneigakt d'ordonnancemerEDF pour
le niveau de qualé g si pour toute tracer de G, le prolongementy = BestSched (a,q) est un pro-
longement EDF. Nous dirons que la politique d’'ordonnanasnest une politique d’ordonnancement
EDF si elle est EDF par rapporé tous les niveaux de quaige Q.

Nous dirons que la politigue d’ordonnancement egtimale par rapport au niveau de quaét
g, si pour toute tracen de G le prolongementy = BestSched (a,q) de a dans G maximise la
fonction d’ordonnancementt c’esta-dire que pour tout prolongemerx(q dea dans G, nous avons
t?(aq, q) > t?(aa, g). Nous dirons que la politique d’ordonnancementaggimale si elle est optimale
par rapporta tous les niveaux de qudigec Q.

Une politique d’ordonnancement est définie par une fondliestSched : A* x Q — A*. Cette
derniére prend en entrée une trawedu grapheG, correspondant aux actions qui ont déja été
exécutées, et un niveau de qualite Q. En retour, la fonctiorBestSched fournit un prolonge-
mentaq = BestScheda, q) de la tracen dansG, c’est-a-dire un ordonnancement des actions qui
n'ont pas encore été exécutées. Lorsque la politiqgueddhnancement est optimale, chaque prolon-
gemento est “optimisé” par rapport au niveau de qualitéEn effet, en maximisartt' (0oq,q), une
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politique d’ordonnancement optimale permet de maximisasemble des niveaux de qualité admis-
sibles. Ceci conduit le gestionnaire de qualité a chaies niveaux de qualité plus élevés. Il s’agit
donc d’'une optimisation locale, dans le sens ou nous chaschin ordonnanceur qui conduit a acti-
ver un niveaux de qualité élevé a un instant donné. Laiguee de gestion de qualité doit donc étre
concue de fagon a ce que cette optimisation locale cerduune optimisation globale.

Pour certaines politiques de controle, le calcul ou I'iempentation d’'une politigue d’ordonnan-
cement optimale peut &tre se révéler trop colteux qu domplexe en pratique. Dans ce cas, nous
chercherons des approximations de la politique d’ordoce@ent optimale, en nous assurant que
la politique d’ordonnancement approchante vérifie cegsipropriétés essentielles, comme la sreté
dont il est question dans la section 3.2. En particuliersnoous intéresserons a I'approximation qui
consiste a utiliser une politique d’ordonnancemsatique

DEFINITION 3.6 Soit SP(C) = (G,C",D,Q;C) un syskme pararétré incertain. Nous dirons que
la politique d’ordonnancement estatique s'’il existe un ordonnancementy du graphe G tel que
pour tout péfixea =Ko de G nous avons :

BestSched (a,q) = ag*?.

Une politique d’ordonnancement statique est trés istete pour deux raisons. D’'une part

'implémentation d’'un contrdleur basé sur une poliggliordonnancement statique peut étre réalisée
de maniéere plus efficace, puisqu'il est possible, en ptéatant une quantité raisonnable d'informa-
tions, d'accélérer de fagon importante I'exécutionl’dkyorithme de contrble abstrait. D’autre part,
il est plus facile de prévoir le comportement et donc leggoarances d’un contrdleur basé sur une
politigue d'ordonnancement statique. Bien entendu,lidggions d’'une politigue d’ordonnancement
statique peut dégrader les performances généralesrdblamr, notamment en terme d’utilisation
des ressources de calcul. Ainsi nous utiliserons une teligique d’ordonnancement uniquement
lorsqu’il sera possible de maintenir un niveau de perforceactceptable.

DEFINITION 3.7 Soit SP(C) = (G,C" D,Q;C) un systme pararétré incertain, et Nous dirons
gu’un niveau de qual q est admissiblé I'état (a,0,t) par rapporta une politique de gestion de
qualité et une politique d’ordonnancement dées si la fonction d’ordonnancemetitat & (o, q) >

t, oll 0q = BestSched (a,q).

3.2 Politiqgue de contr Ole slre

Nous allons voir ici comment contraindre la politique detgesde qualité et I'Ordonnanceur
BestSched afin d’assurer que le systéme paramétré incertain clentespecte ses échéances. Nous
définissons d’abord la politique de gestion de qualite si
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3.2.1 Politique de gestion de qualit €& sdre

SoitSPI(C) = (G,C",D, Q;C) un systéeme paramétré incertain. Comme nous I'avongdais le
chapitre 2, nous étendons la fonction du durée d’exéoygire-casC"¢: A x Q — R+ aux couples
(a,0) tels quea soit une séquence d’actions@soit une affectation de qualité définie /ns(a),
de la maniére suivante :

C™a,0)= 5 C"(a(i),6(afi)).

1<i<la|

Nous obtenons ainsi une fonction de durée d’exécuticegasC"® du typeA* x ©@ — R™T,

DEFINITION 3.8 Soit SP[C) = (G,C",D,Q;C) un syskme pararétré incertain. Nous appelons
fonction de duee d’execution sire la fonction partielle Gf : A* x © — R+ définie pour toute
sequence d’actions et toute affectation de quadi® définie surens(a), par :

cs'(a,8) = C"(*a, 0) 4+ C"(a, Gmin).

Le calcul de la fonction de durée d’exécution sGfé est basé sur les durées d’exécution pire-cas
C"¢ afin de prendre en compte le pire scénario possible. Pouralongement donnén, 6), le calcul
deCs'(a,8) est réalisé en considérant le niveau de qualitg 1)) pour la premiére actioa(1), puis
le niveau de qualité minimaiy,;, pour les autres actions, c’est-a-dir€), .. .,a(|a|). En effet, méme
dans I'hypothése du pire scénafio= C"°, le contrdleur peut toujours réduire le niveau de gaalit’
apres I'exécution de la premiere actiofil), et au pire la fixer au niveau minimeh,,, pour assurer
le respect des échéances. Comme toutes les fonctionsréle diexécution que nous allons vaoir, la
fonctionCSf est une fonction de durée d’exécution croissante.

PROPOSITION 3.2 La fonction de duge d’execution §ire C: A* x ® — R* est croissante au sens
de la cefinition 3.2.

Preuve de la proposition Soienta; et a, deux séquences d’actions,tine affectation de qualité
définie surens(a1ay). Alors :

CSf(ala27 e) = CWC(al(l)v e) + CWC((ala2)27 Qmin) = CWC(G]_(].), e) + CWC((X127 Qmin) + CWC(GZ, Qmin)
= C*'(a1,0) +C"*(az,0min) > C*'(01,0). O

DEFINITION 3.9 La politique de gestion de qualié ire est dongie par la fonction partiellesstf :
A* x ©:— R assoceea la fonction de duge d’execution $ire CF.

La politique de gestion de qualité slre sert de base anstection de contrbleurs sirs, c’est-a-
dire qui assurent a coup sUr le respect des échéandest SPI(C) = (G,C"¢,D,Q;C), un systeme
parameétré incertairfr, 8,t) un état deéSPI(C) et(aq,q) un prolongement a I'etdtx, 6,t). La fonction
d’ordonnancemertf’ associee &' est telle que la conditiotff(qu,q) >t garantie :
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— que l'actiona = aq4(1) peut étre exécutée au niveau de qualitéout en respectant a coup sar
son échéancB(a) ;

— et qu'une foisa exécutée au niveau de qualggil existera un prolongement (par exemple
(g2, dmin)) tel que les échéanc@®(0q(2)), . ..,D(aq(|0q])) des actions qui restent & exécuter
soient respectées.

Cette propriété essentielle de la politique de gestioguddité slire est développée plus en détail dans
la proposition 3.4. Cette derniére donne les conditioripgtmettent d’'étre certain que le systeme
paramétré incertain contrdlé respecte ses échéaAeant de présenter et expliquer cette proposition,
nous donnons le résultat suivant a propos de la politiqugestion de qualité sire.

PrRoPOSITION 3.3 Soit SP(C) = (G,C"¢, D, Q;C), un sysetme pararétré incertain,(a, 0,t) un état
de SPIC) et (agq,q) un prolongemené ' état (a, 0,t). Alors, nous avons :

tgf(aan) >t = tgf(aqzanin) >t+C"(0g(1),0).
Preuve de la proposition Nous avons :

t'(aq,q) >t = Vke{l,...,|0(q|}.tSSf(O(q,q)(k)Zt
= vke{1,...,aql }.D(ag(k))—C5 (ag1,k],q) >

En utilisant la définition d€Sf, nous obtenons :

t' (g, ) >t Vke {1,...,|ag| } . D(ag(k)) — C*(aq(1),0) — C*'(0tg[2,K], Omin) >t

vke {2,...,]ag } . D(ag(k)) — C"(ag[2, k], qmin) >t +C"(0q4(1),q)

Vke {1,....]0g% } . D((ag?) (k) — C*"((aq®)[1, K], Gmin) > t+C"%(ag(1),q)
)

tgf(aqzanin) >t +CWC(GCI(1 7q) g

R R

Soit (a,8,t) un état du systeme paramétré incertinl(C) = (G,C"*,D,Q;C), et (aq,q) un
prolongement a I'etafo, 6,t). Soit(aa,B[a— q],t+C(a,q)) un état consécutif é, 6,t), aprés avoir
exécuté I'actiora = 0¢(1) au niveau de qualitg. Le prolongementag, q) est admissible par rapport
a la politique de gestion de qualité stre s'il est possibexécuter la prochaine actiaau niveau de
qualitéq, tout en assurant que celle-ci respecte son échédafee et qu'il existera un prolongement
admissible aprés son exécution. En effet, d’aprés lagsition 3.3, si le prolongemerttiy,q) est
admissible nous avons :

t27(ag%, Gmin) >t +C"(ag(1),q) >t +C(a,q).

Autrement dit le prolongemerﬁtxqz,qmin) est admissible par rapport a la politique d’'ordonnancémen
slire. Pour autant, cette condition d’admissibilité stas pas de que I'Ordonnanceur trouve un tel
prolongement aprés I'exécution dau niveau de qualit§. C’est ce qui peut se produire si la politique

d’ordonnancement utilisée n’est pas optimale. Au corgraavec une politique d’ordonnancement
optimale par rapport au niveau de qualitg,, le fait que le prolongemerfti?, gmin) soit admissible
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nous permet de conclure que 'Ordonnanceur calcule augsiolongement admissible pour le niveau
de qualité minimal, puisque nous avons :

tS7(BestSched ' (aa, gmin), Gmin) > tS' (042, Gmin) > t+C"(a,q),

ol BestSched' est une politique d’ordonnancement optimale par rapportisau de qualité mini-
mal gmin.

3.2.2 Politiques d’ordonnancement sires

Nous avons vu que la politique de gestion de qualité siiisag conjointement avec une politique
d’ordonnancement optimale assure que, si un niveau da@eatiadmissible a un instant donng, alors
il existera toujours un niveau de qualité admissible.

PROPOSITION 3.4 Soit SP[C) = (G,C"¢,D,Q;C), un systme pararétré incertain. Soitl'sf le
contrdleur ba# sur la politique de gestion de qu&idire et une politique d’ordonnancement op-
timale par rapporta la politique de gestion de quaitire. S'il existe un ordonnancememtde G tel
que(a,dmin) SOit un ordonnancemenéalisable du sysime pararatré SP(CY°), alors le contbleur
st calcule des ordonnancementsatisables du sysme pararétré incertain SP(C).

La démonstration de la proposition précédente est thtes le cas plus général de la proposi-
tion 3.6. En particulier, nous verrons que la politique dmmnancement utilisée n’a pas besoin d'étre
optimale par rapport a tous les niveaux de qualiteé maipleiment par rapport au niveau de qualité
minimal gmin. Le résultat suivant permet de calculer facilement desrmrdncement optimaux par
rapport au niveau de qualité minimal : il s’agit des ordaroeanents EDF.

PropPosITION 3.5 Une politique d’ordonnancement EDF est optimale par rappur niveau de
qualitt minimal et la politique de gestion de qualdire.

Preuve :La demonstration est similaire a celle qui a été dorp@e la proposition 2.11. So@ty°
A — R la fonction définie par :
Cy° (a) = C"(a,gmin)-

Omin
Soit agpr un ordonnancement EDF d&par rapport &, eta un ordonnancement quelconque. La
proposition 2.7 nous permet d’affirmer que :

ts(0EDF) > ts(01)
ouU ts(0epF) etts(a) sont calculés avec la fonction d’ordonnancement assai@s,Cy< D). Or
f f
nous avongs (AEDF, Omin) = t&"“(AEDF, Omin) = ts(AEDF) etts (A, Omin) = t&"“(a, Gmin) = ts(a). Nous
concluons ainsi que :
tSf(aEDHQmin) > tsSf(a7qmin)- O
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La politique de gestion de qualité slre utilisée telleetie dans le contrdleur ne conduit pas, en
général, & des affectations de qualité réguliéreseeour deux raisons. D’'une part la fonctiohf
considére seulement le niveau de qualjtpour la premiére action, et le niveau de qualité minimal
Omin pour les autres actions. D’autre part, les durées d'di@Tipire-cas ne sont en général pas
représentatives du comportement de I'application. Ndlasis voir dans la suite comment enrichir
la politique de gestion de qualité, en mélange@titavec d’autres fonction de durée d’exécution,
afin d’obtenir des politiques de contrble qui assurentfaikale respect des échéances, mais aussi la
regularité des niveaux de qualité. La proposition sufigaest une généralisation de la proposition 3.4.
Elle permet de caractériser une classe de politiques dedt®mui assure le respect des échéances.
Les politiques de contrble proposées dans la suite feranie de cette classe.

PROPOSITION 3.6 (direté) Soit SP(C) = (G,C"¢,D,Q;C) un syskme pararétré incertain. Soif *
le contibleur ba sur une politique de coriite telle que :

1. la politique de gestion de quaditest telle quelt > tSf, et;

2. la politique d'ordonnancement est telle que pour toutacér a de G, dg,, =
BestSched (o, gmin) €St un prolongement EDF aedans G.

S'il existe un ordonnancemeatde G tel quga, gmin) Soit un ordonnancemenéalisable du sysime
paramétré SPI(C"°), alors le contdleur I* calcule des ordonnancementsatisables du sysme
paranetré incertain SP(C).

Le résultat précédent est intéressant dans la mesikpermet de caractériser une classe de poli-
tiques de contrble qui assurent le respect des échédresegolitiques de contrdlé qui appartiennent
a cette classe sont telles que leur politique de gestiorudkté est au moins aussi contraignante que
la politique de gestion de qualité sire, c’est-a-tfre> tSf, et leur politigue d’ordonnancement est la
politique d’ordonnancement EDF pour le niveau de qualit&mmal gmin, ¢'est-a-dire pour toute trace
0 Nous avonslg,,, = BestSched (a, gmin) €st un prolongement EDF.

La demonstration de la proposition 3.6 est faite en dewpgemout d’abord, nous démontrons
gue le niveau de qualitgmin est toujours admissible dans tous les états atteignablesysteme
controlé (lemme 3.1). De ce résultat nous déduisorectiiment que les échéances des actions sont
toujours respectées, c'est-a-dire que le contrdlelouades ordonnancement réalisables.

LeEMME 3.1 Soit SP(C) = (G,C"¢,D,Q;C) un syséme pararétré incertain tel qu'il existe un or-
donnancement de G tel que(a, Gmin) SOt un ordonnancementalisable de SRCYC). Soit[ X un
contrdleur dir. Alors, le niveau de quaét gnin est admissiblé n'importe quelétat atteignable de
SPIC)||F%.

Preuve du lemme 3.1\Voir annexe. O
Preuve de la proposition 3.6D’apres le lemme 3.1, nous avogsin € {q | tSf(aq,q) >t} anim-
porte quel état dSPI(C)||I". Soient(a,6,t) et (a’,0',t’) deux états consécutifs &PI(C)||I" tels

que(a,6,t) (@) (o’,0',t). Soitag = BestSched'(a,q) I'ordonnancement prévu par le contrdleur
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pour le niveau de qualitg. Alors, nous avonﬁf(aqm,qm) >t et l'actiona = 0, (1) respecte son
échéance :

tSSf(GQm>qm) >t

MiN3 k<t (s ) (K) > t
D(a) — C"(a, ) > t

= D(a) >t+C"(a,qm) > t"

4

Ceci demontre que toutes les actions respectent lewwa@ck, c'est-a-dire que I'ordonnancement
(a,0) estréalisable. O

D’aprés la proposition précédente, un contrdleur Btir d’'un systéme paramétré incertain
SPI(C) = (G,C"¢,D, Q;C)calcule des ordonnancements réalisableSEIEC), pour peu qu'il existe
un ordonnancement réalisable du systeme parar8&tH{€"). Cette derniére hypothese est une hy-
pothése de travail minimale étant donné @€ est une valeur possible du paraméfeAinsi, si
nous voulons trouver a coup sdr un ordonnancement aiddigpour n'importe quel paraméette:tel
gueC < C"¢ il est nécessaire gu'il existe un ordonnancement @dalkspour dans le cas particulier
c=cCwe

3.2.3 Les limites de la politique de contr  6le sdre

Le controleurTsf basé sur la politique de contrdle siire assure a la faiespect des échéances
et un bon taux d'utilisation des ressources. Nous congtatependant que les niveaux de qualité
choisis par le contrdleur ne sont pas réguliers. En effatgtant trop permissive, la politique de
gestion de qualité shre conduit le Gestionnaire de Qualithoisir des niveaux de qualité tres élevés
pour les premieres actions, et donc des niveaux tresfafmur les derniéres actions, afin d'assurer le
respect des échéances. Dans ce qui suit, nous proposonglirer le contrdleur afin d’obtenir une
meilleure la régularité des niveaux de qualité choisislp contrdleur. Pour ce faire, nous modifions
la politique de contréle dans le but de mieux prévoir le pontement de I'application. Ainsi, la
politique de contrble sera non seulement basée sur uimeatisth des durées d’exécution pire-cas,
mais également sur une estimation des durées d’exacutiyennes.

3.3 Politiqgue de contr Ole simple

La politique de contrble slire est basée non seulemendesiestimations pire-cas des durées
d’exécution, mais également sur des estimations moygedes durées d’exécution. Ces estimations
peuvent étre obtenues par analyse statique et/ou paratesdees derofiling [44].

3.3.1 Durée d’ex écution moyennes

La durée d’exécution pire-c&3"“(a,q) d’'une actiona pour le niveau de qualit§ est une borne
supérieure de la durée d’exécution ré€l(@, q). Ainsi, du point de vue du contrbleur, la connaissance
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de la fonctionC"¢ permet d’apporter une précision dans la prévision degpootements possibles de
I'application, par élimination des comportements dasglelsC(a,q) > C"%(a,q). Cependant, si les
durées d’exécution pire-cas permettent de restreiridventail des comportements possibles, elles
ne permettent pas de connaitre le comportement le plugipieh_utilisation des durées d’exécution
pire-cas conduit le plus souvent a une double approximatio

— D’une part, les durées d’exécution pire-cas correspongdouvent a des situations tres peu
probables, c’'est-a-dire que les durées d'exécutiaile® sont trés inférieures aux durées
d’exécution pire-cas [48, 49];

— Drautre part, il est en général trés difficile de calcgtatiquement la “vraie” durée d’exécution
pire-cas [25]. Ainsi, la plupart du temps, la fonction de &id’exécution pire-ca€"'¢ ne
fournie gqu’une borne supérieure des “vraie” durées ebexion pire-cas. La figure 3.3 illustre
ce phénomeéne en représentant une distribution type utégsl d’'exécution d’'une action pour
un niveau de qualité donné.

probabilité
T T | 1 w -
meilleur meilleur cas pire-cas  pire-cas (a,q)
cas  Cas moyen "réel” estimé
estime el (c(a,q)) (C*(a.9))

FiG. 3.3: Distribution typique de la durée d’exécution d’'une actio

Cette double approximation est évidemment tres pé&metsd’un point de vue des performances
du contrbleur, et surtout d'un point de vue de la régudadieés niveaux de qualité. Nous ne pouvons
pas nous passer des durées d’exécution pire-cas pountigdearespect des échéances, mais il tout
de méme possible d'utiliser d'autres estimations afin deumirenseigner le contrdleur. Ainsi, les
politiques présentées dans ce qui suit seront non sentdrasées sur les durées d’exécution pire-cas,
c’est-a-direC"¢, mais également sur des estimatiomsyennesnotée<?". Ces derniéres représentent
les durées d’exécution “probables” ou “typiques” des$oast.

DEFINITION 3.10 Soit SP[C) = (G,C"¢ D,Q;C), un syseme pararatré incertain. Nous appelons
fonction de duee d’executionmoyenneune fonction du la forme®: Ax Q — R, telle que :

1. cv<eve
2. Pour toute action & A, la fonction g— C®'(a, q) est croissante.

SoitSPI(C) = (G,C"¢,D, Q;C) un systéeme paramétré incertain. Comme nous I'avonsldais le
chapitre 2, nous étendons la fonction du durée d’exéautioyenneC?’: A x Q — R™ aux couples
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(0,0) tels quea soit une séquence d'actions@soit une affectation de qualité définie fns(a),
de la maniere suivante :

C™a,0)= % C™af(i),6(a(i)).

1< al

Nous obtenons ainsi une fonction de durée d'exécutionemogC?’ du typeA* x © — R*. Ceci
permet de construire la fonction d’ordonnancemigiit, et donc la politique de gestion de qualité
moyennePuisque nous n'avons pas forcemgt< t§f, la politique de gestion de qualité moyenne
n'assure pas que le contréleur calcule des ordonnancementespectent des échéances. Nous allons
voir dans la suite comment mélanger les durées d'ex@tutioyennes et pire-cas afin de satisfaire
les trois criteres auxquels nous nous intéressons-a-dse le respect des échéances, une utilisation
maximale des ressources de calcul, et une bonne réeguiesthiveaux de qualité.

PropPosITION 3.7 La fonction de duge d’execution moyenne®: A* x © — R est croissante au
sens de la éfinition 3.2. De plus, la politique de gestion de qualihoyenne est conservatrice par
rapport aux duées d’ekcution moyennes.

Preuve de la proposition Le fait que la fonction de durée d’exécution moye@i#: A* x © — R
soit croissante découle immédiatement du fait que @kt obtenue comme extension de la fonction
C¥:AxQ—RT.
Nous allons a présent montrer que la politique de gestogudlite moyenne est conservatrice
par rapport a la fonction de durée d’exécution moyentest-@-dire :
te'(a102,0) >t = t5¥(02,0) > t+C*(01,0).
Nous avons :

t&¥(0102,9) >t MiNg<i<|ay0,) 16 (01102, 0) (K) >t

min\a1|+1<k<\cx1cx2| t&'(a102,0) (k) >t
MiN 1 <<|a,| 18 (a102) (K+ |ag|) >t

MiN{<ke oy D(02(K)) — C(aza2%,q) >t
MiN1<k<|a,) D(a2(K)) — C®¥(a1,q) — C(az¥,q) >t
MiN1<k<oy) 18" (a2,0) (k) > t+C*(ay,q)

t&'(az,q) > t+C*(ay,q). O

L

t2(a102,q) >t

La politique de gestion de qualité moyenne est conseceapar rapport aux durées d’exécution
moyennes. Au contraire, la politique de gestion de qualite n'est, en général, ni conservatrice par
rapport a la fonction de durée d’exécution moyenne, nirggport a la fonction de durée d’exécution
pire-cas. En effet, considérons un systeme dans lequal tputes les actiorssc A et tous les niveaux
de qualitég € Q = {0, 1}, nous avon€£®'(a,q) = C"“(a,q) = q+ 1 etD(a) = 3. Dans ce cas, s
eta, sont deux actions, alot§'(ajap,1) =3—-2—1=0. OrtS'(ap,1) =3—2=1< 2 =C(a,1).
Ceci demontre que la politique de gestion de qualité slest pas conservatrice par rapport a aux
fonctions de durée d’exécuti@?’ et C*"®.
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3.3.2 Politiqgue de gestion de qualit & simple

La politique de gestion de qualité simple est construitéagen a prendre en compte a la fois le
comportement pire-cas de I'application, mais aussi le ariement moyen de I'application. Cette
analyse des comportements possibles de I'application gicxia fois

DEFINITION 3.11 Nous appelons fonction de de d’executionsimplela fonction CP: A* x © —
R* définie par CP = max{ C&,Cs" }. La politique de gestion de quatisimple est alors @finie par
la fonction d’ordonnancemenitassoceea CSP.

PROPOSITION 3.8 La fonction d’ordonnancemer§itvérifie £° = min{ t2%,ts" }.
Preuve de la proposition Nous avons :

t5P(@,6) = mingyq D(a¥) —CP(a¥,0)

= Minj<yq D(0X) —max{ C*(a¥,8),C%"(a*,0) }

= Minj<yq min { D(a*) —C*(a*,8) , D(a¥) —C%'(aX,0) }

= min{ (Miny<yq D(a*) —C*(aX,8)) , (Min1<yq D(a¥) —C>"(a*,0)) }
tP(,0) = min{t,t'}. O

A l'instar de la politique de gestion de qualité sdre, lditppue de gestion de qualité simple n’est
conservatrice ni par rapport a la fonction de durée dtaiién moyenne, ni par rapport a la fonction
de durée d’exécution pire-cas. Considérons un systsne lequel, pour toutes les actions A
et tous les niveaux de qualitte Q = {0,1}, nous avon£®(a,q) =g+ 1,C"(a,q) = 2q+1 et
D(a) = 4. Calculons d’abort£P(ajap, 1) :

tSP(ajap,1) = D(ap) —max{ C®(a1a,1),C"(awaz,1) }
= 4—max{4,4} =0.
Ensuite, nous calculor§®(ap, 1) :
tSP(ap,1) = D(ap)—maxC¥(ay,1),C5(ap, 1)
= 4-—max{2,3} =1<2=C¥(a,1).

Ainsi, la politique de gestion de qualité simple n'est passervatrice par rapport a la fonction de
durée d’exécution moyenne. PuisdD& < C", elle n’est pas non plus conservatrice par rapport a
cwe,

3.3.3 Les limitations de la politique simple

La politique de contrdle simple présente l'intéerét drit compte a la fois d’un critere de slreté,
du fait de l'utilisation de la fonction des durées d’ex@&on pire-cas, et d’'un critere de régularité
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des niveaux de qualité, du fait de l'utilisation des dgr&kéexécution moyennes. Cependant, elle
peut conduire dans certains cas a des affectations deé&trak irrégulieres, et en particulier a une
réduction du niveau de qualité avant une échéanceweii

Ainsi, le contrbleur SP choisit parfois un niveau de qualitea un instant donné méme s'il n'est
pas capable de tenir ce niveau de qualité par la suite, hiedes durées d’exécution réelles soient
égales ou méme inférieures aux durées d’exécutioremugs. Nous considérons que ce phénomene
n'est pas acceptable dans la mesure ou, les durées dtex&s moyennes étant connues d’avance,
le contrbleur devrait étre capable d’anticiper et chiailes niveaux de qualité réguliers lorsque les
durées d’exécution réelles s’approchent des durégenmes.

Considérons un systeme paramétré incer®i(C) composé de trois actions, quatre niveaux de
qualiteQ = {1,...,4}, et une seule échéane= 9 (pour touta € A, D(a) = 9). Nous supposons
gue les fonctionE, C2 et C"¢ sont des fonctions constantes suyiet sont données par la figure 3.4.
Cette méme figure donne les differentes affectations @ditguobtenues par I'implémentation des
politiques de contrble slre, simple et mixte (définialessous). Nous remarquons que les niveaux
de qualité obtenus en utilisant la politiqgue de gestion d&lite simple sont plus réguliers que les
niveaux obtenus en utilisant la politique de gestion deitpualire, ce qui correspond bien a ce que
nous attendions. Cependant, dans ce cas particulier auféss d’exécution réelles sont égales aux
estimations moyennes, nous nous attendons a une réguars importante. Cette amélioration est
réalisée par la politique de gestion de qualité mixte mpgs présentons dans la section suivante.

0
A Durées d'excution
4 safe policy TR -
3 —cav
2 T 1 1
2 5 2
1 3 6 3
> a7 5
a(l) a(2) a(3) a
8 8
A . _ A
4 simple policy 4] mixed policy
3 34
2 2
1+ ] 1
a(l) a(2) a(3) ’(x a(l) a(2) a(3) ’CX

FiG. 3.4: Comparaison entre difféerentes politiques de controle.

3.4 Politique de contr Ole mixte

Nous présentons ici la politique de gestion de qualitétenis I'instar de la politique de gestion
de qualité simple, la politique mixte est construite atipal'un mélange entre les estimations pire-
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cas et les estimations moyennes, et plus précisément lestfonctions<C? et CSf. Cependant, ce
mélange est réalisé de fagcon beaucoup plus fine dans eda politique mixte. La figure 3.5 illustre
la difference entre le calcul de la foncti@%P et le calcul de la fonctio€™. Nous obtenons de la
sorte une meilleure estimation du comportement de I'apptio, et donc une plus grande régularité
des niveaux de qualité choisis par le contrdleur.

CP(a.q) | csf(a,q) |
= MmaX Cav(avq)
‘ csf(a,q) ‘
| c™(a(1),q)| csf(a?,q)
| cMa12,9 | csf(o®,q) |
C™(a, q)< | C™(a(1,3),q) \ cf(a*,q) |
— max
‘ C(a[1, |oa — 1[],q) ‘ CSf(G‘al,Q) ‘
C#(a,q)

FiG. 3.5:Comparaison entre le calcul de la politique de contrbletenet simple.

3.4.1 Politique de gestion de qualit €& mixte

Pour construire la politique de gestion de qualité mixtysiintroduisons d’'abord la fonction de
durée d’exécution mixt€™. Celle-ci permet de construire la fonction d’ordonnanceimeixte tI™
sur laguelle est basée la politique de gestion de qualitéem

DEFINITION 3.12 Nous appelons fonction de dg d’execution mixte la fonction partielle T :
A" x © — R définie pour les couple®, 6) tels quen soit une &quence d’actions &une affectation
de qualigé cefinie surens(a) de la fagon suivante. Nougfinissons d’abord la quan&tC™(a, 8) (k)
par :

C™(a,8)(k) = C*(a,0) +CSf(ak* 2, 9).
Nous finissons pour finir CX(a, 8) par :

C™{(a,8) = maxo<k<|o| C™(a1,0)(K).
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Soit (a,0) un couple pour lequel la fonction de durée d’exécutionteniest définie. La quan-
titt C™(a,0) est calculée comme le maximum entre la durée d’exécutiopenne d€a,8), c’est-
a-direC(a,0), la durée d’exécution slre de,8), c’est-a-direCs(a,0), et toutes les situations
intermédiaires, pour lesquelles lepremiéeres actions sont comptées avec la fonc@i®fet les sui-
vantes sont comptées avec la fonct@i (voir figure 3.5).

PropPosITION 3.9 Lafonction de duee d’excution mixte est croissante au sens dedfrdtion 3.2.

Preuve de la proposition Soienta; et a, deux séquences d’'actions,tine affectation de qualité
définie surens(ai0>). Alors :
C™(0102,6) = MaXyck<ayap) C™ (0102, 0)(K)
= MaXq<k<(ay0,| C(K0102),6) +C((a1a2)<* 2, 0)
MaX <k<(a) C(0102),8) +C>"((a1a2) ", 8)
MaX;<k<ay| C*(f1,0) +C'(a*1,6). O

AV,

DEFINITION 3.13 La politique de gestion de quaditmixte est cfinie par la fonction partiellelt*:
A* x © — R assockea la fonction de duge d’execution mixte €,

La politique de gestion de qualite mixte est bien entendsébasur la fonction de durée
d’exécution mixte. Cette derniere est issue d’un méaaggrain fin entre les fonctions de durée
d’exécution moyenne et slre. Le but de ce mélange esticiaer le sur-colt induit par la sireté, par
rapport au comportement moyen de I'application. Ce sut-est mesuré par la fonctiad®* dont
nous donnons la définition ci-dessous.

DEFINITION 3.14 Nous @finissons tout d’abord la fonctiohpar :
3(a,8) = CS(a,8) —C?(a, 0).
Nous afinissons ensuite la fonctid@?®* de la fagon suivante :
Mo, 8) = Maxg<k<|q| O(0X,H).

EXEMPLE 3.1 Soit un ordonnancement = abcdefg et > gmin UN Niveau de quald, tels que les
durées d’ekcution des actions sont doees par la figure 3.6. Dans ce cas, les fonctiors B(aX, g)
et k— dM(ak, q) sont repésenkes dans la figure 3.7.

PropPoOSITION 3.10 La fonctiond™®* satisfait les propietes suivantes :
1. "> 0.
2. C™ = C4 3"
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[actionx | C™(x q) — C2(x,) | C"°(X,tmin) — C(x,) |
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a 100 -10
b 10 -2
C 10 -4
d 80 -10
e 10 -10
f 20 -30
g 10 -10
FiG. 3.6: Durées d’exécution.
A
44y - max( K
rad 5 X(Otk,q)
8(a¥,q)--~-
304 .................. L — — — =
20—
10 L -
o+ .
1 2 3 4 5 6 7 8
—10—
—20—
-30
—40—
g [ OSSR I
Y S/ % PR I

FiG. 3.7: Fonctionsk — &(aX, q) etk — 8Mak, q).
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3. M a107,0) > 3" a,0).
Preuve :
1. Il suffit de voir qued(a,8) > d(al®l,8) = C"(a(|al,8) — C¥(a(|al,8) > O.
2. Nous remarquons que :
C™a,8)(k) = C¥(u,0)+Csf(ak2 )
_ Cav(‘h,e)—i—CaV(GkJrl,e)—CaV(GHl,e)—i—CSf(GHl,e)
C¥(a,8) +d(a 1, 9).
Ainsi, C™(a,8) s'écrit :
C™(a,8) = MaX<<|q| C™(a,0)(k)
= MaXjk<jq| C*(a,0) +8(a*™,0)
= C®(a,8) + Maxock<|a| 5(a*™,0)
Puisqued(al®+1,8) = &(g,0) = 0, nous pouvons conclure que :
C™(a,0) = C(a,8)+maxg<|q S(a¥,0)
C™(a,0) = C*(a,0)+0"*a,0).

3. Nous avons :

3" a10,8) = MaX<k< o a0 6((0(10(2)k,9)
2> MaX|q, |4+1<k<|oqay| 5((G1G2)k,9)
> MaXgk<|a, (012", 0)

"N a102,0) > 3"N0p,0). O

La politique de gestion de qualité simple n'est par coreteice par rapport aux estimations
moyennes, ce qui expligue le manque de régularité desumvee qualité obtenus parfois avec le
contrdleurlsP. La politique de gestion de qualité mixte est, quant & elbmservatrice par rapport
aux durées d’exécution moyennes. Elle conduira a undeues régularité des niveaux de qualité,
comme nous le verrons dans le chapitre 5 concernant leléatésxpérimentaux.

PropPosITION 3.11 La politique de gestion de quaitmixte est conservatrice par rappe@rta fonc-
tion de dugée d’execution moyenne.

Preuve de la proposition Soienta; eta, deux séquences d’actions,cetin niveau de qualité. Sup-
posons quéi™(aj02,q) >t, et queC(aq,q) = C*(a1,q). Nous avons :

t™(0n02,q) >t

MiN1 k< a0, D(0102) —C™(Kazaz),q) >t

MiN1<k<ayap| D(0102) —C(Nara2),q) — 8™ (Nagaz),q) > t
MiN g, |+ 1<k<asap| D(H0102) — C¥(Na102),q) — 8" (Ka1a2),0) > t
MiN; <y, D(foz) —C®(a1,q) — C®(forz,q) — 8" o1 (*urz), ) >t

el
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Puisqued™®(a1(faz)) > 8M(*a,) etC®(ay,q) = C(a,q), nous obtenons :

MiN1<k<jay) D(fo2) —C(a1,q) — C*(*2,q) — 8™z, q) > t
& tf%(ap,q) >t+C(ag,q). O

3.4.2 Politique d’ordonnancement mixte

Nous avons donné la définition de la politique de gestiongdalite mixte dans la section
précédente. Nous étudions ici le probleme de 'optatigs de la politique d’ordonnancement. Soit
SPI(C) = (G,C"¢, D, Q;C) un systeme paramétré incertain. La politique d’'ordorweaent est opti-
male par rapport a la politique de gestion de qualité nekfmur toute trace de G et tout niveau de
qualiteq, le prolongementiy = BestSched™ dea dans le graph& maximiset™(aq,q) parmi tous
les prolongemend’ eta (voir section 3.1.2).

Cas d’'une échéance unique

Nous nous intéressons en premier lieu au cas ou la fondiiechéanceD est une fonction
constante. Soitr une trace etiq = BestSched™(a,q) le prolongement der par I'Ordonnanceur
considéré. Dans ce castiquep(0q) = {|0q|}. Puisque la politique de gestion de qualité mixte est
croissante (proposition 3.9), et d’apres la propositidnridus avons :

tgﬂX(aq’q) = maneCI’itiqueD(aq) tgnx(a(bq)(k) = ténx(o‘an)(WqD =D _CmX(GQ7q)'

Les résultats de la proposition 3.10 permettent de rieegla fonctionC™ a 'aide des fonction€2"
etomax:

t5™(0g,0) = D — C*(aq,q) — 8™*(ag, 9).
Puisque la durée moyeni@"(aq,q) ne dépend que dens(ag), la maximisation de la fonction

d’ordonnancement™ revient a une minimisation de la foncti@®*. Nous cherchons ainsi un pro-
longemeniog = BestSched™(a, q) tel que pour tout prolongement dea nous avons :

6maX(C(Cqu) S 6max(a/7q)‘

DEFINITION 3.15 Nous @finissons les fonction: Ax Q — R* et : Ax Q — R de la fagon sui-
vante :

n (a7 q) = CWC(a> q) - Cav(a> q)
B(a7 q CWC(a> Qmin) - Cav(a> q)

=

Pour une actiora et un niveau de qualitg, la valeurn(a,q) est la difference entre la durée
d’exécution pire-cas et la durée moyenneadau niveau de qualitg. La fonctionn peut étre vue
comme une mesure de l'incertitude sur la durée d’exéoutiane action pour un niveau de qualité
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donné. La valeuB(a,q), quant a elle, est la difference entre la durée d'exéoupire-cas dea au
niveau de qualité minimal, et sa durée moyenne au niveaaiéqg. Ainsi, la fonction3 mesure la
capacité d’'une action a “récupérer” I'applicationtdque des durées d’exécution réelles trop impor-
tantes conduisent le contrbleur a accélérer I'appboaen réduisant le niveau de qualité. Pour une
action donnée, pluB est petit et plus I'action permet de récupérer le systéradonctiond peut étre
exprimée en fonction des fonctionset3 :

d(a,8) =n(a(1),8) +B(a?,8).

La proposition suivante donne trois regles d’échangeadéens d’un prolongemertt. L'appli-
cation d'une de ces trois regle permet de baisser la vakela fdnctiond™?*, Dans la suite, ces regles
serviront de base au calcul d’ordonnancement qui mininhiS&#H.

PropPoOSITION 3.12 Soienta un prolongement d’'une traagy dans un graphe G, et deux actions a
et b incependantes (voiré&finition 2.1) et cor&cutives, c'esi-dire qu'il existe i tel que a a(i) et
b=a(i+1). Consicrons le prolongemertt’ de a dans lequel les actions a et b ogif échanges,
c'esta-dire o’(j) = a(j) pour tout j¢ {i,i+ 1}, o/(i) = b, o’(i) = b eta’(i+ 1) = a. Alors, nous
avonsd"®a’,q) < M a,q) dans les situations suivantes :

R1:n(a,q) <n(b,q), B(a,q) <OetB(b,q) <0

R2:B(a,q) <0etB(b,gq) >0

R3:(n—-P)(a,q) = (n—P)(b,q), B(a,q) = 0, et(b,q) > 0.

Preuve de la proposition Nous savons qué@™®{(a,q) = max<j<|q| d(al,q) et mXa’,q) =
MaXy<j<|o| d(a’!,q). Nous allons donc comparer, pour tque { 1,....|a| } ={1,...,[a'| }, les

valeursd(al,q) etd(a’),q). Soientl; = {i,i+1, }etlob={1,...,i—Li+1,...|a}.
1 ii+1 |og| = |ag]

a alb

a’ b| a

FiG. 3.8:Prolongementsa eta’.

Pour toutj € I, nous avons :

8al,q) = n(a(j).q)+B@ ™ q)
o

k=j+1
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Puisque{ a(j+1),...,a(ja]) } ={a’(j+1),....,a'(|a]) }, eta(j) =a’(j) nous obtenong(al,q) =
&(a’l,q). Il nous reste & comparer les valeursddeour j € 11{i,i+1 }. Nous avons :

3(a',q) = n(a.a)+B(b.a)+p(a"?q)
d(a'*,q) = n(b,q)+pa""?q).

Puisque{ a(i+2),...,a(la]) } ={ d/(i+2),...,a’(|a]) }, nous avons :
5(a",q) = n(b,a)+B(aq)+Ba*20)
5" a) = n(aq)+Ba"2q).

Puisqued™®(a, q) = max;ei,ui, 6(a,q) et d"*a’,q) = max;jei,ui, 8(a’,q), il suffit de montrer
quemaxje, 0(0’,q) < maxje, d(a’,q) pour assured™a’,q) < dM*a,q). Les résultats suivants
découlent directement des définitions :

Blag <0 = &a",q) <3(a"q) (3.2)
B(b,g) >0 = 3" q) <3(a',q) (3.2)
n(aq) <n(b,q = 3a" ™ q) <3a"q) (3.3)

R1 : Supposons qua etb sont tels queB(a,q) < 0, B(b,q) < 0 etn(a,q) < n(b,q). Pwsque
B(a,q) <0etn(a,q) < n(b,q), nous avond(a”,q) < &(a'**,q) < max;je, 3(al,q) et3(a o) <
(ot q) < max;e;, 8(al,q) (implications 3.1 et 3.3). Ainsi, nous obtenomeax;c;, d(a’!,q) <
max;ei, 0(a!,q). Nous pouvons conclure que, dans ce cas, nous &H&’, q) < dM(a,q).

R2 : PuisqueB(a,q) < 0 etB(b,q) > 0, nous avons(a’’,q) < 3(a*L,q) < max;e;, 8(al,q)
et 6(0(’i+1,q) < 8(a',q) < maxje, 8(al,q) (implications 3.1 et 3.2). Ainsi, nous obtenons
maxXjel, 6(a’j,q) < maxje, 8(al,q). Nous pouvons conclure que, dans ce cas, nous avons
gm{a’,q) < 8"a1,q).

R3: Supposons quaetb sont telles qu@(a) > 0, B(b) > 0, et(n—PB)(a) > (n —P)(b). Puisque
B(b,q) > 0, nous avons(a "+1,q) < §(a',q) < maxje, 8(a’,q) (implication 3.2). De plus, puisque
(n-B)(a.a) > (n—B)(b,q) nous avons :

5(a’,q) - 8(a',q) = n(aa)+B(b.g)— (n(b.a)+B@q)
. ) = ( )(a7Q)_(n—B)(b7CI)
5(a",q)—8(a',q) <

Ainsi, nous obtenons &(a”,q) < &(a',q) < maxje, &(al,q). Ainsi, nous obtenons
maxiel, 5, q) < maxjel, d(al,q). Nous pouvons conclure que, dans ce cas, nous avons
3"¥a’,q) < 8"a,q). O

La proposition suivante résout le probleme de la recteerdlin ordonnancement qui mini-
mise 8™ pour un niveau de qualit§ donné, dans cas d’'un graphe de précédébsans arcs de
précédence, c’'est-a-di® = (A, 0). Un tel ordonnancement est obtenu en partitionnant lesresti

o
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selon la valeur de la fonctiop. En effet, toutes les actiorstelles queB(a, ) > 0 sont ordonnancées
en premier, et les actiorzstelles queB(a,q) < 0 sont ordonnancées en dernier. De plus, les actions
telles queB(a, q) > 0 sont ordonnancées selnfa, q) décroissant. Les actiorgelles que3(a,q) <0
sont ordonnancées sel@m— 3)(a,q) croissant. Ce principe est illustré par la figure 3.9, efasta-
lisé dans la proposition suivante.

p>0 B<0
A A

aq ordonnancement pay décroissant ordonnancement par 3 croissant

FiG. 3.9: Ordonnancement minimisadf'® pour un niveau de qualit§

PrRoPOSITION 3.13 (ordonnancement d’un graphe sans arcspoit SP(C) = (G,C",D,Q;C) un
syséme pararatré incertain tel que le graphe deguedence G= (A, <) n'ait pas d'arc, c’esta-dire
<= 0. Soient un prolongementy d’'une tracea, un niveau de quakt g, et un indice i tel que :
1. Pour tout je { 1,...,i } nous avong3(aq(j),q) > 0, et pour tout je { i+1,...,|a| } nous
avonsB(agq(j),q) <O0.

2. Pourtout j,joe{1,...,i }, j1< ]2 = n(ag(j1),q) >n(og(j2),q).
3. Pourtout j,jo e {i+1,...,Ja] }, j1<j2 = (N—B)(ag(j1),q) < (n—PB)(ag(j2),q).

Alors le prolongementiy minimised™®%, c’esta-dire que pour tout prolongemeat, dea nous avons
6maX(GQ7 q) S 6max(aé|a Q) .

Preuve de la proposition Soitoq1 un prolongement quelconque de la tracePuisque le graphe de
précédence ne comporte pas darc, il est possible d'@berprolongementg & partir deag en
utilisant ré-ordonnancant les actionsaipé I'aide des régles de ré-ordonnancement R1, R2, R3 de la
proposition 3.12. Puisqu’a chaque ré-ordonnancemergléaurd™®* diminue, nous pouvons conclure

qued™(aq,q) < 3"(ag,q). O

PrRoposITION 3.14 (ordonnancement dans le cg8 < 0) Soit SP[C) = (G,C"¢,D,Q;C) un
syséme pararétré incertain. Soit g un niveau de qudlitel pour toute action & A, B(a,q) < 0.
Nous dfinissons la fonction* comme suit :

N*(a,0) = MaxXy—a v a<a N(&,0).

Soit un prolongementy d’une tracea tel que pour tout K j nous avons)*(0q(i),q) >n*(aq(j),q).
Alors le prolongementiy minimised™®% c’esta-dire que pour tout prolongemeat, dea nous avons

6maX(GQ7 q) S 6ma><(aa’ q) .

LEmMME 3.2 Soient SPIC) = (G,C"¢, D, Q;C) un syséme pararétré incertain, q un niveau de qua-
lité tel queB(a,q) < 0 pour tout ac A, eta une trace de G. Pour tout prolongemeny de a, nous
avons :

5ma>§k(aq’q) = 6max(aqu)>
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ou M@ est calcué comme™® en remplacant les valeurs par n*, c’esta-dire :
6ma)@(0‘an) = MaXi<i<|qq| 5*(O‘qi>Q) = MaXi<i<|qq| n"(agq(i),q) + B(O(qu,CI)'

Preuve du lemme Nous allons montrer tout dabord™®{(ag,q) > 8M®*(0gq,q). Puisque
3@ (0lg, ) = MaXy<j<|aq O (Agl,q), il existei € { 1,...,|og| } tel qued’(ag',q) = 3" (ag,q).
Nous posons = 0q(i). Nous avon*(aq',q)) = n*(a,q) + B(a'*1,q). Par définition, nous avons
N*(a,9) = Maxy—a v a<a N(&,q). Autrement dit, il existe une actio# telle quea =aoua~< &,
et telle quen(a,q) = n*(a,q). Puisqueaq est un prolongement, il existe forcement- i tel que
aq(j) =4a. Puisquen(a',q) =n*(a,q) nous obtenons :

3agha) = n(@.a)+pBag",q)
3(aq,q) = n*(ag)+B(ag" ).
Puisquep < 0, nous avons :

5(O(qj: ) q) 2 n*(av q) + B(C(CI[I + 17”7q) + B(aqj+l> q)
5(O(qj_>Q) Z 5*(aqlaQ? = BmM(aql>q)
6maX(GQ7q) 2 6(aqj7q) 2 6max‘<(aql7q)'

Nous avons donc mont@"®{ag,q) > 8% (a4, ).

Nous montrons a présent q@&'?*(agq,q) > 8m*aq,q). Nous pourrons alors conclure que
3" (0q,q) = 0" (aq,q). D'apres la définition d&*, nous avons immédiatement, pour toute ac-
tion a et tout niveau de qualit§, n*(a,q) > n(a,q). Ainsi, pour touti € { 1,...,|ag| }, nous avons
5 (aq',q) > 8(aq',q), ce qui demontré™@ (aq,q) > 8M0g,q). O
Preuve de la proposition 3.14 En appliquant la regle R1 de la proposition 3.12 aux fomstio
3¢ etn*, nous montrons que le prolongement dans lequel les actions sont ordonnancées par
n* décroissant maximis&"®*, et doncd™® d’'apres le résultat du lemme précédentl

PrRoPOSITION 3.15 (ordonnancement dans le cg8 > 0) Soit SP(C) = (G,C",D,Q;C) un
syséme pararétré incertain. Soit g un niveau de qudlitel pour toute action & A, B(a,q) > 0.
Nous @&finissons la fonctiofn — B)* comme suit :

(ﬂ - B)*(a, Q) = MaXy=av a~a (ﬂ - B)(a/>Q)'

Soit un prolongemertdy d’'une tracea tel que pour tout K j nous avongn — B)*(agq(i),q) < (n—
B)*(aq(j),q). Alors le prolongementiy minimised™®, c’esta-dire que pour tout prolongemeu(1
dea nous avon®™®{(ag,q) < 80, q).

La preuve de la proposition précédente repose sur le lesuiant.

LemME 3.3 Soient SPIC) = (G,C"¢, D, Q;C) un syséme pararétré incertain, g un niveau de qua-
lité tel queB(a,q) > O pour tout ac A, eta une trace de G. Pour tout prolongemery de a, nous
avons :

6ma#(aq7q) = 6max(aqu)>
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ou &M@ est calcuk comme™® en remplacant les valeurs par (n — pB)* + B, c’esta-dire :
3" (ag,q) = MaXi<i<|ay| 5*(O(qiaQ) = MaXi<i<|qq| ((n—B)"+B)(ag(i)) +B(ag L ,0).

Preuve du lemme :

Nous allons montrer tout d'abord™®(0g,q) > dM®*(0g,q). Puisque dM®*(0q,q) =
MaXyjeqj<iag O (0g,q), il existei € { 1,...,]ag| } tel qued*(ay',q) = 3" (ag,q). Nous posons
a=a(i). Nous avons :

&' (ag',a) = ((n—PB)"+b)(a,q) +B(a"*,q).

Par définition,(n — B)*(a,q) = MaXy—av a<a (N — B)(d,q). Ainsi, il existea telle quea’ = a ou
a < a, ettelle qugn —B)(a,q) = (n—PB)*(a,q). Puisqueng est un prolongement il existe forcement
j <itelqueag(j)=a". Puisquein —B)(@,q) = (n—PB)*(a.q) :

3ag).a) = n(@.q)+Bag".q)

8(aq',q) = n(@,q)—PB@.a)+p@,q) +Bag ")

dag'.a) = (n-B)"(aa)+B@.a)+Bag .

3(agh,a) = (n—B)"(aq)+B(&,a)+B(aqlj +1i—1],0)+B(aq) +B(ag ™, q).

Puisque > 0, nous avons :
Sagha) > (N—B)(aa)+B@a)+paga)
6(aqj.7q) Z 6*(aqf7q)_6max(amq)
3" 0g,0) = 8(ag',q) = 8°(ag',q).

Ce qui prouved™®(0aq,q) > 8" (0, Q).

Nous montrons a présent q@&'?*(agq,q) > 8m*(aq,q). Nous pourrons alors conclure que
M (aq,q) = 8 (0, q). Le résultat découle immédiatement des définitionsetet, pour tout
anous avongn —B)*(a,q) > (n—B)(a,q). Nous en déduisons que pour tout

(n—B)*(ag(i),q) > (n—B)(aq(i),q)
= (N—B)"(aq(i),q )_+B(0‘q() qQ)+B(ag 1) > (N —B)(aqg(i),a) + B(aq(i), a) + B(ag ™, q)
= &(aq,q) > 8(aq',0).

D’ou le résultatd™®*(ag,q) > 8M*(0g,q), ce qui termine la démonstration d&'®*(0g,q) =
6max* (aqu)- O

Preuve de la proposition 3.15En appliquant la regle R3 de la proposition 3.12 aux fomstm"®*

et (n —PB)*, nous montrons que le prolongement dans lequel les actions sont ordonnancées par
(n —B)* croissant maximis&™®*, et doncdM®* d’apres le résultat du lemme précédent
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Cas général

Le calcul d'un ordonnanceBestSched™ optimal par rapport a la politique de gestion de qua-
lité mixte est un probleme difficile. Une premiére hetigige consiste a restreindre I'exploration des
prolongements aux prolongements EDF. Nous allons voir cemtmtiliser les résultats obtenus dans
le paragraphe précédent afin de optimiser un ordonnamesiiSched™ qui se limite aux prolonge-
ments EDF.

DEFINITION 3.16 Soient SPIC) = (G,C"°,D,Q;C) un syseme pararatré incertain,a une trace de
G, etag un prolongement da. Nous dirons que le prolongememestEDF-optimal par rapport au
niveau de qualé g si :
1. aq est un prolongement EDF de, c’esta-dire un ordonnancement EDF de/\\ ens(a))
par rapporta D.

2. ag maximise * parmi les prolongements EDF, c’eatdire :
tg™"(0g,0) = max { (o', ) | @’ € EDF(G/(A\ ens(a)),D) }.

Nous dirons qu’un ordonnanceur BeSthed™ est EDF-optimal par rapporta la politique de
gestion de qualé mixte si pour toute trace de G et tout niveau de quaditq, le prolongement
aq = BestSched™(a,q) est EDF-optimal par rapport au niveau de quaélit].

PROPOSITION 3.16 Soient SPIC) = (G,C"¢,D,Q;C) un syséme pararétré incertain,a une trace
de G etaq un prolongement EDF de. Si pour tout lag est un ordonnancement optimal de¢/A
par rapport au niveau de quaétg, alors le prolongemernt, est EDF-optimal par rapport au niveau
de quali€ q.

Preuve :SoitA; ... A la partition induite pab*, a =a;...0p eta’ =a] ... a; deux ordonnancements
EDF tels que, pour todte {1,...,L}, o) eta; sont des ordonnancements @¢A;. Supposons que,
pour toutl, a; est un ordonnancement EDF-optimal par rapport au niveawalit@q. En particulier
nous avon®™®ay,q) < 3May,q).

Soit k la longueur de I'ordonnancemernt;...q;, c'est-a-direk; = |a;...a;|. Nous avons
tg\X(a7q) = minlS'SL ténx(a7q)(k| )' et:

(0, 9 (k
= t'(a,0)

) =t2(a,q)(k) —8"az...q;,q)

)— max(orl .01, 9)

) —Mmaxq<i<k O((a7.. O‘I)iaQ)

) —maxi<j<i "™(aj,q) + B(aj11...01,0).

(k
= t(a,a0)(k
= t(a,a0)(k

De plus, puisqueB(di1...a;,q) = B(aj,;...0},q) et 8" aj,q) < 3M*af,q) pour tout j, nous
avons :

maxi<j<i 0", q) +B(0j11...01,0)

maxi<j<i 8"*(aj,q) +B(aj ... a1, 0)

maxi<j<; 8"*(aj,q) +B(af, 1. .. 01, Q).

IN
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Puisque'(a,q)(k ) =t&(a’,q)(k ) nous avons, pour tolftf™(a, q)(k ) <t™(a’,q)(k ). Nous pou-
vons ainsi conclure qu&™(a,q) <tM™(a’,q). O

3.5 Diagramme des vitesses

Le diagramme des vitesses est une représentation grapti@liespace d'état de I'application
contrdlée. Nous introduisons la notion de vitesse, quiesstio entre un temps théorique basé sur les
durées d’exécution moyennes, et le temps-réel. Poetatrdonné d’'un systeme paramétré incertain,
les choix du gestionnaire de qualité s'interpretentsalen terme de comparaison entre la vitesse
optimale, qui correspond a une utilisation optimale desaarces de calcul a partir de I'eétat courant,
et les vitesses idéales, qui correspondent aux différemeaux de qualité. Le diagramme des vitesses
est ainsi scindé en régions.

3.5.1 |Interpr étation de la politique de gestion de qualit & moyenne

Soit SPI(C) = (G,C"¢,D,Q;C) un systeme paramétré incertain & un controleur de&SPI(C)
basé sur la politique de controle moyenne. $oiB,t) un état deSPI(C)||'? . Soitq € Q un niveau
de qualité, ety = BestSched@"(a,q) le prolongementi dansG prévu par la politique d’ordon-
nancement pour le niveau de qualiéSoitk I'indice de I'échéance critique du prolongemeny,
c'est-a-dire I'échéancB(aq(k)).

Nous allons tracer le diagramme des vitesses correspoadi@nhéancd (aq(k)) et au niveau de
qualitéq. Il s’agit d’'une représentation graphigue en deux dinmmsdes états possibles du systeme,
et des choix de contrdle en fonction de ces états. L'absdaisl diagramme correspond a I'avancée
réelle du temps, ou temps-réelNous avons forcemenid(aq(k)) > t. L'ordonnée du diagramme
correspond a un temps théorique, basé sur le modelewtéssid’'exécution moyennes. Ce temps
théorique permet de mesurer I'avancée de I'applicatammsdes calculs. Nous effectuons une norma-
lisation par rapport a I'echéané¥oq(k)), de telle sorte que le diagramme ait une forme de carré de
coteD(aq(k)). Plus précisément, I'étgtr, 8,t) correspond & la positioft,y(q)) dans le diagramme
des vitesses, oy(q) est donné par :

C*(a,q)

y(q) = D(O‘q(k))m-

Ainsi, le diagramme des vitesse relie I'avancée réellgataps a I'avancée théorique du temps :
lorsque que le poinft,y(q)) est au dessus de la diagonale, nous considérons que dafpmti est en
avance ; si au contraire le point est en dessous de la diagdiagiplication est jugée en retard.

DEFINITION 3.17 Nous appelonsitesseentre deux points du diagramnie, y;) et (t2,y) la pente
du vecteur qui relie ces deux points, c'@stlire :

v— Y2—Y1‘
b—1
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vidl(g) voPY(q)

t D(ag(k)) t

FiG. 3.10:Diagramme des vitesses pour le niveau de quaglitéchéancé (aq(k)), et la positiont,y(q)).

Pour un niveau de qualitg et une positiont,y(q)) dans le diagramme des vitesses, la vitesse
idealev'¥' (q) correspond a la vitesse du systéme dans le cas ol lessddiéxécution réelles sont
exactement les durées d’exécution moyen@&s Pour un niveau de qualit§ donng, la vitesse
idealevd () ne dépend pas de la position couraftte/(q)), mais uniquement de I'echéance cri-
tique considérée. Ainsi, tant que I'échéance critiqi@@echange pas, les vitesses idéales restent les
méme. Elles correspondent a des valeurs intrinséquesodéle de I'application.

DEFINITION 3.18 Soit SP[C) = (G,C"¢ D,Q;C), un syseme pararatré incertain. Nous appelons
vitesses i@alesa I'état (a,8,t) de SP(C), par rapporta I'écteance Dag(k)), les vitesses'Y (q)
définies pour tout niveau de qudit) par :

vl (q) D(ag(k))

- C¥(a(tag),0)”

Pour un niveau de qualitg et une positiont,y(q)) dans le diagramme des vitesses, la vitesse
optimalev°P(q) est obtenue comme la vitesse entre la position courantéy)) et le point de co-
ordonnéegD(ag(k)),D(aq(k))). La figure 3.10 donne un exemple de diagramme des vitesses, da
lequel les vitesses idéales et optimales ont été reptéss pour le niveau de qual@éll s’agit donc
d’'un comportement optimal dans la mesure ou il corres@onde qualité constante et une utilisation
maximale des ressources, c’est-a-dire que |'aatigik) termine exactement a la degaq(k)) qui
est son échéance.

DEFINITION 3.19 Soit SP[C) = (G,C"¢ D,Q;C), un syseme pararatré incertain. Nous appelons
vitesses optimales I'état(a, 0,t) de SP(C), par rapporta I’ écteance Dog(k)), les vitesses¥'(q)
définies pour tout niveau de qudit) par :

VP(Q) = D(ag(k)) —y(a) _  D(ag(k)) C*(tag,q)
D(0g(k)) —t Ca(a(ug),q) D(ag(k)) —t
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Puisque D(aq(k)) est I'échéance critique du prolongemeat, nous avonst2(oq,q) =
t2V(ag, 0)(k). La condition d’admissibilité®/(aq,q) (k) > t associée a la politique de gestion de qua-
litt moyenne peut s’exprimer simplement en terme de coaigam entre la vitesse idealé' (g) et la
vitesse optimale®P'(q) associée. Plus précisément, la condition d’admistékéist vraie si et seule-
ment si la vitesse idealé (q) est supérieure ou égale a la vitesse optimale assaciéeeaw!(q).

Ce résultat est intéressant dans la mesure ou il pernieadigire les choix de niveau de qualité ob-
tenus avec la politique de gestion de qualite moyennectaineent dans le diagramme des vitesses.
Par exemple, dans la figure 3.10, I'état du systeme cavrelgmt a la positiorit, y(q)) est tel que le
niveau de qualit@ est admissible. En effet, sur cette figure, la vitesse &é3li(q) est supérieure a
la vitesse optimale®Pt(q).

PrRopPoOsITION 3.17 Soit (0,0,t) un état d'un sysme pararétré incertain SP(C) =
(G,C*,D,Q;C). Soientay = BestSched¥(a,q) les prolongements del dans G pévus par
I'Ordonnanceur, et k l'indice de &cteance Dag(k)) dans le prolongement. Alors la position
(t,y(q)) et les vitesses optimale$®et ideales ! (q) assockesa I'état (a,8,t) sont telles que :

vl (@) > P (q) <= t&(ag,q)(k) >t

Preuve de la proposition Nous avons :

” t D(ogK) . D(agk) C(a,q)
V@2V = ENa(a).q) © C¥a(a).q) D(agl) T
C®(fa,q)

= 12 Blag(k) -t

< D(aq(k)) —C(o,q) > t
— t&(aq,q)(k) >t. O

Dans le cas d'une politigue d’ordonnancement statiquereitue I'echéance critique ne change
pas, la proposition 3.17 nous permet de représenter helolgedes positionst,y(q)) telles que le
niveau de qualité soit admissible par rapport a la politique de gestion dditguamoyenne. Pour
tracer cet ensemble dans le diagramme des vitesses, ildeiffiacer la demi-droite qui passe par
le point (0,0), et dont la pente est donnée par le vecteur de vitesseeitls(q). Ainsi, dans la
figure 3.11, la zone grisée correspond états du systemel@aguelles le niveau de qualitgn’est
pas admissible. Au contraire, la zone en clair ainsi que tiai-dizoite de pente'® (q) correspond aux
états du systeme pour lesquels le niveau de quakitst admissible.

Découpage du diagramme des vitesses enr  égions

La diagramme des vitesses doit &tre construit sur chatpiedé SPI(C)||l'?, et pour chaque
niveau de qualite. Nous considérons ici un cas particadans lequel nous pourrons comparer les
differents états du systeme et les differents niveauguhlité sur un diagramme des vitesses unique.



3.5. DIAGRAMME DES VITESSES

95

t" (g, ) (K)

Vi (g

D(ag(k)) t

Fic. 3.11:Diagramme des vitesses pour le niveau de qualéél'échéance critiqu®(aq(k)).

vl (1) vl (0) D(O(q(k))t

FiG. 3.12:Diagramme de vitesses pour des positi@ng(q)) indépendantes du niveau de quatjté
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Considérons un systéme paramétré incer@i?l(C) = (G,C",D,Q;C), G = (A, <), et un
contrdleur basé une politique d’ordonnancement statique telle qoer fout état(a,6,t) de
SPI(C)||lr'®, la position dans le diagramme des vitesfieg(q)) associée a cet état ne dépendent
pas deg, c'est-a-dire que — y(q) est une fonction constante. Nous notons ayogg = y. Nous sup-
posons également que la fonctibn A — R* est constante. Ainsi, 'échéance critique est toujoars |
méme, pour tous les états du systgmed, t) et pour tous les niveaux de qualgé il s’agit dans tous
les cas de I'echéance de la derniere action des prolosggsnsalculés par la politique d’ordonnance-
ment.

Connaissant un état du systeme conti®R(C)||I'?", il devient alors possible déterminer une
position unique(t,y) dans le diagramme des vitesses. Sur cet état, et donc sildopdt,y), le
contrdleur choisit un unique niveau de qualité. Nous pmsvalors découper la diagramme des vi-
tesses en régions, correspondant aux difféerents nivé&agualité. La proposition 3.17 nous permet de
construire ces régions : leurs frontieres sont lin@sagede pente données par les vecteurs de vitesse
idealesv (g). Ainsi, dans la figure 3.12, la zone grisée correspond aabs @our lesquels aucun
niveau de qualité n’est admissible par rapport a la ppléide gestion de qualité moyenne. Les autres
zones correspondent aux differents niveaux de qualigavoir que la frontiere supérieure gauche de
la zone du niveau de qualiten’appartient a cette zone, mais a celle du niveau de @upilit].

Dans le chapitre suivant, nous introduisons la notiorbdecle Nous verrons que I'ordonnan-
cement le plus simple d’'une boucle est de la fofog}" = 0p0p...0p, OU0g est repétan fois. Or
les positions(t,y(q)) associées aux étafs,6,t) tels quea soit un “multiple” deay, c’est-a-dire
o = {ap}™, sont telles que(q) est indépendant du niveau de quatitd_es résultats étudiés ici se-
ront donc pertinents dans ce cas particulier d'une bouakraimte par une fonction d’échéanbe
constante.

3.5.2 Interpr étation de la politique de gestion de qualit & mixte

L'utilisation des durées d’exécution pire-cas dans litigoe de gestion de qualité mixte permet
d’assurer le respect des échéances. Nous allons voir eatmmodifier le diagramme des vitesses afin
que la condition d’admissibilit€™(0q,q) >t de la politique de gestion de qualité mixte se traduise
de facon simple en terme de comparaison entre vitesses.cedaire, nous modifions la vitesse
optimale de la maniére suivante.

Soit (a,6,t) un état de&SPI(C)||r™, etoy = BestSched™(a, q) les ordonnancements prévus par
la politique d’ordonnancement pour les differents niveda qualité. Soit| un niveau de qualité, ét
I'indice dansog de I'échéance critique. La définition des vitesseslaea!' (q) ainsi que la position
courantg(t,y(q)) ne change pas par rapport a ce qui a été donné pour lpelide contrdle moyenne,
dans la section précédente. Nous définissonsgitesses optimalesieesde la fagon suivante.

DEFINITION 3.20 Soit SP[C) = (G,C"¢,D,Q;C), un systme pararatré incertain. Nous appelons
vitesses optimalest@es a I'état (a, 6,t) de SP(C), par rapporta I'écreance Qoq(k)), les vitesses
VePEsT(q) définies pour tout niveau de qudlig par :

ptst oy __ D(dg(k) c(ta.q)
Vo (q) = CaV(a(k),q) D(ag(k)) — M ag,q) —t
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La vitesse optimale slre est calculée comme la vitesge é&ntposition courantét,y(q)), et
le point(D(aq(k)) —3m*aq,q),D(aq(k))). La figure 3.13 représente un exemple de diagramme des
vitesses dans le cas de la politique de contrdle mixte. bpgsition suivante donne une interprétation
de la politique de gestion de qualité mixte en terme de coaigan entre les vitesses idéales définie
dans la section précédente, et les vitesses optimales définies ci-dessus.

6max<ltxch q)

v(q)
e C)

t D(ag(k)) 't

FiG. 3.13:Diagramme des vitesses dans le cas de la politique mixte.

PROPOSITION 3.18 Soit (a,6,t) un état d'un systme pararétré incertain SP(C) =
(G,C",D,Q;C). Soientay = BestSched'(a,q) les prolongements der dans G pévus par
I'Ordonnanceur, et k l'indice de &cteance Dogy(k)) dans le prolongement,. Alors la position
(t,y(q)) et les vitesses optimale®™r S et ideales ¥' () assockesa I état (a1, 8,t) sont telles que :

v (@) > vPol(g) = t(ag,a)(k) > t.

Preuve de la propositionLa preuve est similaire a celle qui a été donnée pourdagsition 3.17 :

idl ¢ D(aq(k)) D(ag(k)) C*(f,q)
V@2V = =g, g Z Calk). q) D(og(K)) — " aq, @) —1
L cag

~ D(ag(k)) —3"*{ag,q) —t
D(aq(k)) — C*(r, ) — 8"(0tq, @) > t
D(atq(K)) —C™{(ur,q) >t
™ (ag,a)(k) > t. O

rre 1

Ainsi, I'interprétation de la politique de gestion de gte@amixte en terme de vitesses dans le dia-
gramme des vitesses est similaire a I'interprétationmpues avons donné dans le cas de la politique
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de gestion de qualité moyenne. La seule difference se aiitniveau de la vitesse optimale. Dans le
cas de la politique mixte, nous utilisons en effet la vitesgatimale slre, qui ne correspond pas a une
utilisation totale des ressources, maifey(k)) — 8M®(ag, q) unités de temps sur &0 q(k)) dis-
ponibles. Ainsi, plus la valed™®{aq,q) sera petite, et plus I'utilisation des ressources sershgrde
I'utilisation maximale. De la sorte, nous faisons appaede fait que le respect des échéances limite
inévitablement la maximisation du budget de temps. Damsa$ede la politique de contrdle mixte,

le contrbleur “prévoit” de perdr&™®{aq,q) unités de temps, si les durées d’exécution réelles sont
identigues aux durées d’exécution moyennes. Bien entesalon la valeur des durées d’exécution
réelles, la perte réelle peut étre differente de cetteur.

Découpage du diagramme des vitessesenr  égions

Comme nous l'avons fait pour la politique de contrdle ma@mous allons nous intéresser a un
cas particulier de systeme paramétré incertain avaeldg diagramme des vitesses va pouvoir étre
découpé en régions dont les frontieres linéaires.

Soit SPI(C) = (G,C",D,Q;C), G = (A, <) un systeme paramétré incertain tel qu'il existe un
ordonnancement de la formei}". Nous supposons également que la fonction d’échéBnest
constante. Considérons le control&l utilisant une politique d’ordonnancement statique basie
{ap}". Nous ne représentons dans le diagramme des vitessessquanés qui correspondent a des
états de la form¢{ap}™,6,t), m< n. Dans ce cas, la positigft, y(q)) associée a I'etat{ap}™,6,t)
est indépendante du niveau de quatljt&n effet, nous avons :

y(q =p UG nd
Cav({ao}n’q n’
Un point (t,y(q)) correspondant a I'etdf{ag}™,6,t) appartient a la région du niveau de quatjtéi
et seulement si nous avons :

t({ao}" ™ a) >t >t ({ao}" ™, 0+ 1) siq < dmax

et
t™({ap}™™, q) >t sinon.

Les équations des frontieres des régions sont donc derteeft]™({op}" ™, q) =t, c’est-a-dire,
puisque la fonction d’échéand® est constanteC?({ao}" ™, q) + d"*({0p}""™,q) =t, ou plus
simplement(n —m)C®(ag,q) + 8™*{{aop}""™,q) =t.

Dans la section 4.5.1, nous montrons en particulier quer paouniveau de qualit@ donné,
0" {ap}"™, q) est une fonction linéaire de I'entier. Ainsi, 'équation d’une frontiére d’une région
est linéaire en fonction d&. Puisquemest linéaire en fonction dgq), nous avons déemontré que les
frontieres des régions sont linéaires dans le diagradesevitesses. La figure 3.14 illustre ce résultat.

Résultat sur l'utilisation du budget de temps

Intuitivement, nous voyons dans le diagramme des vitessdagualeurd™?* est caractéristique
dans la politigue de gestion de qualité mixte. En effeg glesure la difféerence entre le comportement
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D
Vidl(3)
Vidl(z)
a=1 /Jg=o0 t
vl (0) D

FiG. 3.14:Diagramme de vitesses pour des positi@ng(q)) indépendantes du niveau de quatjté

pire-cas et le comportement moyen, et a donc un lien aveceffitude qui existe sur les durées
d’exécution réelles. Nous allons voir que deux facteimsté I'utilisation du budget de temps. Le
premier est justement I'incertitude sur les durées déakén ; il sera mesuré grace a la fonctigPf™,

Le second concerne la granularité de contrdle. En effag fa granularité de contrdle est fine et
plus le contrdleur sera en mesure de maximiser le budgetndest en s’approchant au plus pres des
échéances. Dans le diagramme, ceci s'interprete pameilkeure approximation de la vitesse idéale
par les niveaux de qualité discrets du systeme paranrétertain.

PrRoPOSITION 3.19 Soit SP(C) = (G,C",D,Q;C), G = (A, <) un syseme parargtré incertain tel
que sa fonction @&cheance D soit constante. Conéidns le contbleur F™* base sur la politique de
gestion de qualé mixte et une politique d’ordonnancement statiqueebasur I'ordonnancemertt
de G. Supposons que I'ordonnancem@ntd) de SP(C) calcule par le contbleur F'™ soit tel que
q=0(a(1)) < gmax et que les dires d’ekcution Eelles C soient telles que€C?". Dans ce cas,
nous avons leésultat suivant sur I'utilisation du budget de temps displan:

D-A—-3"a,q+1) <C(a,0) <D,
ou A est une valeur caraétisant la granularié de contble, cefinie par :
A =max {C*¥@min )—C*(a,q) | < gmaxa€ A }.

La preuve de la proposition précédente est donnée damsdke.
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cHAPITRE 4

Mise en ceuvre efficace

ANS le chapitre précédent, nous avons présenté une teghdigcontrdle a grain fin d’'ap-
plication temps-réel. En agissant sur certains parasetr les niveaux de qualité —
nous permettons a I'application d’utiliser au mieux less@irces de calcul, le but étant
de maximiser la qualité de service finale par rapport a dagaintes temps-réel de type

échéance. Le contrble de I'application est obtenu fasdrtion de points de contrble dans I'applica-
tion, sur lesquels le code correspondant au controlelapgslé afin de choisir la prochaine action a
exécuter et fixer son niveau de qualité.

Le contrbleur doit donc s’attacher a la fois a effectues dhoix de contrble pertinents, mais aussi a ne
pas grever inutilement le budget de temps alloué, de fagmuvoir activer des niveaux de qualité les
plus élevés possibles. Les performances du controkeperdent donc non seulement de la technigue
de contrdle qui est employée, mais aussi de la maniereaidle-ci est implémentée. Par exemple,
dans I'implémentation actuelle, nous avons fait le ch@xtutiliser que des politiques d’ordonnan-
cement statique.

Dans ce qui suit, nous abordons le probleme de la géoératitomatique d’un contrbleur a partir
du modele de l'application. Ce travail est basé sur I'iempéntation d'un prototype d’outil réalisé
au cours de cette these. Nous traiterons de la majeure piagiproblemes rencontrés au cours cette
implémentation, et en particulier les points suivants :

— Fonctionnement général de I'outil. Nous verrons comineetui-ci s’integre au sein d’'un pro-
cessus classique de compilation.
— Modélisation de I'application temps-réel. Nous prapusune extension au modele de systeme

101
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paramétré incertain présenté dans le chapitre 3. Neusns comment construire le modele
d’une application réelle — un encodeur vidéo — dans la itreap.

— Implémentation d'une politique d’ordonnancement gtagipour la politique de contrdle simple
et la politique de contrdle mixte présentées dans leitieap.

— Implémentation efficace du calcul des fonctions d’ordomuement correspondant a la poli-
tique de gestion de qualité simple et la politique de gastie qualité mixte. En particulier,
nous chercherons un compromis entre le pré-calcul s&titjoformations, qui a tendance a
augmenter la consommation mémoire et la taille de I'etddala, et le calcul dynamique, qui
augmente la durée d’exécution du contrdleur, et dondméder la qualité de service finale.

4.1 Geénéralit és sur I'outil

Le flot de compilation et de génération de I'applicatiomtcdlée est illustré par la figure 4.1. Pour
nous, I'application qui se trouve en entrée du flot est c&@tephent décrite avec :

— un systéme paramétré incertain ; la notion de graphe@t®gdence hiérarchique nous permet-
tra de générer un contrbleur pour des applications guiieonent des boucles dont le nombre
d’itérations est connu a I'exécution seulement, ce gtit&s souvent le cas dans les applica-
tions multimédia ;

— une bibliothéque de fonctions écrites en C; celle-crii@iune implémentation des actions du
systeme paramétré incertain.

A partir de cette description, I'outil génére (statiquent) un ordonnancement de I'application ainsi
gu’un ensemble de tables qui sont utilisées, a I'exeaypour accélérer I'exécution du code corres-
pondant au contrbleur. Ces tables dépendent bien entimthupolitique de gestion de qualité mise
en ceuvre. Nous verrons en particulier comment implémesffieacement un contrdleur basé sur la
politique de gestion de qualité simple et sur la politiqeegdstion de qualité mixte.

4.1.1 Entrées du flot de g énération de I'application contr 6lée
Les entrées du flot de génération de I'application ciae sont de deux types.

Modele de 'application. Il s’agit d’'un systeme paramétré incertain dont le gexgh précédence est
hiérarchique Un tel graphe permet de modéliser la répétition d’'unssesemble d’actions,
ce qui est particulierement utile pour modéliser les i@ptibns multimédia qui sont souvent
constituées d’algorithmes itératifs.

Biblioth éque de fonctions.Ces fonctions, écrites en langage C dans l'implémemtagictuelle,
décrivent I'effet de I'exécution des actions. Dans l'iéapmentation de I'outil, le lien entre une
action et sa fonction correspondante peut étre assunéngaiable fournie en entrée.
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FIG. 4.1:Flot actuel de génération de I'application controlée.
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Extension du mod éle du graphe de flot de donn ée aux boucles
4.1.2 Génération du contr 6éleur

L'outil qui a été développé s'integre dans le flot de gilation et génération de I'application
contrblée. Il génere le contrdleur a partir du madéé I'application. En pratique, deux fichiers sont
géneéres :

Ordonnancement statique. Un fichier en langage C est généré par l'outil et est de tenéoo =
{as}"{az}"... {am}™, ou les valeursy ne sont pas connues statiquement, mais sont des
parametres d’entrée de I'application contrdlée. Diarsuite, nous appelonmint de contble
toute position dans le code de I'application controléeaguelle le contrbleur peut étre appelé.
Ces positions correspondent aux états du systeme péameéertain. Puisqu'’il s’agit d'une
politique d’'ordonnancement statique, il existe égalenuge correspondance directe entre les
suffixes dexr = {a1}"{az}™... {on}"™ et les points de controle.

Tables pre-calcukes statiquement.Ces tables représentent I'implémentation du gestioande
qualité qui est spécifigue a l'application. La partiengéque, écrite directement en lan-
gage C, est donnée dans un fichier séparé. La génémé®nables pré-calculées ainsi que
l'implémentation du gestionnaire de qualité génégiglepend de la politique de gestion de
qualité choisie. Dans la suite, nous allons donner lesridhges qui permettent la génération
efficace des tables, ainsi que les algorithmes qui perntetsdculer efficacement le niveau de
qualité courant sur chaque point de controle.

4.1.3 Contr 6leur

Le code C décrivant le fonctionnement du contrbleur esnéadans un fichier séparé. Ce code C
est un code générique, et ne dépend pas de I'applicattomtrdler. Bien entendu, il utilise les valeurs
pré-calculées qui sont générées par I'outil. Dansuleesnous donnerons les algorithmes qui sont a
la base de notre implémentation en C du contrbleur.

4.2 Graphe de pr écédence hi érarchique

Le modele que nous traitons dans I'outil actuel est unensite de systeme paramétré incertain.
Dans ce modele étendu, nous prenons en compte la notibowtde c’est-a-dire la répétition d’'un
ensemble d'actions appetorps de boucleEn effet, la plupart des applications multimédia com-
portent des traitements itératifs. En général, cesrdlgoes sont implementés a I'aide de boucles,
comme dans le langage C par exemple. En introduisant unenndé boucle directement dans le
modele, nous facilitons d’'une part la modélisation deglication, et nous améliorons d’autre part
I'efficacité du contrbleur, en évitant de déplier lesibles. Ainsi, la seule difféerence entre le modéle
de systeme paramétré incertain utilisé dans les aleaph et 3, et celui qui est utilisé en entrée de
I'outil est l'utilisation d’'un graphe de précédence faiichique a la place du graphe de précédence
classique. Un graphe précédence hiérarchique permstraigiurer un graphe de précédence en un
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ensemble de boucles, dont les corps de boucle sont des grdglpeécédence classique. Le nombre
d’itérations de chaque boucle est alors un parametre dlél@o

DEFINITION 4.1 Nous appelongraphe de préccdence hérarchique un graphe de pEcdence
GH = (GS<,v) telque :
1. GS est un ensemble fini de graphes dmfmience, GS- { G;,...,Gy } avec G = (A, <)), tel
que les ensembles d’actiong,A. ., A, soient disjoints, c’esé-dire pour tout i j nous avons
A ﬂAj =0.
2. (GS <) est un graphe de piedence.

3. v est un pararatre du type GS- N, qui fixe le nombre d'érations des graphes degmedence
Gy, ..., Gy du graphe herarchique.

A partir d’'un graphe de précédence hiérarchique et dummerd’itérations des boucles, il est pos-
sible de construire le graphe de précédence déplies idgel les iterations des difféerentes actions
sont représentées. Ce graphe est apgigtéantiquedu graphe hiérarchique. Il décrit les relations de
précédence qui existent entre les differentes it@natides actions des differentes boucles qui com-
posent le graphe hiérarchique. Il existe une dépendartce @eux itérations de deux actions dans les

trois cas suivants :
— les deux actions sont dans deux boucles differentes xste@t un arc entre ces deux boucles

dans le graphe hiérarchique ;

— il s’agit de la méme itération de deux actions difféesndi’'une méme boucle, et il existe un arc
entre ces deux actions dans le graphe hiérarchique ;

— il s'agit de deux itérations differentes d’'une mémdattelles que le niveau de la premiéere
itération soit inférieur a celui de la seconde.

DEFINITION 4.2 (€mantique d’un graphe hiérarchique) Soient GH= (GS<,v) un graphe
hiérarchique tel que GS { Gy,...,Gn } et pour tout i€ { 1,...,N }, G; = (A;, <i). Nous appelons
alors semantique du graphe hérarchigue GH par rapport au paragtrev, le graphe de pgccdence
note ||GH|| = (As, <s) tel que :

1. L’'ensemble d’actions A est danpar :

As= U (U f@ilacay).

1<isN ' 1<j<v(G)
2. Larelation de peccdence<s est donge par :

acAcNbeA NG<G
(a,i) <s(b,j)e<< ¢ acA ANbeA Na=<|b
a=bAi<].

La sémantique d’'un graphe hiérarchig@# = (GS <,v) dépend du nombre d'itérations des
boucles qui le composent, c’est-a-dire du parametigans la suite, nous cherchons a développer des
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techniques de contrble qui évitent de construire exglisent la sémantique du graphe hiérarchique,
laissant le nombre d'itérationsen parametre. Afin de d’alléger les notations nous noseappour
lai®ME€itération(a,i) d’une actiona.

ExXemMPLE 4.1 Soit GH= (GS <,Vv) le graphe hérarchique tel que GS { G1,G; }, G = (A, <))
pour i€ {1,2}, Ay = {a,b,c} et A = {d,f}. Les relations de @dence<, <1 et <, sont
représenkées dans la figure 4.2. Dans cette figure, larhichie est repesengée par des rectangles.
Ainsi, les actions a, b, c appartiennent a@mme rectangle.

ny
Q a
grapheG,
n
d
f
grapheG,

FiG. 4.2: Exemple de graphe hiérarchiqGed.

La smantique||GH|| du graphe GH pour I'affectation de nombre @&iationsv : GS— N,
V(G1) = v1 = 3, V(Gp) = vp = 2, est repésenke dans la figure 4.3. Nous rappelons que les
représentations graphiques des graphes dedprlence font appatae seulement les arcs de la re-
lation prédecesseur-successeur ifadiats, afin de ne pas surcharger la répentation (voir la sec-
tion 2.1.1).

Dans la suite, nous travaillerons avec des graphes degeécé hiérarchique a la place des
graphes de précédence. Cela ne change pas fondamemtalempmbleme de contrdle d’'un systeme
paramétré incertain puisque la sémantique d’'un grap@®rchique est un graphe de précédence.
Lorsque nous parlerons de trace, prolongement ou ordoan@ert d'un graphe hiérarchique, nous
ferons en fait référence a la sémantique du graphauiiique. Puisque les itérations d’'une méme
action sont totalement ordonnées dans la sémantiqueagihghiérarchique, nous ne ferons pas ap-
paraitre les indices correspondant aux differenteatitins. Revenons sur le graphe hiérarchiGuié
de I'exemple 4.1 (figure 4.2). Sidonne le nombre d'itérations des bouclesGld, et est telle que
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d2

fa

FIG. 4.3: Sémantiqué|GH|| du grapheSH pour I'affectation du nombre d'itérationg = 3 etvy = 2.

V(G1) = 3, V(Gp) = 2, alors nous dirons que = abcabcabcdd f fest un ordonnancement &H,
puisqu’il correspond a I'ordonnancemaerit= a; by c;aph,crazbscsdi ds f1 f, de la semantiqugGH |
deGH.

Les techniques de génération de contrdleur que noussatlévelopper seront indépendantes du
nombre d'itération des boucles. Ceci permet de génémerapplication contrdlee générique, pa-
ramétrée par le nombre d'itérations connu a I'exé@guseulement.

4.3 Ordonnancement d'un graphe hi  érarchique

Nous expliquons ici comment générer une politique d’arimcement pour un systeme pa-
ramétré incertain dont le graphe de précédence estrbiéque. Nous cherchons une technique qui
évite le dépliage du graphe hiarchigue, c'est-a-direng travaille pas sur sa sémantique mais sur le
graphe hiérarchigue lui-méme. Ceci permet de laisseoebme d'itérations des boucles comme un
parameétre d’entrée de 'application. De plus, la techaigst plus efficace gu’'une technigue basée
sur un dépliage, surtout lorsque le nombre d'itératioas boucles est grand, ce qui est le cas de
I'application considérée dans le chapitre 5. L'opéuatde répétition suivant est utilisé pour décrire
des ordonnancements dans lesquels le nombre de répetition sous-ensemble d’'actions peut ne
pas étre statiquement connu et dépendre du nombreati@as des boucles du graphe hiérarchique.

NOTATION 4.1 Soit A un ensemble d’actions @tune £quence d’actions. Nous noterofis}’ la
sequence de longuewta| correspondant la répétition de la €quencen v fois, c’esta-dire :

{0}V ={a}’ =ga...q.

v fois
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Etant donnée une bouc® = (A;, <i), il est possible d’ordonnancer une seule de ses itérations
c’est-a-dire ordonnancer le grap8g Soita; un ordonnancement du grap8e En répétant cet I'or-
donnancement; autant de fois que le nombre d'itérations de la bowglec’est-a-direv(G;), nous
obtenons I'ordonnancemefti; }V(¢) de la boucleG;. Nous obtenons de la sorte un ordonnancement
dont la représentation est tres compacte, ce qui n'edeas de tous les ordonnancements possibles
de cette boucle. Cependant, pour pouvoir optimiser I'ondmeement d’une boucle par rapport a une
politique de gestion de qualité donnée, il peut étreeséaire de ne pas se limiter aux ordonnance-
ment de la formg a;}V(®). Dans ce cas, il convient de trouver un compromis entre |gpeaité de
I'ordonnancement, et son optimalité par rapport a latjpple de gestion de qualité choisie.

Soit GH = (GS <,v) un graphe hiérarchique. La forme générale d’un ordooearent deGH
sera{aq}Y{az}v2...{an}'m, ouvy, ...,vy Sont des expressions qui peuvent dépendre du parametre
v. Dans la suite, nous dirons que la séquefwa"' est uneboucle méme si elle ne correspond pas a
I'ordonnancement d’'une boucle du graphe hiérarchiqueishiirons de plus que; est lecorps de la
boucle{a;}"V, puisqu'’il s’agit du motif de base qui est répété dansdade {a; }"'.

Politigue d’ordonnancement statique EDF

La génération d'un ordonnancement EDF d'un graphe hibrque GH = (GS <,v), GS=
{ Gy,...,GN }, peut étre fait de la maniere suivante. SDit A; U...UAy — RT une fonction
d’échéance. Supposons que la fonction d’éché@hest constante sur chaque boucle, c’'est-a-dire
D est constante sur chaque sous-ensemble d’acfiprai ce n'est pas le cas, nous transformons le
graphe hiérarchique en découpant chaque bdBctie GH selon la partition induite par la fonction
D; des échéances rétro-propagées danse qui transforme la bouclg; en autant de boucles que
la taille de la partition. Les arcs de précédence entrbdegles ainsi obtenus sont placés de fagon
a respecter la regle EDF et les précédence initiaux. ibeipe est illustré par la figure 4.4, qui re-
prend le graphe hiérarchique de I'exemple 4.1. Les valprisgs par la fonction d’échéan&eont
été ajoutées, et nous illustrons le découpage de ldd@4csur laquelleD n’est pas constante. Apres
transformation, les valeurs correspondent aux écheagte-propagées.

Puisque la fonctio est constante sur les bouclesde GH, le grapheGH peut &tre vu comme
un graphe de précédence classique. Il est donc possilderdruire I'ordonnancement EDF=
y(1)...y(N) de GH vu comme un graphe de précédence, et par rapport a ladorteéchéanced.

Les élementy(1), ...,y(N) dey sont donc les boucleSy, .. .,Gy de GH. L'ordonnancement final
o du graphe hiérarchiquéH est obtenu en concaténant les ordonnancentwgrdss boucless; de
GH, dans I'ordre donné par, c'est-a-direa = {01 }V1... {an}VN, oua; est un ordonnancement de la
boucley(i).

4.4 Mise en ceuvre efficace des politiques de gestion de qualit é

Nous allons voir comment implémenter les politiques deigesle qualité qui ont été proposées
dans le chapitre 3, c’est-a-dire la politique de gestiormgdalité simple et la politique de gestion
de qualité mixte. Concernant la politique de gestion dditgusimple, nous introduisons d’abord la
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a ny
2O
ny
oL s
o 4 G,
c b
4 5
b b
Gy
0
1
H
17] e 17}
e
10 10
f f
10 10
G2 G2

FiG. 4.4: Transformation du graphe hiérarchique.

notion de fonction de durée d’exécuti@misea-jour rapide Nous allons voir comment implémenter
une politiqgue de gestion de qualité basée sur une fondiéaturée d’exécutioa misea-jour rapide

4.4.1 Mise en ceuvre efficace de la politique de gestion de qual ité simple

Dans cette section, nous introduisons la notion de fonam®urée d’exécutioa misea-jour
rapide La fonction d’'ordonnancement associée a une fonctiodutée d’exécution a mise-a-jour
rapide posséde un certain nombre de propriétés qui pEmbealculer facilement la valeur de la
fonction d’ordonnancement sur tous les points de contrfdas le cas de I'utilisation d’'une politique
d’ordonnancement statique. En effet, dans ce cas la vatela bnction d’'ordonnancement sur un
point de contrble est déduite de la valeur au point de dnprécédent.

Notion de fonction de dur ée d’ex écution a mise- a-jour rapide

Une fonction de durée d’exécutid®® : A* x @ — RT & mise-a-jour rapide est telle que la
difference entre la durée d’'une séquence d’actiet un de ses suffixes®, c’est-a-direCX(a,8) —
CX(ak,0), est indépendante des actian& + 1), ...,a(|al).

DEFINITION 4.3 Soit C* : A* x © — RT une fonction de d@e d’excution. Nous dirons que’C
est une fonction de dée d’excutiona misea-jour rapide si pour toutes 8quencesi; etay, toute
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action a et toute affectation de qu&i® nous avons :
C*(a1a,08) —C*(a,0) = C*(a1a07,0) — C*(any,0).

PROPOSITION 4.1 Les fonctions de dée d’'excution & et Cf sont des fonctions de dee
d’exécutiona misea-jour rapide. Plus pecigment :

C*(0a,0) —C*(a,0) = C*(a,0)
Cs'(aa,8) —C%'(a,0) = CS7(a,0)+C"(a,qmin) —C"(a,0).

~—

Preuve de la proposition Puisque la fonctiolC?' : A* x © — R* est obtenue par extension de la
fonctionC?: Ax Q — R™, nous avons :

Ca"(cxlacxz, 6) - Ca"(acxz, 6) = Ca"(cxla, 6) —I—Cav((X2, 6) - (Ca"(a, 6) —I—Cav((X2, 6))
C?(01,0) — C?(a,8) = C?(ay, 6).

En utilisant la définition de la fonctio@Sf, nous avons :

C3(aya0,,0) —C3f(anp,8) = C"(ay(1),0) +C"(a12a, Gmin) + C(0l2, Omin)
- (CWC(a, 0) + CWC(GL Omin))
= C"(ay(1),0) +C"(a12, gmin) +C"(a, gmin) — C"(a, 0)
= C%'(a1,0) +C"(a,gmin) —C"*(a,8). O

Les fonctions de durée d’exécuti@® et C3' sont des fonctions de durée d’exécution & mise-
a-jour rapide. Ainsi, les résultats que nous allons vaingicette section seront applicables dans le
cas de la politique de gestion de qualité moyenne et siamesglie nous le jugerons nécessaire, nous
instancierons ces résultats généraux a I'une ou Eads politiques.

PROPOSITION 4.2 (calcul incremental detX) Soit C¢ une fonction de dére d’executiona misea-
jour rapide, (a,8) un prolongement et j l'indice dedttéance critique de€a,8) par rapporta tX.
Alors, pour tout i< j nous avons :

tX(a',0) =tX(a,8) +C*(a,0) — CX(a(i), ).

Preuve de la proposition Tout d’abord, nous exprimons les valedfqa',8)(k) en fonction des
valeurst (a,8)(k—i+1) :

€(a',8)(k) = D({a')-C*(a").6)
= D(afi,k—i+1])—C*(afi,k—i+1],8)
D(af

k
(afi,k—i+1]) —C*(afi,k—i+1],8)+C*(a[l,k—i+1],8) —C*(a[L,k—i+1],8).
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PuisqueC* est une fonction de durée d’exécution & mise-a-jouidegmous obtenons :

tX(a',8)(k) = D(afi,k—i+1))—C*(a[l,k—i+1],8)+C*(al1,i],8) —C*(a(i),6)
= £(a,8)(k—i+1)+C*(a,8) —C*(a(i),0).

Le résultat précédent nous permet d’'écrire :

t2(0",0) = maxgycpi t3(a',6)(k)
= MaXqcyeai| 12 (a1,0)(k—i+1) +C*(a,0) — C*(a(i),6)
= C*(a,8)—C *(a(i),8) +Maxq<y<|qi| t& (01, 0) (K—i+1)

Puisque le maximum des valeué(cx,e)(k— i+ 1) est atteint lorsqug = k—i+ 1, c’est-a-dire
lorsquek=j—i+1e{1,...,

= C*(a,8) —C*(a(i),8) + max; i< a| & (a1,0) (K)
= C*(a,0)—CX(a(i),0) +tX(a,0). O

La proposition précédente permet de déduire la valeua fenction d’'ordonnancemeng d’un
point de contrdle a un autre. En particulier, entre deurtpale contrdle consécutifs, c’est-a-dire pour
i =1, et pour une affectation de qualité constante, c'edité® = g, nous avons :

té((a2>q) = té((C(,Q) +CX(2a>q) _CX(G(Z)vq)'

Ainsi, si le contrbleur ne remet pas en cause I'ordonnaecemrévu, et en particulier si la politique
d’ordonnancement est statique, il est possible de détwaleur de la fonction d’'ordonnancement
d’un point de contrdle a un autre par un calcul trés simple

PROPOSITION 4.3 (calcul incremental deC*) Soit C¢ une fonction de d@e d’excutiona mise-
a-jour rapide. Soienti; et a, deux €quences d’actions, &t une affectation de quaétcefinie sur
ens(a1az). Nous notons a la derére action den s, c’esta-dire a= oy (|as]), et b la premére action
deasy, c’'esta-dire b= a»(1). Alors nous avons :

C*(a10,,8) = C*(a1,0) +C*(ap,0) +C*(ab,8) — C*(a,8) — C*(b,0).

Preuve de la propositionNous notonsr) le préfixe den tel queaja= oy, c’est-a-diren; =%=1qy,
eta), le suffixe dea tel queba), = a5, c’est-a-direa, = a,2. Nous avons alors :

C*(0102,8) = CX(ajba),8).

Puisque C* est une fonction de durée d’exécution a mise-a-jouridegp nous avons
CX(a1bab,8) — C*(baj,0) = CX(a1b,8) — CX(b,6), cest-a-dire C*(a;bas,0) = C*(azb,0) —
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C*(b,0) 4+ C*(ba, ). Ainsi, nous obtenons :

C*(a102,8) = CX(a1h,8) —CX(b,8)+C*(ba},0)
C*(ajab,8) — C*(b,8) +C*(a>,0)
(
(

C*(a’a,8) —C*(a,8) +C*(ab,8) — C*(b,8) +C*(a5,0)
= C*(01,0)—C*X(a,0) +C*(ab,8) —C*(b,8) +C*(a5,8). O

COROLLAIRE 4.1 Soita = {a1}"{a,}™...{am}™ un ordonnancement et*Cune fonction de
durée d’eecutiona misea-jour rapide. Nous notonsyaet hy les actions qui correspondent aux
premeres et derréres actions des ordonnancemenis c’esta-dire g = ok(1) et b = ak(|ok]).
Nous avons :

C*({ok}™,8) = nk-C*(ak, 8) + (ng — 1) - (C* (byay, 8) — C* (bk, 8) — C*(a, 0)).
Nous en éduisons I'expression de‘Ca, 6) suivante :
C*(a,0) = Z N - C* (0K, 8) + (i — 1) - (C* (byax, 8) — C* (o, 6) — C* (a, 6))
1<k<m

+ Y (C¥(bkewi1,8) ~ C*(by.8) — C* (&, 0)).

1<k<m-1

Preuve du corollaire :
La preuve est faite par récurrence surSoit 2(n) la proposition suivante :

P(n) < CX({ax}",8) =n-C*(ak,8) + (n—1) - (C*(bgay,8) — C* (b, 8) — CX(a, ).

Nous démontrons d’abord que la propositigt{1l) est vraie. En effet, nous avong(l) <
CX({Gk}l,e) :CX(Gk,e).

Nous montrons & présent qn) = P(n+1). Supposons que la propositidh(n) est vraie.
D’apres la proposition 4.3, nous avons :

CX({ax ™1, 8) =CX({ak}"ay, 8) = C* ({ak}",8) + C* (ak, 8) +C* (bxay, 8) — C* (by,8) —C* (ay, 8).
Puisque nous supposons gBf) est vraie, nous obtenons :
C*({ax}™™,8) = C*({ox}",8)+C*(0k,8) +C* (bkak,8) — C* (by,8) —C*(a,0)
= n-C*(ag,08) + (n—1)- (C*(bxax,8) — C*(by,8) —C*(a,9))

+C* (ay,8) +C* (bkay, 8) — C* (b, 8) — C*(a, 0)
= (n+1)-C*(ak,8)+n- (C*(byxay,8) — C*(bx,8) — C*(a,8)).

Ainsi, nous avons demontrg(n) = P(n+ 1), ce qui termine la démonstration par récurrence du
résultat.
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L'expression d&€* (a, 8) se déduit du résultat précédent en appliquant une tiedoés le résultat
de composition de la proposition 4.3 :

CX(a,8) = C*({ar}™{as}™... {am}™,8)
CX({ag}™,0) +... +C*({ox}™,8) +C*(b1az,8) + ... +C* (bm_18m,0)
—C*X(by,8) —...—C*(bm_1,8) —C*(a2,0) —...C*(am,0).

En remplacan€X ({ay}™,8) par I'expression trouvé dans la premiére partie du caire) nous ob-
tenons le résultat. O

PROPOSITION 4.4 (invariance de lecheance critique) Soient & une fonction de dde
d’exécution @ misea-jour rapide et(a,8) un prolongement quelconque d'wetat d’'un systme
paranétré incertain SP(C). Consicerons l'indice j de [ecteance critique déa,0) par rapporta
CX. Alors, pour tout i< j, l'indice de I'ecteance critique déa',8) par rapporta CX est j—i+ 1.

Preuve de la proposition Pour toutk nous avons :
2 (a,8)(k) =t (a1, 8) (k+i — 1) + C* (a1, 8) —C*(a(i), 8).
Nous en déduisons :

{k>1]t(,0)(k) =t(a",8) } = {k>1[t(a,0)(k+i—1)=t(a,6)}
= max{ k>1|tX(a",0)(k) =tX(a",0)} = max{k>1|tX(a,0)(k+i—1)=t%(a,0)}
= max{ k>1|tX(a",0)(k) =tX(a",0)} = max{k>i|tX(a,8)(k) =tX(a,0)} —i+1.

0 X 0 X

o'l 1: —id1

FiG. 4.5: Prolongementa eta'.
Puisque nous avons l'indice de I'échéance critiquéad®) estj eti < j, nous avons :
j=max{ k>1]tX(a,8)(k) =tX(a,0)} = max{ k>i|tX(a,8)(k) =tX(a,0)}.
Nous pouvons donc conclure que :
max{ k> 1| tX(a',0)(k) =tX(a",0)} = j—i+1,
c’est-a-dire que l'indice de I'echéance critique (@&, 0) estj—i+1. O

La proposition précédente donne un résultat treg@stant a propos des fonctions de durée
d’exécution a mise-a-jour rapides. En effet, I'indicde I'échéance critique d’un prolongeméant 0)
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devientj —i+ 1 aprés avoir exécuté les 1,i < j, premiéres actions. Autrement dit, dans le cas d'une
politique d’ordonnancement statique, I'échéanceaduiine change tant que I'action qui correspond
a cette échéance n’a pas été exécutée.

Fort de ces résultats sur les fonctions de durée d’exatatmise-a-jour rapide, nous proposons
dans ce qui suit une implémentation efficace du contrdléuprsque la politique d’ordonnancement
est statique, et que la fonction de durée d’exéculidrest & mise-a-jour rapide.

4.4.2 Implémentation efficace dans le cas d’'un ordonnanceur statique

Nous allons voir comment implémenter efficacement un éteur basé sur une fonction de
durée d’exécution a mise-a-jour rapide et ne politigl@donnancement statique. Dans un premier
temps nous expliquons comment pré-calculer un certairon@ufe valeurs nécessaires, utilisées pour
accélérer I'exécution du contrbleur. Nous donnonsuged’algorithme de calcul du contrbleur en
tout point ce contrdle. Il s'agit d'une instanciation effi@ de I'algorithme de contrdle abstrait dans
ce contexte particulier. Les optimisations sont baséefesuésultats de la section précédente, et en
particulier sur ceux du corollaire 4.1 et de la propositioh 4

Soit SPI(C) = (GH,C",D,Q;C) un systeme paramétré incertain dont le graphe de gedce
GH = (GS <,V) est hiérarchique. So* une fonction de durée d’exécution & mise-a-jour rapide
et une politique d’'ordonnancement statique basé surdiomedncementt = {o1 }" {02 }"2. .. {Om}™
du graphe hiérarchiqu&H. Nous notonsg I'ordonnancement des corps de boucle, c’est-a-dire
Op = 0a102...0m.

Valeurs pr é-calcul ées statiquement

Pour plus de clarté dans I'exposé, nous avons choisi désepter les valeurs pré-calculées avec
une police de caractere de machine a écrire. Tout d'alnonas définissons la variable représentant le
nombre total de boucles dans I'ordonnancentent

NOMBRBOUCLES=m.

Nous définissons ensuite les valeunsj _action *[i,g] pour touti € { 1,...,|a] —1 }. Celles-ci
permettent de mettre a jour la valeur de la fonction d’ordortement entre deux point de contrdle,
lorsque I'échéance critiqgue ne change pas.

maj _action *[i,q] := C*(agli,i+1],q) —C*(aog(i +1),q).

Pour finir, nous définissons les trois tables de mise a jovastes. Elles correspondent au niveau
de granularité des boucles. Ces tables sont utiles lor§nikgalisation de la valeur de la fonction
d’'ordonnancement, ainsi que lors du “franchissement” e’@chéance critique, c’est-a-dire apres
I'exécution d’une action dont I'echéance correspor@éhéance critique. Soiea etby les actions
qui correspondent aux premiéres actions et aux dernagtemns des corps de bouckeg c’est-a-dire
a = 0k(1) ethy = ag(|ok|).

maj _echeance *[k,q := CX(ay,q)
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NOMBRBOUCLES
maj _action *[i,q]

maj _echeance *[k,q]
maj _echeance _correction
maj _echeance _correction

intra *[k,q] | calcul de la durée d’exécution des boucles
inter X[k,q] | calcul de la durée d’exécution de I'ordonnancement

nombres de boucles composant I'ordonnanceroent
mise & jour del entre deux actions
durées d’exécution des corps de boucle

FIG. 4.6: Valeurs pré-calculées statiquement.

echeances [K]
nombre _iterations

(K

bornes des boucles de I'ordonnancemgnt
valeur des échéances

maj _echeance _correction

maj _echeance _correction

Algorithmes de calcul de

FiG. 4.7: Parametres connus a I'exécution.

intra X[kq] = C(ba,q)—C*(ax,q) —C(bx,q)
X X X .
dinter X[k, q] { C” (bia1,0) —C*(bx, Q) —C*(ak+1,0) sik<m
0 sinon.

I-X

Nous allons donner les algorithmes de calcul du contréléubasé sur la fonction de durée
d’exécution & mise-a-jour rapideX et une politique d’ordonnancement statique. Les algogthm
présentés concernent essentiellement le calcul de tidort. Nous utilisons quatre tableaux glo-
baux afin de mémoriser certaines informations entre lestpale contrdle. Ces tableaux sont ini-
tialisés par la fonctiorinitialiser_tX (figure 4.11). Ainsi, la valeut[q] représente la valeur de la
fonction d’ordonnancement sur le point de contrdle cousamiveau de qualit§. Le tableau _pile
est une pile correspondant au valeurs prisetpdors des franchissement des échéances critiques.
La tableau _pile_indice donne I'indice des boucles correspondant aux échéanmitiggies. Pour fi-
nir, le tableau _pile_taille donne la taille des deux piles précédentes pour lesreliffé niveaux de
gualité. Cette taille est bornée par le nombre de boucl®dibnnancementt, c’est-a-dire pam.

Le calcul de la fonctiontX utilise les valeurs statiquement pré-calculées, c'est-
les tables NOMBRIBOUCLES et les tables maj_action X, maj_echeance X,

a-dire

maj _echeance _correction
outre, la valeur des échéances et le nombre d'itératienshaque boucle est connu au démarrage de

I'application. Pour se faire, nous supposons que les taddesore _iterations

_intra

X

et maj_echeance _correction _inter X. En

etecheances

Qo

041

a2

as

04 Os5

a1§

by

8.2§

b, |ag

ofa ajw -

Fi1G. 4.8:Ordonnancemernty = 0105...0m.
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sont initialisées a I'exécution comme suit :

nombre _iterations K =
echeance k] := D(ay).
[q] contient la valeur courantg pour le niveau de qualitg
tZ_pilefi,q] piles des valeurs d& au changement d’échéance critigue
tX_pile_indic€i,q] | piles des indice des échéances critiques
tX_pile_taille|q] taille des pilesZ _pile ettX_pile_indice

FIG. 4.9: Tableaux globaux utilisés pour le calcul ge

A chague point de contrdle, un appel a la fonctitimisir_g_X (figure 4.11) permet de calculer le
niveau de qualité de la prochaine action a exécuter.ifmfonctionChoisir_g_X prend un argument
le triplet (i,k,t) et retourne un niveau de qualité. Le trip(étk,t) donne une information sur 'état
courant i correspond a l'indice de I'action qui vient d'&tre exéei plus précisement a une position
dans I'ordonnancemeuty, k correspond a l'indice de la boucle courantet, est le temps-réel.

La fonctionChoisir_g_X fait appel aCalculertX. Cette derniere calcule, pour chaque niveau de
qualitéq, la valeur courant&[g]. Tant que I'echéance critique ne change pas, ¢'esteitalnt quek <
echeancecritique®, le calcult [g] sur le point de contrdle courant suivant se fait par une ksirogr-
rection par rapport a la valeur courante. Cette correaiinéalisée par la fonctidd AJ_Action tX.
Lorsque I'echéance critique est dépassée, cestealorsquek > echeancecritique® [q], la valeur
tX[qg] sur le point de contrdle suivant ne peut pas étre dedeittad/aleur courante. Dans ce cas,
tX[g] est ré-initialisé avec la valeur qui se trouve au sommeladeile tX_pile. C’est la fonction
MAJ_Bouclet permet cette ré-initialisation.

Choisir_g_X(i,k,t)
si (i = 0) faire Initialiser_t()
Calculert(i,k)
OM = Omin
pour tout g € Q faire
si(q> aum At [d] > 1) faire gw := g
fin pour tout
retourner Qqu
fin Choisir_g_X
FiG. 4.1Q Algorithme de contrdle du niveau de qualité, c’est-eedmplémentation d’algorithme de
contrble abstrait.
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Initialiser tZ()
pour tout g € Q faire
margemin:= —oo
taille:=0
k:= NOMBRIBOUCLES
tant que (k > 1) faire
n:=nombre _iterations K]
c:=nxmaj_echeance *[k,q]
c:=c+ (n—1)«maj_echeance _correction
marge:= echeance [k] —c
C:=C+ maj _echeance _correction _inter
si (marge< margemini— c) faire
taille :=taille+ 1
tX_pileftaille, g] := margemini
tX_pile_indicdtaille,q] := k+1
margemini := marge
sinon faire
margemini := margemini—c
fin si
k:i=k-1
fin tant que
tX_pile_taille[q] := taille
tX[q] := margemini
fin pour tout
fin Initialiser_tX

dntra X[k, q

X[k,q]

FIG. 4.11:Algorithme d'initialisation des variables globales.

Calcul de t&v

Sur la base des résultats du corollaire 4.1, les tablexcatmilées de la facon suivante dans le cas

particulier det2".

maj _action 2'[i,q] = C*(apli,i+1],q) —C¥(0p(i+1),q) =C*(ao(i),q)
maj echeance ®'k,q = C*(ak,q)
maj _echeance _correction ntra #k,g = C¥(bkakq)—C*(b,q)—C*(a.q) =
maj _echeance _correction _inter #k,q := C¥(bxak:1,9) —C*(bx,q) —C®(ak:1,q9) =0.
Puisque les valeurs présentent dans les tablag_echeance _corrections et
maj _echeance _corrections  _inter sont toutes nulles, nous pouvons simplifier I'algorithme

Initialiser_tZ". La figure 4.14 donne la version simplifiée latialiser_t3".
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CalculertZ(i,k)
pour tout g € Q faire
taille :=t_pile_taille[q]
si (k > tX_pile_indicdtaille, g]) faire
MAJ_BoucletZ (k,q)
sinon faire
MAJ_Actiont(i,q)
fin si
fin pour tout
fin Calculert

FiG. 4.12:Algorithme principal de calcul d&.

MAJ_BoucletX (k,q)

taille := tX_pile_taille[q] MAJ_Actiont (i, q)
tX[q] := tX_pile[taille, ] tX[q] := tX[g] +maj _action *[i]
tX_pile_taille[q] := taille — 1 fin MAJ_Action.tX

fin MAJ_Bouclet
FIG. 4.13:Algorithmes de mise a jour de la fonction d’ordonnancement

Calcul de tS'

Dans le cas de la politique de gestion de qualité slrealesg pré-calculées sont définies de la
facon suivante

maj _action Sf[i,q] = CSf(agli,i+1],q) —C"(ap(i+1),q)
= C"(ao(i),q) +C"(ao(i +1),qmin) —C"“(ao(i +1),9)
maj _echeance S'k,q] := CS'(ay,q)
maj _echeance _intra Sfk,q := Cf(bcay,q)— CSf(bk,q)—CSf(ak,q)

|
Q

(@, gmin) —C"(ax, Q)
maj _echeance _inter Sfk.q := C%(bak.1,0)— CSf(bk,q)—CSf(ak+1,Q)
"¢(@g+1, Gmin) — C"“(ak+1,9).

I
Q

Calcul de tsP

Nous avons vu comment calculer efficacement la valeur desiéond’ordonnancemeng¥ ettSf
sur tout point de contrdle dans le cas d’un ordonnancetigsta La fonction d’ordonnancemetsf’
correspondant a la politique de gestion de qualité sirpplat &tre obtenue facilement a partir des
fonctions d'ordonnancememg" et ts , puisque nous savons que la fonction d’ordonnancern@@nt

vérifiets” = min tg”“’,tS (voir proposition 3.8 de la section 3.3.2).
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Initialiser_t&¥()
pour tout g € Q faire
margemin:= —oo
taille:=0
k:= NOMBRBOUCLES
tant que (k > 1) faire
n:=nombre _iterations K]
c:=nxmaj _echeance 'k, q]
marge:= echeance [k] —c
si (marge< margemini— c) faire
taille :=taille+ 1
t2V_pileftaille,q] := margemini
t2V_pile_indicdtaille,q] :==k+1
margemini := marge
sinon faire
margemini := margemini—c
fin si
k:i=k-1
fin tant que
t2V_pile_taille[q] :=taille
t2V[q] := margemini
fin pour tout
fin Initialiser_t2"
FIG. 4.14:Initialisation dans le cas de la politique de gestion deitpiedoyenne

EXemPLE 4.2 Consicerons I'ensemble des niveaux de qual® = {0,1}, 'ensemble d’actions
A={ab,c,d,e f} et un contdleur bag sur un ordonnancement statiqae= abcdef. La fonction
d’écheance D A— RTU{ + } etles duees d’ekcution &V: AxQ —R" etC": Ax Q— R* sont
donrees par la figure 4.16. Nous avoerdtiquep (o) = {2,6}. Les valeurs pg-calcukes sont dorées
dans la figure 4.17. La figure 4.18 donne I'algorithme cor@msganta I'application contdlée. Dans
celui-ci, les fonctions a, b, c, d, e, g r&gzentent I'imm@mentation des actions Acti@ Actionb,
Action.c, Actiond, Actione, Action f, Actiong. Elles prennent en argument le niveau de géatjt
auquel elle doivent s’@&cuter. Nous supposons de plus qu’elles metigotr le temps-gel t.

4.5 Calcul de t™

Dans la proposition suivante, nous montrons que la poétide gestion de qualité mixte n’est
issue d'une fonction de durée d'exécution a mise-a-japide. La preuve est faite en exhibant un
contre-exemple dans lequel nous considérons un systamenptré incertain constitué de trois ac-
tions et deux niveaux de qualité.
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Calculerts(i,k)
Calculert2"(i, k)

CalculertS' (i, k) Initialiser_tSP()
pour tout q € Q faire Initialiser_t3Y()
tsq] = Initialiser_tS'()
min (t2V]q],tS"[q)) fin Initialiser_ts"

fin pour tout
fin Calculerts®

FiG. 4.15:Algorithme de calcul déSP a partir det” ettS".

| actionx | D(x) | C*(x,0) | C*(x,1) | C"*(x,0) | C"°(x,1) |

a 400 1 2 3 4
b 10 2 3 4 7
c +00 1 4 2 6
d +00 4 6 10 14
e 60 3 6 10 12
f 50 10 20 20 30

FiG. 4.16:Echéances et durées d’exécution.

ProOPOSITION 4.5 La fonction de duge d’execution mixte €* n’est pasa misea-jour rapide.

Preuve de la propositionSoit un systeme paramétré incert&R|(C) = (G,C",D,Q;C), G= (A, <
), composé de trois actio®s= { a,b,c } et deux niveaux de quali® = { 0,1 }, tel que le graphe
de précédence soit vide, c’est-a-dike- 0. Nous supposons que les durées d’exécution pire-cas sont

données par la figure 4.19.
Si la politique deC™ était une fonction de durée d’exécution a mise-a-jamide, nous aurions

en particulier :
C™{(ab,1) —C™{(b,1) = C™(abc 1) —C™(bc, 1).

PuisqueC™ = C& 4 M nous aurions :
C¥(ab,1) +dM*ab,1) —C*(b,1) —3™*(b,1) = C*(abc1)+ 8" abc 1) —C?(bc, 1) —3"*(bc,1)
C¥(@1)+ M ab,1) —0"™b,1) = C%(a,1)+ 8" abcl)— 3" (bc, 1)
3" ab, 1) —3"*(b,1) = 3" abc1)—-3"*(bc,1).
Or nous avons :
d"ab,1) —3"*(b,1) =3-2=1

et:
oM abcg 1) — 8M™(bc,1) =9-9=0.

Ainsi, nous avons démontré q@&* n’est pas une fonction de durée d’exécution a miseda+apide.
O
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NOMBRRCTIONS:=6

NOMBRBOUCLES- 2
echeance [K] | 2| 6
k 112
maj action ?[i,q] [ q=0[ q=1] maj_action °'[i,q [ g=0]q=1]
i=1 1 2 i=1 3 1
) 2 3 i—2 4 3
i=3 1 4 i=3 2 2
i=4 4 6 i=4 10 | 12
i=5 3 6 i=5 10 | -8
i=6 10 20 i=6 20 30
maj _echeance ?[k,q] || q=0 | q=1 | maj_echeance 'k,q] [ q=0]| q=1|
k=1 3 5 k=1 7 4
k=2 18 36 k=2 42 46
maj _echeance2 *'lk,q] [ q=0[ q=1|
k=1 0 8
k=2 0 0

FIG. 4.17:Valeur pré-calculées.

Puisque la fonction de durée d’exécution mi&t&* n'est pas a mise-a-jour rapide, il n’est pas
possible de déduire de fagon simple la valeur de la fonaffordonnancemert{™ sur un point de
contréle donné a partir du point de contrble précgédemmme nous I'avons fait pour les politique de
gestion de qualité moyenne, slre et simple. A chaquentstaus allons devoir mémoriser les marges
par rapport a toutes les échéances potentiellemeiguag, c’est-a-dire les valeur3*(a, 0) (k) pour
tout k € critiquep (). D’apreés les propositions 3.1 et 3.9 (voir chapitre 3), wasurs seront suffi-
santes pour calculéf™(a, 0).

Nous savons qué™(a,8)(k) = t2(a, 8)(k) — 32, 8). PuisqueC?® est une fonction de durée
d’exécution a mise-a-jour rapide, nous pouvons catcefigcacement2”(a, 0)(k). Ainsi, ce qui suit
sera essentiellement consacré au calcul efficace la fon®t®, dans le cas d’une politique d’ordon-
nancement statique.

4.5.1 Calcul efficace de dM**dans le cas d'une échéance unique

Dans un premier temps, nous allons voir comment calculeoration d’'ordonnancemernf™
lorsque la fonction d’échéand2: Ag — R U{ + } est une fonction constante. Nous avons vu que
dans la section 2.4 que, dans ce cas, la fonction d’ordoenaemt s'écrit :

tt™(a,0) =t&(a,8) — 3", ).

PuisqueC?® est une fonction de durée d’exécution a mise-a-jourdepl est facile de calculer la
valeurt?¥(a,8). Nous allons voir comment calculer efficacem@&Hht
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t:=0
Initialiser_tsP

Actiona(Choisir_q_sp(0,0,t
Action.b(Choisir_g_sp(1,0,t
Actionc(Choisir_g_sp(2,1,t
Action.d(Choisir_q_-sp(3,1,t
Actione(Choisir_g_sp(4,1,t

)
)
)
)
)

Action f (Choisir_g_sp(5,1,t))

FIG. 4.18: Algorithme correspondant a I'application controléee.

[ actionx | C?(x,q) [ C"(x,q) |

a
b
c

q+1
q+1
q+1

q+3
q+3
10q + 1

FiG. 4.19:Durées d’exécution moyennes et pire-cas.

Propri étés de la fonction 3dM*relatives aux boucles

PROPOSITION 4.6 (calcul ded™® par bloc) Nous avons lesésultats suivant sur la fonctiod™#*

présenke dans le chapitre 3 :

1. 6max((1102- ..0m, 0) = MaXg<k<m 6ma><(ak’e) + ZB(G],G).
I>

2. Pour tout n> 0 nous avon®™®({a}",0) = {

Preuve de la proposition :

0"a,0) sip(a,8) <0
M@, 0) + (n—1)B(a) sinon.

1. Nous decomposor®'® a I'aide des fonctionsg et 3 définies dans la section 3.4.2 :

F"H(100z. .0, 8) = MAXai<inyo,. an N((01002. Cm) (i), 6) + B((a10z... o) T, 8)
= MaXy<kem MaXy<i<|a, N(Ak(i),0) +Blow' ™, 8) + ZB(GI’G)
>

= MaXi<k<m (maxlgigkxk\ 5(0‘ki,9)) + ZB(GI,G)
>

= maxi<k<m O (ay,0) + ZB(OH,G)-
>

2. La démonstration du second point est un cas particuliggrdmier résultat. En effet, d'apres
ce qui précede, pour toat> 0, nous avons :

" ({a}",8) = maxj<k<n 0"a,0) + ZB(O(,G).
>
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SiB(a,8) <0, alors le maximum de I'expression précédente est apeur k = n, c’est-a-dire
M ({a}",0) =" a,0). Dans le cas ou nous avofd&, 8) > 0, la maximum est atteint pour
k=1, cest-a-dir@™*({a}",0) = 8" a,0) + (n—1)B(a,0). O
La proposition suivante permet de calculer la valeur de itfon 3 sur un point de contrble
d’'une boucle{a}". Nous I'exprimons en fonction de la valeur de la fonct®* sur des points de
contrble du corps de boucte et de la valeuf(a,0).

PROPOSITION 4.7 (calculd™® pour une boucle) Soit {a}" une boucle. Dans la suite, p et r
désignent respectivement lésultat et le reste de la division edite de k-1 par |a|, c’esta-dire
k—1=pla|+ret0<r < |al.

1. Sip(a,6) <0, alors la valeur de la fonctiod™@ est doniee, pour tout suffixé{a}")* de {a}",

par :
max mk o | O™a,0)sip<n—1
O™ ({a}?)".8) = { oML @) sip=n—1.

2. SiB(a,8) > 0, alors la valeur de la fonctiod™2*est donige, pour tout suffixé{a}")* de{a}",
par :

" a)+(n—p—1)B(a,B) sir=0
3"(({a}Mk,8) = { M+l @) sir >0etp=n-1
max{ 8™ a*1,8) + (n— p— 1)B(a, ), 8 a) + (n— p—2)B(a,8) } sinon.

Preuve de la proposition La preuve de la proposition est fait principalement appel @sultats
énoncés dans la proposition 4.6. Sé'm}”)k de{a}" un suffixe de la boucl¢a }". Nous écrivons ce
suffixe en faisant apparaitre les entigrstr :

C(rJrl{a}nfpfl‘
Ainsi, grace au premier résultat de la proposition 4.6sr@xons :
F({a}Mf,8) = F"(a Ha}" P e
= max{ 5max(ar+1’e) + (n o 1)[3(0,6), 6max({a}n7p717 e) }

1. Supposons tout d’abord qfén, 0) < 0. Lorsquen— p—1> 0, c’est-a-direp < n—1, le second
résultat de la proposition 4.6 permet d’écrire :

5" X(({a}")*,0) = max{ 3o *%,0) + (n—p—1)B(a,0), S ({a}"P16) }
max{ 8"¥a"1,8) + (n— p—1)B(a,H), 3a,0) }.

Puisque 3ma"*1,0) < M a,8) et B(a,8) < 0, nous pouvons conclure que, lorsque

B(a,0) <Oetp<n—1:
3" ({a}MK 8) = 3", 0).

Lorsquep = n—1, nous avonga }""P~1 =¢, et donc :

6maX(({a} ) ’e) _ 6maX(C(r+l,e).
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2. Supposons qu&(a,8) < 0. Sir =0, nous avons :

"X(({a}M)*.0) = 3"X({a}"P,6)
= 3"0a,8)+ (n—p—1)B(a,0).

Sir>0etp=n-—1, nous avons :
6maX(({a}n)k’e) _ 6max(ar+1’e).
Sip<n-—1, nous avons :

8" (({a}")*,0) = max{ &"a"",8)+ (n— p—1)B(a,6), I"*({a}" P,6) }
max{ 8"¥a"1,8) + (n— p—1)B(a,B), a,0) + (n— p—2)B(a,8) }.

Valeurs pr é-calcul ées

Soit SPI(C) = (GH,C"¢,D, Q;C) un systeme paramétré incertain dont le graphe de gedoe
est hiérarchiqueGH = (GS <, v). SoitBestSched™ une politique d’ordonnancement statique basée
sur 'ordonnancemert = {a; }™{a2}"™...{an}" du graphe hiérarchigu&H. Nous notonsg I'or-
donnancement des corps de boucle, c’est-adadire a105. ..o, Avant de présenter les algorithmes
qui permettent de calculer efficacement la valeud®& en tout point de contrble de I'ordonnance-
menta, nous définissons un ensemble de valeurs statiguemeiwajm@ées. Elle nous serviront a
d’accélérer de maniéere significative le calculd®* Le principe est de calcul&"®a deux niveaux
de granularité : le niveau de granularité des boucleg, eiveau de granularité des actions, qui est un
raffinement du niveau précédent.

NOMBRBOUCLES nombres de boucles composant I'ordonnanceraent
delta _maxaction [i,q] | valeurd™®sur un point de contrdle d’un corps de boucle
delta _max(k,q] valeurd™ du ki®Me corps de boucle

beta [k, q] valeurf3 du kiémecorps de boucle

Fi1G. 4.20:Valeurs pré-calculées statiquement permettant le taftivgace ded™&.

Tout d’'abordNOMBRIBOUCLESeprésente le nombre de boucles qui constitue I'ordorexanc
menta, c'est-a-dire :
NOMBRBOUCLES=m.
Les tableglelta _max.action etdelta _maxcontiennent toutes les deux un ensemble de valeurs
de la fonctions™ pré-calculées. Ainsi, la tablielta _max contient la valeur d&™ pour lek'€Me€
corps de boucle, c’est-a-dire :

delta _maxlk,q] := 30, q).

La tabledelta _max.action contient des valeurs d&"®* correspondant a des points de contrdle
des corps de boucles. Plus précisément,esit un indice dans I'ordonnancemany, c’est-a-dire
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1 <i<|ag|. Soitk le plus grand indice tel que> |ay...0k
défini par :

, alorsdelta _maxaction [i,q] est

delta _maxaction [i,q] := 8™ a 419l q).

L'algorithmeCalculer.delta _max.action donné dans la figure 4.21 permet de calculer efficace-
ment les valeurs de la tabbielta _max.action . Il n'est pas utilisé lors de I'exécution de I'ap-
plication contrdlée, mais il est seulement utilisé ldes la génération du contréleur afin de pré-
calculer la tabledelta _max.aaction . Il utilise 'ensembleDERNIERESACT IONSdes indices
correspondant aux dernieres actions des corps de bouete I'dadonnancementip, c'est-a-dire
DERNIERESACTIONS= {|a;...ak| | 1 < k< m}. Pour finir, la tablebeta contient simplement
les valeurs de la fonctiofd pour tous les corps de boucle, c'est-a-dire :

beta [k,q] :=PB(aw,a) = Y  B(o(i),q).

1<i<og]

Calculerdelta _maxaction (o)
DERNIERESACTIONS= {|a;...0k| | 1 < k< m}
pour tout g € Q faire
i := |0
deltamax:= -1
sommebeta:=0
tant que (i > 1) faire

si(i €« DERNIERESACTIONS faire
deltamax:= -1
sommebeta:=0
fin si
a=a(k)
delta:=C"%(a,q) — C*(a,q) + sommebeta
si (delta> deltama) faire
deltamax:= delta
finsi
delta _maxaction [i,q] :=deltamax
sommebeta= sommebeta+ C"(a, gmin) — C*(a,q)
ki=k—-1
fin tant que

fin Calculerdelta _max.action
FIG. 4.21:Algorithme de calcul de la tablgelta _max.action

Algorithmes de calcul de  dM&*

Outres les valeurs pré-calculées, le calcul de la fonct®®* requiere les tableauX™®
oM pile,dM® pile_indice, M pile_taille et somebeta pile, afin de conserver certaines valeurs
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calculées dynamiquement. Le contenu de ces tableauxitalisé par la fonctionlnitialiser_6M2*
(figure 4.23).

Le tableawd™® de dimensionQ| contient, a tout point de contrdle, la valeur de la forcdd®*de
la séquence d’actions qui reste a exécuter. Les tabEetixpile, M pile_indice etsomebeta pile
sont utilisés pour empiler certaines valeurs calculaesli@marrage de I'application. Leur dimen-
sion maximale esin x |Q|, et I'indice de la prochaine valeur a dépiler est donné&el@ tableau de
oM pile_taille de dimensionQ)|.

Plus précisément, la pil@"® pile contient les differentes valeurs de la foncti@™ au niveau
de granularité des boucles. Le tablg&t™ pile_indice contient I'indice des boucle aprés lesquelles
la fonction dM# change de valeur. Enfin, la pisomebeta pile contient la valeur de la fonctiof
pour les boucles

o"{q] valeur ded™® sur le point de contrble courant

oM pile[i, q] pile de valeurs d&M® au niveau de granularité des boucles
oM pile_indic€i,q] | indice des boucles précédent les changements de valeur
oM pile_taille[q] taille des piles

somebetapilefi,q | somme des valeuf¥des boucles qui suivent la boucle qui maximise

FIG. 4.22: Tableaux utilisés pour le calcul @&'@

Ces valeurs étant calculées, le calcul de la foncli8# pour n'importe quel point de controle
est réalisé par la fonctioBalculer 8™ dont 'argument est un triplet de la forme&k,n), qui
décrit le point de contrble courant dans I'ordonnancamenPlus précisément, représente la
position de la prochaine action a exécuter dans I'ordnoementag, k l'indice de la boucle
en cours d’exécution, et I'indice de litération en cours, la premiere itérati@yant pour in-
dice 1. Autrement dit, le point de contrdle défini p@rk,n) signifie que la séquence d’'actions
{fag}™ .. {oy_1 %1 {o " Loyl 1@l correspond aux actions qui ont déja été exécutées.

La fonctionCalculer.d™® fait appel a la fonctiotMAJ_Action.dM?* (figure 4.25) qui permet de
raffiner ™®lorsque la valeur maximal d&est atteinte sur le point de contrble courant de la boucle
courante.
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Initialiser_8M2X()
pour tout g € Q faire
sommebeta:=0
deltamax:= -1
taille:=0
k:= NOMBRIBOUCLES
tant que (k > 1) faire
n:=nombre _iterations (K]
B:=delta _maxlk,q]
si (B > 0) faire
delta:=delta _max(k,q]+ (n—1) %« B+ sommebeta
sinon faire
delta:=delta _max[k,g] + sommebeta
fin si
si (delta> deltama) faire
deltamax:= delta
taille :=taille+1
oM pileftaille, q] := deltamax
oM pile_indicdtaille,q] :=k
sommebeta pileftaille, ] := sommebeta
fin si
sommebeta:= sommebeta+ nx 3
k:i=k—-1
fin tant que
oM¥{q] := deltamax
oM taille[q] :=taille
fin pour tout
fin Initialiser_dMa*

FiG. 4.23:Initialisation des valeurs pour le calcul 882X
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Calculerdm#i k,n)
pour tout g € Q faire
taille = M pile_taille[q]
si (k= 0M* pile_indicdtaille, q]) faire
MAJ3Mi,k,n,q)
si (taille > 2) faire
taille :=taille— 1
si (M| < 8™ pile[taille,q]) faire
oMq| := dM* pileltaille, q
oM pile_taille[q] :=taille
fin si
fin si
fin si
fin pour tout
fin Calculer.dma*

FiG. 4.24:Calcul ded.

MAJAction.d®(i,k, n,q)
oMa&:=delta _maxaction [i,q]
B:=Dbeta [k q
sommebeta:= sommebeta pile[d"®*_pile_taille[q], q]
si (B > 0) faire
01 := dM*4 (nombre _iterations  [k] — n) x 3+ sommebeta

si (n < nombre _iterations [K]) faire
&, = delta _maxk,q] + (nombre _iterations kKl —n—1) B+
sommebeta
sinon faire
=0
fin si
oM := max{ &, &, }
sinon faire

si (n=nombre _iterations [k]) faire
oMq] := dM*+ sommebeta
fin si
fin si
fin MAJ_Action.dM&

FIG. 4.25:Calcul ded™®*d’un point de contrdle d’une boucle



CHAPITRE D

Résultats expérimentaux

Le travail de thése présenté dans ce manuscrit a été enpartir d’'une application cible. Il s’agit
d’'une application d’encodage vidéo. Dans un premier tem@gs ferons une présentation compléete
de l'application vidéo considérée. Nous expliqueroimsides principes fondateurs des algorithmes
d’encodage vidéo les plus utilisés. Nous détailleregalément le modele de I'application que nous
avons choisi. La deuxieme partie de ce chapitre concellesraésultats expérimentaux que nous
avons obtenus. Ces résultats visent a montrer le bierefdadhotre approche.

5.1 Application cible : encodeur vid éo MPEG4

5.1.1 Généralit és sur la compression vid éo de type MPEG4

La compression de données consiste a encoder des datinéesnaniere particuliere qui permet
de réduire I'espace nécessaire a son stockage, ou Is f@mepssaire a sa transmission. Ainsi, le terme
encodageest frequemment utilisé pour désigner le processus dg@ssion. En informatique, les
données d’entrée seront données par une suite de bits, ... by, b € { 0,1 }. Si'on désigne pa€
le processus de compression, le but est que la suite db’'bit®)] ... by, = C(b; ... by) soit telle que
m< n. Le taux de compression sera donné par le rappg?t On distingue deux grandes familles de
compressions de donnés.

Les compressions conservativesiAvec une compressiononservativeil est possible de retrouver
les données d’entrée a partir des données compresséssa-dire la fonctiort est injective.

129
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Ce type de compression est en général utilisé comprdssatonnées pour lesquels on accepte
aucune madification (texte, exécutable binaire, etc...).

Les compression non-conservativesAvec compressiomon-conservativeil n’est pas possible de
retrouver dans tous les cas les donnée d’entrée a pestil@hnées compressées. Dans ce cas, la
fonctionC n’est pas injective et nous reconstruisons seulement ypr@xmation des données
d’entrée a partir des données compressées. Le butideh@ment que cette approximation soit
la meilleure possible, et cela dépend fortement du typecteé&es que I'on doit compresser.
Plus exactement, a partir de la fonction de décodags d'un taux de compression nous
cherchons a construire une fonctiGptelle queD(C; (b)) soit le plus “proche” possible de,
et tel que le taux de compression soittde

La plupart des algorithme de compression, qu'ils soientsepratifs ou non-conservatifs, ex-
ploitent les redondances, c’'est-a-dire les corrélati@mtre les données d’entrée. La fagcon dont ces
redondances et corrélations apparaissent dépend femtatas données d’entrée et la facon dont elles
sont encodées au départ. C'est pourquoi les algorithraesothpression les plus efficaces sont en
général dediés a un type d’entrée particuliere.

Nous nous intéressons ici a un algorithme de compressa#oyou encodeur vidéo, de type
MPEGA4. Il s’agit d'une compression non-conservative éédila vidéo. L'algorithme prend en entrée
un flux vidéo, ou flux dérames issues par exemple d’'une caméra vidéo. Ce flux vidéogteaitlécrit
par un signal a trois dimensions, dont une des dimensidre e&amps. Lesramesfournissent donc
un échantillonnage dans le temps du signal.

Le but est alors de générer un flux de bitshdstream qui respecte la norme d’encodage MPEG4.
Le principe dans un encodage MPEG4 est de tirer partie detgipas de corrélations dans le flux de
framesen entrée.

Les corrélations spatiales.Elles désignent toutes les corrélations que I'on traul/mtérieur méme
d'une frame En général, les algorithmes de compression font apparaés corrélations
grace une représentation frequentielle telle que lasframée de Fourier discréte. Cette
représentation fréquentielle permet également, pauaux de compressiondonné, de mo-
duler les dégradations deflameencodée en fonction des fréquences et leurs intensaé&g)i
correspond bien a la fagcon dont I'ceil humain percoit leages.

Les corrélations temporelles. Elles désignent toutes les corrélations qui existenteclasframes
En général, on désigne pastimation de mouvemeid processus qui permet trouver ces
corrélations. Les standards de compression récents eord64 [3],[1] ou encore MPEG4
[4],[2] permettent d’encoder differentes sortes de @ations temporelles : entre deframes
consécutives dans le flux d’entrée, entre digamesdistantes de plusieufeamesdans le flux
d’entrée, ou encore entre une et plusieurs adteeses De tels standards permettent d’aug-
menter les taux de compression, pour une qualité d’image&n au prix d’algorithmes d’'es-
timation de mouvement d’'une compleéchantillonnagetxéé importante.

Soit f la frame courante que I'on cherche a encoder. Il existe ainsi deuxiénes principales
d’encoderf ou toute partie def. Avec I'encodage de type INTRA , on ne fait pas réféerence
autreframeque f. Ce type de codage n’exploite donc que les corrélationsadgs Un encodage de
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type INTRA sera utilisé, par exemple, pour encoderffemesqui correspondent aux changements
de plan dans de la vidéo.

L'encodage de type INTER permet de faire référence a unausieurdramesautres quef. Les
framesauquel I'encodage INTER fait réference peuvent étresichien située temporellement avant
ou apresf. L'encodage de type INTER exploite a la fois les corrélasi spatiales du flux d’entrée et
les corrélations temporelles.

Compression

01001001001110100100100100101@001

Flux de frames Bitstream

FIG. 5.1: Entrées et sorties du processus de compression.

5.1.2 Présentation de I'application

Le travail développé ici est motivé par une applicatiealie. Il s’agit de I'encodeur vidéo présent
dans un visiophone développé chez STMicroelectronies.e@codeur vidéo est w8ystem-on-chip
capable de réaliser I'encodage en temps-réel d'un flugosidans un contexte embarqué tel que la
telephonie mobile. Les traitements vidéo et en paiigcul’encodage vidéo demandent beaucoup
de puissance de calcul. Ainsi, le systeme est basé surrahiegture parallele et des accélérations
matérielles. Le logiciel est donc écrit spécifiguementrcette plate-forme d’'exécution.

Il n'a pas été possible d’avoir acces a l'intégralité I'application, ainsi qu’a une technologie
de simulation d’'une telle application. Afin de mener a bies expérimentations, nous avons fait le
choix d'utiliser un logiciel plus générique, ainsi quiiplate-forme — un basée sur un processeur
XiRisc [7] — pour laguelle nous avons une technologie de &tan rapide. Dans les simulations,
la cadence du processeur a été artificiellement gonflde?80 GHz pour plusieurs raisons. D’abord,
les plates-formes dédiées a I'encodage vidéo ont stuwee puissance de calcul trés importante, du
fait de l'utilisation d’accélérations matérielles etidités de calcul paralléles. Ensuite, le code source
ainsi que le code machine produits par le compilateur ne gasittres optimisés. Pour finir, nous
avons fait le choix de faire nos essais sur une taille de freaman débit de frame assez important,
puisque la puissance des plates-formes embarquées estsiante augmentation.

5.1.3 Modélisation de I'application

Nous donnons ici le modele de I'encodeur vidéo que nousisvudilisé pour les résultats
expérimentaux présenté dans ce chapitre. Le modelmesisteme paramétré incertain hiéarchique
SPIE(C,n) = (GH,C,D,Q,C",C& n).
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Graphe hi érarchique

Le graphe hiérarchiqu&H est représenté dans la figure 5.5. Soia frameen entrée de l'algo-
rithme. La premiére étape de l'algorithm@rabPicture est un pré-traitement sdrqui permet, en
particulier, de déterminer di est uneframeINTER ou INTRA. D’autres traitement sont effectués,
comme par exemple la transformation d’'un codage des cautieutype RVB, issu de la caméra vidéo,
en un codage de type YUV.

La suite de l'algorithme est constituée par des traitemgni ne se situe pas au niveau fle
tout entier mais au niveamacro-bloc Un macro-bloc est une portion cfe un carré 16< 16 pixels
GrabMacroBlock Un macro- bloc 16 16 plxels nécessite 384 coefficients entiers pour étredinc

Le traitement suivant est appelé estimation compensatiade = mouvement
(MotionEstimationCompensatipn Si la frame courante est de type INTRA, l'estimation de
mouvement ne fait rien. Si fmamecourante est de type INTER, nous déterminons si le maco-bl
courant est de type INTRA ou de type INTER. Dans ce dernier lesimation de mouvement
calcule aussi son vecteur de mouvement, c'est-a-dire dteue entre la position du macro-bloc
courant et la position du macro-bloc le plus ressemblars Gerameprécédente. Cette position peut
étre calculée au pixel pres, ou au demi-pixel en utilisis algorithmes d'interpolation d’'image, ce
qui améliore la qualité d'image pour un taux de compressionné. Le critere de ressemblance le
plus utilisé est la somme des valeur absolues des diffes2(buSAD), calculée sur la luminance
uniquement. Plutét que d'utiliser une recherche exhasistu macro-bloc le plus ressemblant, qui
est évidemment tres coliteuse méme pour une fenétecterche de 16 16 pixels, des heuristiques
sont utilisées. Une fois le vecteur de mouvement caldalépmpensation de mouvement consiste a
calculer la difféerence entre le macro-bloc courant et lenmdloc le plus ressemblant. Dans le cas
d’'un macro-bloc de type INTER, ce sont les coefficients issiecette difference qui sont transmis
aux étapes de calcul suivantes.

Le traitement suivant est la transformée de Fourier disca’deux dimension®CT). Pour des
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macro-bloc

Fic. 5.3: Frame macro-blocs et blocs.

4 macro-bloc courant
P

vecteur de mouvemen
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frame précedente
(reconstruite)

frame courante

FIG. 5.4: Estimation de mouvement et compensation de mouvement.
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raisons techniques, elle est implémentée pour des blonage de 8« 8 pixels. Le macro-bloc cou-
rant est donc découpé en quatre blocs de8gvoir figure 5.4), sur lesquels sont appliqués la trans-
formée de Fourier discrete. A partir des coefficientsegpondant au macro-bloc courant, nous ob-
tenons autant de coefficients avec la transformée de Folis&agit donc d’'une autre représentation
des coefficients de départ, qui correspond a un changestedraise. Les coefficients obtenus ne cor-
respondent plus au differents pixels qui compose le mbkoo- mais aux differentes fréequences qui
compose le macro-bloc.

Le traitement suivant, appetpuantization(Quant, est une opération qui consiste a faire diviser
les coefficients issus de la transformée de Fourier, denfagéduire leur variabilite. Les coefficients
sont plus ou moins affectés en fonction de la frequenegjadlle ils correspondent, et en fonction du
taux de compression qui est visé. Puisque ces divisionseffectuées dans les entiers, cette étape de
I'algorithme est destructrice, et rend la compression camservative.

Le reste des traitements sur le macro-bloc courant comegpd a la production dbitstream
(branche de gauche dans la figure 5.5), et la reconstrucédlinthge encodée. Concernant la pro-
duction dubitstream la prédiction des coefficients INTRArtraPredict) est utilisee dans le cas des
framesou macro-blocs de type INTRA afin d’exploiter les corr&las spatiales de I'images de facon
aréduire la variabilité des coefficients. L'étape fenebnsiste a appliquée une compression conserva-
tive (Coding, appelée parfois codage entropique, au coefficients idea étapes précédentes. Cela
permet d’encoder les coefficients avec le minimum de bitdeaant compte des redondances que
I'on retrouve dans les coefficients. Les algorithmes @figci sont généralement le codage de Huff-
man ou le codage arithmétique. bastreamfinal contient également toutes les informations utiles
pour décoder l&rame comme sa taille, son type, le type de chaque macro-bloc @aretes vecteurs
de mouvement pour les macro-blocs de type INTER.

Lareconstruction de I'image se fait en appliquant les fansations inverses a la quantization, la
transformée de Fourier discrete et I'estimation et camspgon de mouvement. Cette étape permet de
construire undramequi correspond a liramecourante, mais en tenant compte des dégradation lié a
la quantization. CettBamereconstruite est donc identique a celle qui sera décpdéan décodeur.

En effet, lors de I'encodage de fleamesuivante, I'estimation et la compensation de mouvement se
faire par rapport a liramereconstruite et non lrameissue de la caméra vidéo, puisque un décodeur
a connaissance de la premiére, et pas de la seconde.

Durées d’ex écution

Apres avoir présenté les differentes actions qui caepble modele de I'application, ainsi que
leur dépendances a I'aide du graphe hiérarchique, nomisaths les durées d’exécution moyennes et
pire-cas. Ces durées d’exécution permettront la géiogr de I'application contrdlée, selon la tech-
nigue présentée dans les chapitre 3 et 4. L'applicati@nrgpuus considérons ici possede huit niveaux
de qualiteQ ={ 0,1,2,3,4,5,6,7,8 }. Faute de posséder les outils d'analyse nécessairedyiess
d’exécution moyennes comme les durées d'exécutiongaiseont été calculées a partir de traces
d’exécution.

Les figures 5.6 et 5.7 donne les durées d’exécution mogermtepire-cas, pour toutes
les actions et tous les niveaux de qualite. Il est interessle noter que seules les actions
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O GrabPicture

grapheG;

GrabMacroBlock

MotionE stimationCompensation

DCT

OO

Quant

IQuant O IntraPrediction

IDCT Cg éCoding

Reconstructio

grapheG,

FiG. 5.5: Graphe hiérarchique de I'application d’encodage vidéo.
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MotionEstimationCompensatioet DCT sont “contrdlables”. En effet, les actions autres que
MotionE stimationCompensati@iDCT ne dépendent pas du parametre de qualite qui se traduit
des durées d’exécution indépendantes du niveau deé@&palir ces actions.

| action / niveau de qualit | o | 1 ] 2 | 3 ] 4 | 5 | 6 | 7 ]
GrabPicture 17000| 17000| 17000| 17000| 17000| 17000| 17000| 17000
GrabMacroBlock 3.2 3.2 3.2 3.2 3.2 3.2 3.2 3.2
MotionEstimationCompensation 0.215 | 20 40 920 119 130 150 180
DCT 0.500 15 15 15 15 15 15 15
Quant 12 12 12 12 12 12 12 12
IntraPrediction 3.2 3.2 3.2 3.2 3.2 3.2 3.2 3.2
Coding 5 5 5 5 5 5 5 5
IQuant 4 4 4 4 4 4 4 4
IDCT 12 12 12 12 12 12 12 12
Reconstruction 9.5 9.5 9.5 9.5 9.5 9.5 9.5 9.5

FiG. 5.6: Durées d’exécution moyennes des actions en millier deesyarocesseur.

| action / niveau de qualit [ o | 1 | 2 | 3 ] 4 ] 5 | 6 | 7 ]
GrabPicture 40000 | 40000 40000| 40000 | 40000| 40000 40000| 40000
GrabMacroBlock 5 5 5 5 5 5 5 5
MotionEstimationCompensation 1 100 200 400 500 | 1500 | 1500 | 2000
DCT 1 50 50 50 50 50 50 50
Quant 1 25 25 25 25 25 25 25
IntraPrediction 8 8 8 8 8 8 8 8
Coding 1 100 100 100 100 100 100 100
IQuant 10 10 10 10 10 10 10 10
IDCT 50 50 50 50 50 50 50 50
Reconstruction 19 19 19 19 19 19 19 19

FiG. 5.7: Durées d’exécution pire-cas des actions en millier déesygrocesseur.

5.2 Comparaison entre une ex écution contr 6lée et
une ex écution a une qualit & constante

Nous comparons ici I'application contrdlee par rapmoftapplication dans laquelle nous avons
fixé un niveau de qualité constant. Ceci correspond &dtiqure industrielle courante, dans laquelle le
seul contrble qui est fait par rapport aux contraintes dgpteest Idrameskip Le niveau de qualité est
choisi en fonction de I'echéance globale, de fagon amibuun compromis entre le taux @meskip
et la qualité de I'encodage. Dans les deux cas, la politdjoedonnancement est statique, basée
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I'ordonnancement

0o = GrabPicture{ GrabMacroBlockMotionE stimationCom pensationDCT QuatrdPredictionCodinglQuant|LC

Nous avons mesuré la durée d'exécution de I'encodeunrstilux vidéo de plus de 500 frames,
composé de dix seéquences vidéo differentes. Dans leefly9, I'abscisse donne l'indice deflame
dans le flux vidéo, et I'ordonnée la durée de I'encodagk flmmecorrespondante. Le tracé en verte
correspond a I'application contrblée, pour laquellig'dst pas nécessaire d’avoir une taille de tampon
mémoire d’entrée de plus de 1. Le tracé rouge correspdfapplication exécutée intégralement au
niveau de qualité 3, pour laquelle nous avons choisi de fx&ille du tampon mémoire a 2, ce qui
permet de réduire la taux dexmeskip

Nous remarquons qu'il existe neuf sauts communs aux dea&dr&eux-ci correspondent aux
changements de plan qui existent entre les differentggesiees video qui composent le flux vidéo
d’entrée. La durée de I'encodage d’uinemequi correspond a un changement de plan, c’est-a-dire
d'uneframede type INTRA, est en général tres inférieure a celléatecodage d’undramede type
INTER. De plus, dans le cas d’'urfeame de type INTRA, les choix de contrdle sont trés limités
puisque la phase d’estimation et de compensation de mountemexiste plus. Ceci explique les
neuf sauts communs aux deux tracés.

Nous remarquons également que, dans le cas de I'applicatiécutée au niveau de qualité
constant, il existe deux séries de sauts qui ne sont pasmigdans I'application contrélée. Ceux-cCi
correspondent a I'activation diameskiplorsque le tampon mémoire est plein, ce qui conduit a une
durée d’encodage quasi nul pour fesnesconcernées. LiEameskipcorrespond a une réduction bru-
tale de la qualité. En effet, ne pas encoder pasftameeréduit la fluidité de la vidéo. L&ameskip
tend également a diminuer la corrélation entreftames ce qui a pour effet d'augmenter la durée
d’encodage. Avec l'application contrdlée, il n'y a pasfdemeskip En effet, le contrbleur évite la
surcharge du systeme en réduisant progressivementdawnde qualité durant I'encodage diesnes
dont les traitements sont les plus lourds. Le controlesur@sdonc le respect des échéances, ce qui
évite l'utilisation d’'un mécanisme dieameskipet/ou d’un tampon mémoire d’entrée. L'utilisation
d’'un niveau de qualité constant conduit également a ons stilisation de la plate-forme lorsque
les traitements defsamessont moins lourds. En augmentant le niveau de qualité, e @ieur tente
d’améliorer la qualité d’encodage de ces méiinames ce qui conduit & une meilleure utilisation de
la plate-forme.

L'observation des tracés nous conduit & penser que itiosed’un contrbleur dans I'application
est un réel avantage. En effet, grace a celui-ci nousiobteune meilleure exploitation des ressources
de calcul, que ce soit en cas de sous-charge ou de sur-chagestéme. Ceci est obtenu par une
adaptation progressive des niveaux de qualité, ce qid s fluctuations trop brutales de la qualité de
la vidéo encodée. En considérant les échéances coinistess le contrdleur assure que I'application
tourne exactement a la vitesse de la caméra, ce qui aitesation d’'un tampon mémoire en entré
ainsi qu’un mécanisme deameskip Or lesframeprennent une place trés importante en mémoire, ce
qui devient problématique dans un univers fortement edmtttel que celui de I'embarqué. Pour finir,
I'obtention d’une utilisation de presque 100 % du budgetateps est un résultat particulierement
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intéressant puisque les contraintes temps-réel sosidiEnees comme strictes. |l s’agit donc, dans
une certaine mesure, d’'une réconciliation entre le mondemips-réel critique et le monde du temps-
réel souple. Notons que ces bonnes performances s'egpliquar le fait que I'ordonnancemeng
présente des valeud8'®faibles pour les niveaux de qualité qui sont mis en jeux. yaré 5.8 donne
les valeurs d&@™®ap,q) pour les differents niveaux de qualité.

q 0 1 2 3 4 5 6 7

3Mao,q) 54.3 1485 | 189.3 | 339.3 | 410.3 | 1399.3| 1379.3 | 1849.3

0M™ap,q) (ms) || 0.00482| 0.0132| 0.01682| 0.0301| 0.03647| 0.12438| 0.12260| 0.16438
(ms)

Fi1G. 5.8: Valeursd™®{ag, q) pour tous les niveaux de qualigéen milier de cycles et en ms.
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FIG. 5.9: Comparaison entre I'application controlée et I'appiica a la qualité 3.

5.3 Optimisation de la politique d’ordonnancement

Dans la section 3.4.2 du chapitre 3, nous avons vu commeimispt la politique d’ordonnan-
cement par rapport a la politique de gestion de qualitéeniRans la section 3.5 du méme chapitre,
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Nnous avons vu que, pour une politiqgue d’ordonnancemerigjseabasée sur un ordonnancemegtil
existe un lien entre les valed"®{(ao,q), g € Q, et I'utilisation du budget de temps. Plus précisement,
nous avons démontré que sous certaines conditiondisiatibn du budget de temps est d’au moins
(D~ 3"(ato,q))/D.

Nous avons comparé |'exécution de I'application colé®d pour les politiques d’ordon-
nancement statiques basées sur les ordonnancerognts GrabPicturg{ay}"{a,}" et af =
GrabPicturdai0,}", oua; correspond a I'ordonnancement de la branche de droite athgG,
du modele de I'application (voir la figure 5.5), c’est-ied:

oy = GrabMacroBlockMotionE stimationCom pensationDCT QuattdPredictCoding
eta, correspond a I'ordonnancement des actions restante;c'@ise :
o, = IQuantIDCT Reconstruction

Les valeursd™®{(ap,q) et 8 ay,q) sont données dans la figure 5.10. La politique de gestion de
gualité utilisée sera la politique mixte.

q 0 1 2 3 4 5 6 7
5X(00,q) || 86670.8| 86765 | 86805.8| 86955.8| 87026.8| 88015.8| 87995.8| 88465.8
§X(0,q) || 7.70407| 7.71244] 7.71607| 7.72940| 7.73571| 7.82362| 7.82184| 7.86362

(ms)

FiG. 5.10:Valeursd™®{(ag, q) pour tous les niveaux de quali@en millier de cycles et en ms.

Comme nous l'avons fait dans le paragraphe précédens, amns mesuré la durée d’exécution
de I'encodeur pour le méme flux vidéo d’entrée (figure k.Nbus remarquons que l'utilisation du
budget de temps est de loin supérieur avec la politiqueddimmancement statique basée ayr
qu'avec une politique d’'ordonnancement statique baséeguNous avons mesuré une difference
entre le durée d’encodage obtenue avec I'utilisationglet deag d’environ 7 ms en moyenne. Cette
valeur correspond a la difference entre les valéli¥& obtenues en moyenne pour I'ordonnancement
ap etag, ce qui correspond bien a ce que nous attendions.

Les résultats expérimentaux montrent que I'optimisatie la politique d’'ordonnancement est
un facteur essentiel pour assurer une bonne utilisatiora gi¢ate-forme. De plus, la pertinence de
notre critere d’optimisation, c’est-a-dire minimiseslvaleur®™®* est confirmé dans la mesure ou
les traces d’exécution ont montré gqu'il existe un lieredtrentre l'utilisation de la plate-forme et la
valeur les valeur8™®* correspondant a la politique d’ordonnancement statique.

5.4 Comparaison des politiques de gestion de qualit €&

Nous comparons ici differentes exécution de I'applmaitontrdlée pour differentes politiques de
gestion de qualité. Nous présentons les résultats obtavec la politique de gestion de qualité slre,
moyenne et mixte, présentées respectivement dans kensg@.1, 3.3.2 et 3.4.1 du chapitre 3.
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FiG. 5.11:Comparaison entre differentes politiques de controle.

Choix de la politique d’ordonnancement consid éré

La politigue d’'ordonnancement choisie est encore statigasée sur 'ordonnancement suivant :
0o = GrabPicturglay }"{a2}",

oua; correspond al'ordonnancement de la branche de droiteaging®, du modéle de I'application
(vair la figure 5.5), c’est-a-dire :

o1 = GrabMacroBlockMotionE stimationCompensationDCT QuatrdPredictCoding
eta, correspond a I'ordonnancement des actions restante-&@ise :
0o = IQuantIDCT Reconstruction
Puisque c’est I'actio€odingqui produit lebitstream I'ordonnancementig est intéressant lorsqu’on
cherche a minimiser la latence entre l'arrivée dérdane et la production dibitstream Un tel or-

donnancement est d’ailleurs obtenu par la politique d’'ordmcement EDF, lorsque I'echéance des
actions den; est plus petite que celle des actionsoge
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Comparaison sur un diagramme des vitesses

Nous avons exécuté I'application contrblée pour lditinoes de gestion de qualité slrre, simple
et mixte. La séquence vidéo d’entrée est la méme que cell a été utilisée dans le paragraphe
précédent. Lafigure 5.12 donne le diagramme des vitessgsipeframeparticuliere de la séquence
d’entrée. Les exécutions de I'application pour la pglig de contrdle slre, simple et mixte sont
représentées respectivement par les tracés rougegtoleut sur le diagramme de la figure 5.12.

Dans le chapitre 3, nous avons vu que les politiques de gedéaualité slre, simple et mixte
permettent toutes de respecter les échéances, ainsiahterdr une utilisation élevée du budget de
temps. Nous voyons en effet sur la figure 5.12 que l'util@atiu budget de temps est similaire pour
les trois politique de gestion de qualité.

Concernant la régularité des niveaux de qualité chgiaisle contrbleur, la difféerence est plus
importante. Le diagramme des vitesses est une représenitatuitive pour étudier la régularité des
niveaux de qualité. En effet, nous avons vu dans la sectfogui les niveaux de qualité correspondent
a des vitesses constantes dans le diagramme des vitessgg,dn utilise une politique d’ordonnan-
cement statique et que la fonction d’échéance est cdastAmsi, si les durées d’exécution réelles
sont proches des durées d’exécution moyennes, uneaifet de qualité réguliere devrait corres-
pondre a un tracé presque rectiligne dans le diagramnwesitsses. C'est d’ailleurs ce que nous
constatons dans les expériences que nous avons mené&atiealier dans celle qui est représentée
sur le diagramme de la figure 5.12. En effet, les niveaux détguabtenus en utilisant la politique
mixte sont presque constants, ce qui se traduit par un prasgjue rectiligne dans le diagramme. Les
discontinuités de vitesse A et B (figure 5.12), présentespectivement dans le cas de la politique de
gestion de qualité sire et simple, correspondent avaain du niveau de qualité minimal. Ces deux
politiques sont donc trop optimistes au début de I'exieaiiice qui conduit a une réduction de qualité
pour assurer le respect de I'echéance.

Il est évident que la politique de gestion de qualité smgendre une moins bonne régularité
des niveaux de qualité que la politique simple et mixtesguielle ne tient pas compte des durées
d’exécution moyennes, ce qui est confirmé par le diagranideeplus, la politique de gestion de
qualité sre est basée sur la fonction de durée d'¢xecalreCs’, avec laquelle la prochaine action
a exécuter est comptées au niveau de qualité coaragitles actions qui suivent sont comptées au
niveau de qualité minimal. Ceci explique que la politiqesgéstion de qualité slre soit trop optimiste
dans ses choix de niveau de qualité pour le premieresnadtmrdonnancemerty.

La difference entre la politique de contrble simple et tmitient au fait que la politique simple
anticipe mal I'impact de la sQreté sur les choix des nixed@ qualité. En effet, 'ordonnancement
Op sur lequel est basé la politique d’ordonnancement estelles valeur®™®{(ap,q) sont élevées
(voir la figure 5.12). Cela signifie qu'il existe des suffixef deay, c’est-a-dire des points de contrdle
dans I'application, pour lesquels le comportement piregrédomine fortement sur le comportement,
c’est-a-dire la quantit€sf(aoX,q) — C(apk,q) = (0o, q) est importante. Puisque la politique de
gestion de qualité simple fait ses choix sans anticipereluptienoméne, celle-ci se révele trop op-
timiste pour les premiéres actions dg, ce qui est sur les résultats expérimentaux. En effetlesur
diagramme des vitesses de la figure 5.12, nous constatonsgoe si la politique de gestion de qua-
lité simple est moins optimiste que la politique de gestierqualité sre, elle conduit néanmoins a un
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safe policy—
mixed policy
50k simple policy— |
normalized average time = actua! time—
“E’ |
= delta
0 ;
E
g D |
> 0r C ]
®
[9)
0
Nat 5 |
©
:
0
c 10 A ]

0 | | |

2 . Cl]
actual time

FiG. 5.12:Comparaison entre differentes politiques de controle.

40

tracé qui présente des discontinuité de vitesse, quespond a une affectation de qualité irréguliere.

Le point de discontinuité C, commun aux tracés de la ppléisire et simple, correspond au
point de contrdle de I'application sur lequel il reste &axter le suffixex, de ag. Or les actions de
02 ne sont pas “contrblables”, dans le sens ou leurs duregéalition sont indépendantes du niveau
de qualité. En effet, ces actions correspondent a desaaoxcde code qui ne dépend pas du niveau
de qualité choisi par le contrbleur.

Pour finir, les discontinuité D et E, présentent respeatient sur les tracés de la politique de
contrdle slre (tracé rouge) et de la politique de cdatstimple (tracé bleu), sont des effets de bords
des discontinuités A et B. En effet, I'activation de la d@minimale pour la premiere partie deg,
c’est-a-dire pour les actions dg, induit des durées d’exécution trés courtes pour lesreidea;
qui correspondent au traitement des méme macro-blocss@gplique par le fait que les actions de
05 sont des opérations inverses de certaines actions.dge ce fait, il existe un lien entre les durées
d’exécution des actions dg et celles des,.
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Les résultats expérimentaux confirment l'intérét depdditique de contrdle mixte par rapport
a la politique de contrble simple et la politique de colgrsire. Si les deux dernieres assurent le
respect des échéances et une bonne utilisation de lafptate pour une politique d’ordonnancement
donnée, elle ne conduisent pas a une bonne régulastaigeaux de qualité choisi par le controleur.
En effet, alors que la politique simple et sire conduigeldctivation du niveau de qualité minimal,
la politique de contrdle mixte permet conduit a une a#goh de qualité presque constante. Ceci
améliore sensiblement la qualité d'image finale.
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CHAPITRE O

Conclusion

Nous avons proposé une méthode de contrdle grain fin qaingale respect des contraintes
temps-réel d’'une application, tout en faisant une utilisaoptimale des ressources de calcul. Ainsi,
elle ne présente pas les limitations classiques des amsdemps-réel critique dans lesquelles le
respect des contraintes temps-réel conduit inévitadhéra une faible utilisation de la puissance de
calcul.

Notre technique de contrble repose sur des bases thésramplides. Nous avons donné un cadre
général de construction de contrdleurs et de politiqeesontrole. Nous avons déterminé la classe
des politiques de contrble sires, c’est-a-dire qui f@sent le respect des contraintes temps-réel
sous I'hypothése raisonnable que I'application est andagable pour le niveau de qualité minimal
et les durées d’exécution pire-cas. Nous avons expliquéiquoi la politique de contrble retenue —
appelée politique de contrble mixte — permet une bongelekité des niveaux de qualité choisis
par le contrbleur. L'étude théorique a également pgsei quantifier 'impact du comportement pire-
cas sur l'utilisation du processeur dans le cas de la poédtide contrdle mixte. Ainsi, étant donné
un modele de I'application et des contraintes d’échéanous sommes en mesure de donner une
estimation de I'utilisation du processeur. De ce fait, il pgssible de prévoir si le contrbleur sera
efficace, pour une application et une plate-forme donridess le cas contraire, il convient de revoir
le choix des niveaux de qualité dans I'application et/oodkeul des durées d’exécution pire-cas. En
dernier recours, il est envisageable de relacher le resigecertaines échéances, si I'application le
permet.

L'interét de I'approche repose également sur une imgl&ation efficace qui respecte les critéres

145
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suivants.

Geénéricité. Limplémentation du contrdleur se devait d’étre la plgsnérique possible quant au
contexte d’exécution. Nous voulions en effet qu’il soitspible de changer la valeur des
échéances ou le nombre d'itérations entre deux ex@wutile I'application, ou méme entre
deux cycles de calcul differents, sans avoir a recompiggplication. Dans le domaine de
I'encodage vidéo, nous assurons de la sorte I'indéperadda I'implémentation vis a vis de la
taille d’'image ou encore du nombre d’'images par secofrdenératg du flux vidéo d'entrée.

Il s’agit donc d'une propriété essentielle grace a &lguil est possible de générer une seule
application pour tous les contextes d’exécution possible

Sur-colt faible. Maximiser I'utilisation du processeur a pour but de maxanies niveaux de qualité
et, donc, la qualité de service offerte par I'applicati@i.une part trop importante du bud-
get de temps est accordée a I'exécution du contrbleéuméme, la qualité de service sera
inévitablement dégradée, aussi pertinents puisseatl&s choix du contrdleur. Il est donc
nécessaire d’avoir une implémentation particulienetiégere du contrdleur. C’est un aspect
critique au niveau de I'implémentation puisque le coletide I'application est réalisé a une gra-
nularité tres fine. Mais c’est aussi une réelle diffieultes résultats expérimentaux ont montré
gu’une telle implémentation est possible, puisque lecsiit-lié a I'appel au contrbleur est de
moins de moins de 2 % pour I'application d’encodage vid&®, ¢g soit en terme de consom-
mation mémoire, durée d’exécution et taille de codeégén

Les résultats expérimentaux menés sur une applicatemcaddage vidéo confirment I'intérét de
'approche. Le comportement de I'application controtst en effet bien meilleur que celui d'une
application s’exécutant a niveau de qualité constante-qui correspond a la pratique industrielle
courante. Il en résulte une meilleure qualité de servaresde cas contrblé, du fait d’'une diminution
progressive de la qualité d'image dans les situations adnarge du processeur. De plus, I'application
contrdlée ne nécessite pas de tampon mémoire d'erdudarisant une économie substantielle sur la
guantite de mémoire nécessaire a son exécution.ééntdes politiques de gestion de qualité et
d’ordonnancement proposées, notamment au niveau dgudaré de la qualité et de I'utilisation
du processeur, a également été montré par nos ré&sakpérimentaux, confirmant ainsi l'intérét de
notre cadre de travail théorique. De méme, la mesureithéode I'utilisation du processeur rejoint
celle que nous avons pu mesurer au cours de nos expéridimes estimons que tous ces résultats
sont particulierement encourageants quant a la veletitintérét de ce travail.

Perspectives

Nous avons identifié un certain nombre d’améliorationgl‘extensions possibles de I'approche
actuelle. Certaines peuvent facilement s’integrer danget¢hnique de contrble grain fin actuelle,
d’autres nécessitent certainement un travail explamonsequant.

Granularit € de conti®le. Nous menons actuellement des travaux au sujet de la gragutir
contrdle. Il s’agit de réduire les appels au contrdldur de diminuer le sur-codt lié a I'exécution du
contrdleur. Pour ce faire, nous identifions les étatsajgdllication pour lesquels il n’est pas nécessaire
d’'appeler le contrdleur, dans la mesure ou nous sommésrcgue le niveau de qualité ne peut pas
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changer. Ces états correspondent a des points du diagraesnvitesses suffisamment &loignés des
frontiéres dans le decoupage en régions.

Temps-réel soupleL’approche actuelle considere que toutes les échéamrgstrictes, et ne profite
pas de la présence éventuelle d'un tampon mémoire éentra prise en compte de contraintes
souples permettrait d’augmenter le champ d’applicationatee méthode.

Modele d’entrée.Le modele d’entrée de I'application est essentiellemengraphe de précédence
paramétré par des niveaux de qualité, augmenté degsla’exécution moyennes et pire-cas, ainsi
gue des échéances. Le modele des durées d’exécutiomajicétre plus riche en étant basé, par
exemple, sur une distribution des durées d’exécutiord@teostochastique).

Le graphe de précédence est une représentation assezllegbour les applications multimédia
de type flot de données, qui sont justement visées par apfeoche. Cependant, il subsiste des
efforts a faire pour rendre I'approche utilisable dans nde industriel. Tout d’abord, le graphe de
précédence ne capte pas la notion de conditionnelle, iceegpermet pas une modélisation a un
niveau de granularité intéressant lorsque l'algorittoomporte des structure conditionnelle a “haut
niveau”. Ensuite, le modéle des niveaux de qualité emsetres pauvre, et ne rend pas compte des
interactions parfois tres complexes qui peuvent existerede niveau de précision de calculs effectués
dans les differentes parties I'application, et leur inficeesur la qualité de service finale. Par exemple,
toutes les zones d’'une image ne nécessite pas forcememértee niveau de qualité d’encodage.
De méme, la répartition du budget de temps entre lesrdiffés partie de I'application ne doit pas
nécessairement étre faite de maniére uniforme, et gepardire des données. Pour finir, toutes les
actions ne possedent pas le méme nombre de niveaux de&quali

A I'heure actuelle, ces aspects doivent étre traitésradm par des choix pertinents quant a la
signification des niveaux de qualité dans le code applidatserait interessant de faire évoluer le
modele de qualité de telle sorte que ces aspect puisserttdtés par I'outil et non par le program-
meur de I'application.

Architecture parall ele. A des fin de simplification, nous avons pris I'hypothese @'@anchitecture
monoprocesseur. Or ce n'est pas forcément réaliste dammtexte du traitement multimédia, ou I'on
s'oriente le plus souvent vers des plates-formes multgseeur. |l serait intéressant de voir comment
notre approche peut étre étendue dans ce cas.

Multit &che.Une autre hypothése simplificatrice dans notre approclp@dm a I'application d'étre
seule a s’exécuter sur le processeur. En particuliefex@tution d’'un systeme opérationnel, ni celle
d’'autres taches ne doit perturber I'exécution de notmdiegtion controlée.

Differentes pistes s’offrent concernant la prise en carhi multitache. Une maniére simple
est de considérer les échéances non plus comme datdsesbsmais comme des contraintes sur
le budget de temps alloué, en nombre de cycles processe@wxemple. Dans ce contexte, notre
approche permet de générer des taches contrdleessyreat une utilisation optimale de leur budget
de temps : non dépassement du budget et maximisation ddiksation. La répartition du budget de
temps entre les differentes taches serait faite en fomctu nombre de taches et de leurs contraintes
temps-réel. Si une nouvelle tache est admise dans lersgstes taches contrdlées sont capables de
s’adapter immédiatement au nouveau budget de temps guedealloué. Ainsi, notre approche peut
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étre vue comme une technique de génération de compasénistes et flexibles.

Apprentissage des duees d’execution. Les techniques d’apprentissage pourraient nous perretten
d’actualiser le modele des durées d’exécution moyeenefnction des données d’entrée, afin de
mieux prévoir le comportement de I'application et doncalesfde choix de contrble plus pertinents.

Il serait méme possible de déterminer les durées digi@t moyennes — et méme pire-cas dans un
contexte temps-réel souple — uniquement par apprenésdagilitant la génération du modele de
I'application.

Optimisation de la consommation denergie.Nous étudions également d’autres pistes comme celles
du contrdle de la frequence d’horloge du processeur danadre de la réduction de la consomma-
tion d’énergie électrique. Le contrdleur pourrait agir les niveaux de qualité et/ou la frequence du
processeur. La minimisation de la consommation feraisgbartie des criteres d'optimisation.



ANNEXE A

Preuves

ETTE premiere annexe est consacrée aux demontrations gsewons jugées trop longues
ou trop technigues, et qui auraient pu nuire a la lecturecduhent.

A.1 Complexit & du probl eme d’ordonnancement d’'un syst eme
param étré

Nous donnons d’abord une définition du probleme dm-BACKING. Une instance de ce
probleme est composée d’'un ensemble fini d'obj@tsd’'une fonctionv: O — N donnant le vo-
lume de chaque objet, et d'un volurequi représente le volume du sac-a-dos. Le but est alors de
trouver un sous-ensemble d’objefs)’) tel que son volume total soit borné paet soit maximal.

DEFINITION A.1 (probléme du BN-PACKING ) Soit I'instance(O,Vv,V) telle que :
1. 0={o0,...,0, } estun ensemble fini d'objets.
2. v: O — N est une fonction associaattout objet o son volumg®).
3. V € N représente le volume du sa@ecdos.

Etant dont& une telle instance, le praihe duBIN-PACKING consistea trouver un sous-ensemble
d'objetsO’ C O tel que son volume total @) soit inferieur ouégal au volume du sacV, c’eatdire :

V= v0)= % V(o)

oc(/
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et tel que ce volume soit maximal, c'éstlire que s'il existe un sous-ensemble d'objetsC O de
volume total YO”) inférieur ouégala V, alors le volume total d& est au moins aussi grand que
celui de0” :

V > v(0") = v(0)>v(0").

DEFINITION A.2 (probléme de dcision asso@ au probleme du BN-PACKING ) Une ins-
tance du prokl#me de dcision assoé au probéme du BIN-PACKING est un quadruplet
(0= o01,...,00 },v\V,W) tel que (O,v,V) est une instance du prahe duBIN-PACKING
est We N un volume tel que \K WV. Le probdme de écision assoé& au probéme duBIN-
PACKING consistea determiner s'il existe ou non un sous-ensemble d'ohjéttel que son volume
total soit compris entre W et V, c’eatdire :

V > v(0) > W

Nous dirons que ce probine est le proBime de écision assoé& au probéme duBIN-PACKING, ou
problemeD-BIN-PACKING.

DEFINITION A.3 (probléme de dcision asso@ au probleme d’ordonnnancement 2.2)Une ins-
tance du prol#me de dcision asso& au probéme d'ordonnancement 2.2 est un quintuplet
(G,C,D,Q,q) tel que(G = (A,<),C,D,Q) est un sysime pararétré et ¢ € N un entier positif.
Le probEme de dcision assoé au probéme duBIN-PACKING consistea determiner s'il existe ou
non un ordonnanncemefi, 8) du systme pararétré (G,C,D, Q) tel quey ,ca6(a) > qo.

Le probleme de décision associé au probleme au-BACKING (D-BIN-PACKING) est NP-
complet [cite ...]. Nous allons montrer que le probleme DHPACKING peut se réduire dans le
probléeme du décision associé au probleme d’ordonmaane?2.2.

Preuve de la proposition 2.8 Nous utilisons la réduction suivantg. Soit I = (O =
{ 01,...,0n },v,\V,W) une instance du probleme DHB-PACKING. Considérons l'instancéG =
(A,<),C,D,Q,q0) = W(I) du probleme de décision associé au probleme d’ordaremaant de la
section 2.2.1, définie par :

1. L'ensemble d'actions est identique a I'ensemble destsly), c'est-a-direA = O.
2. Le graphe de précédence n’a aucun arc, c’est-a~did.
3. L'ensemble des niveaux de qual@ecorrespond a I'ensemble de tous les volumes des obijets,
cest-a-direQ={0}uU{v(o) |0 €0 }.

4. Lafonction de durée d’exécutidhest définie par :

0sig=0

C(0i,q) =4 V(0)si0<g<V(0)
2D siq > v(0).

5. Lafonction d’écheance est constante égale élest-a-direvo, € A. D(0) =V.
6. Le niveau de qualitgg correspond au volumé/, c’est-a-direqy = W.
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Affecter le niveau de qualité nul a I'actiop dans le probleme d’ordonnancement, c’est-a-dire
6(0;) = 0, correspond a ne pas choisir I'obf@tdans le sous-ensemble d’objet dans le probleme
D-BIN-PACKING. Affecter le niveau de qualité(o;) a o;, c’est-a-dire6(0;) = v(0;), correspond a
choisir I'objet o;. Les niveaux de qualité strictement supérieuragop) ne peuvent étre affectée a
o car ils conduisent a un colt supérieubd2D). Il est possible d’affecter les niveaux de qualité
compris strictement entre 0&fo;) a I'actiono;, mais ceux-ci ne sont pas intéréssants dans la mesure
ou I'on cherche a maximiser les niveaux de qualité, eil ge’ colte pas plus cher d’ordonnancga
la qualitév(o;).

C(a,q)
2D 4
V)4 ——
0 H [ [ [ [ [
v(or) q
Fic.A.l:.

Tout d’abord, remarquons que la construction de cetteriostadu probleme d’ordonnancement
peut se faire en un temps polynomial en la taille de I'instada probleme D-Bu-PACKING. Nous
allons démontrer dans la suite qu@ v,V,W) est une instance positive du probleme INHPACKING
si et seulement giG = (A, <),C,D,Q,qo) est une instance positive du probleme de décision associ’
au probleme d’ordonnancement.

Soit a un ordonnancement quelconque @eA tout sous-ensemble d'objet¥ C O nous asso-
cions I'affectation de qualit®, définie par :

90’(5\&):{

Nous avons I'équivalance suivante :

v(0)) sig e O
0 sinon.

V>v(0)>W

& V> Z v(o) >W
oc

V >C(a,00) > W
\Y EC(G,eo/) VAN %eo/(a) >W
ac

T ¢

< D> C(G,eo/) N %90/(8.) > (o-
ac
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Ainsi, s'il existe une réponse positiv® a I'instance( 0, v,V,W) du probleme D-BN-PACKING, alors

il existe une instance positive au probleme de décisisn@s au probleme d’'ordonnancement.
Soit (a,0) est une réponse positive au probleme de décision @&saagbrobleme d’ordonnance-

ment. Soit0’g le sous-ensemble d’objets associg@efini par :

Og=1{0|6(0) >0}
Nous avons I'implication suivante :
D >C(a,8) A Z\e(a) > 0o
ac

= D> Z v(o) =C(a,8) A Z v(0) > %e(a)zw

0e0g 0e0g ac

= V>Vv(0g)>W.

Ainsi, s'il existe une réponse positier,0) au probleme de décision associé au probleme d’ordon-
nancement, alors il existe une réporg au probleme D-BN-PACKING.

Ainsi, nous avons montré que le probleme INEPACKING se réduit polynomialement dans
le probleme de décision associe au probleme d’ordareraent. Puisque le probleme du DnB
PACKING est NP-complet, nous en déduisons que le probleme dsidéessocié au probleme d’or-
donnancement est aussi NP-complet, et donc que le probendeinancement est NP-difficile. O

A.2 Lemme 3.1

LeEmME A.1 Pour tout couple(a,8) tel quea soit une gquence d’actions & une affectation de
qualité cefinie surens(a), nous avons :

t2'(a,8) <t3'(a?, gmin) — C"(a(1),0).
Preuve du lemme A.1INous avons :
t£1(0,8) < mingeyeiq t$7(a1,0)(K) (A1)
outs'(a,0)(k) = D(*a) — C5'(*a, B)
= D(a) —C"(a(1),8) — C*(a[2,K], Gmin)- (A.2)
Pour toutk > 2, nous pouvons réécrire (A.2) de la fagon suivante :

D(* (a?)) —C"(* Ha?), gmin) —C"*(a(1),6)
= t¥VC(a2’qmin)(k_ 1) - CWC(G(]')?e)
t7(a?, gmin) (k— 1) —C"(a(1),8). (A.3)
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D'aprés (A.1), (A.3), nous obtenon® (a,8) <t (02, gmin) — C**(at(1),0). O
Preuve du lemme 3.1L:a démontration est faite par induction sur les étatsgatables.
e initialisation : état(e, L,0)
Puisqu’il existe un ordonnancememg de G tel que(ag, gmin) €St un ordonnancement réalisable de
PSC"°), nous avons :

0< t\SNC(C(Oa Omin) = tgf(am Omin) -
Soitag,,, = BestSched' (&, gmin) 'ordonnancement prévu par 'ordonnanceur pour le nivdagua-
litt minimal & I'état(e, L,0). Il est facile de voir que les résultats de la propositictDZ’appliquent
aussi étSSf et gmin. Puisquen,;, st un ordonnancement EDF Geet queag est un ordonnancement
deG, par la proposition 2.10 nous obtenons :

0 < t£" (o, Gmin) <t (Agyin, Gmin)-

« induction : (a,6,t) % (o' 8.t
Soit (a,0,t) un état atteignable d@SC)||I', et(a,qu) = (a,6,t). Soit (a’,8',t’) un étatPSC)||I
tel que(a,8,t) (@) (a/,8,t'), aq = BestSched'(a,q), anday, = BestSched’(a’,q). Soitgw =
max{q |t <tS'(aq,0)}, eta=ag, (1).

Par hypothése d'induction, nous avapsg, € {q |t <ts'(aq,0)}, c'est-a-diret <t$' (g, Gmin)-
Puisquegy est le niveau de qualité choisi, nous avons aU$t§f(0(qM,qM). Cette condition peut
étre réécrite, d’apres le lemme A.1, de la facon suwan

t <t3(agy,am)
=t <t$"(agy2 Gmin) — C"(dgy (1),qm)
= t"'CWC(av au) < tsSf(GQszqmin)'

PuisqueC(a,qu) < C"(a,qu) ett’ =t +C(a,qu), nous obtenons :
t' < t3"(ag,?, min).

Puisqueoqlmin est un ordonnancement EDF (Bg/aamin, et quM2 est un ordonnancement du méme
graphe de précédence, d’apres la proposition 2. 10 @#i étSSf etQmin, NOUS avoni;?f(aqu, Omin) <
tSSf(O(’qmin,qmin), et nous obtenont$ < tSSf(O(’qmin,qmin). Ceci demontre qu’'a I'état successéat, 6',t'),
NOUS avons encomnin € {q |t < tSSf(O({q,q)}. Ainsi, a tout état atteignabler, 8,t) of PSC)||I", nous

avonstmin € {q |t < tgf(dq,Q)}- o

A.3 Proposition 3.19

LEMME A.2 Soit SP(C) un syséme pararétré incertain etr™ un contbleur bag sur la poli-
tique de gestion de quaditmixte et une politigue d’'ordonnancement statique. Alsiréa fonction
d’échéance D est constante et sEOC?', 'ordonnancemento, 8p) calcule par le contbleur est tel
que i— Bp(ap(i)) est une fonction croissante.
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Preuve du lemme Soit (01,01,t1) et (a2,02,t2) deux états accessibles &PI(C)||r™ tels que

(01,01,t1) @9 (02,02,t2). Puisqud ™ est basé sur une politique d’ordonnancement statiquestiee
i tel quea; ='a eta, =1a. De plus, nous avons, pour toge Q, BestSched™(ay,q) = a'*! et
Best Sched™(a>,q) = a'*2. Nous allons montrer

q="08(a(i+1)) <6(a(i+2)). (A.4)

Puisqueq est le niveau de qualité choisi par le contrdleur a t'éta,01,t1), soit il est admis-
sible, soit c’est le niveau de qualité miningali,. Dans le second cas, nous obtenons immédiatement
I'inégalité (A.4). Supposons queest admissible a I'étgt, 6,t). PuisqueD est constante, nous avons
(voir section 3.4.2) :

tng(ai-i-l’q) -D _CaV(aH-l’q) o 6ma><(a0i+17q)
D —Cav(di+1,q) _ 6ma><(ai+1’q)
D —C*(a(i+1),q) —C*(a'*?,q) — 3"(a', g)

t
t
t

IN A IA

PuisqueC = C® et que la politique d’ordonnancement est statique, basé®, ous avons
t, =t1 +C*(a(i+1),q). (A.5)

En utilisant les proprietés de la foncti(ﬁ‘f‘af (proposition 3.10 de la section 3.4.1), nous avons
dMX(i L, q) = dMNa(i +1)a' 2, q) < dM¥a'*+2,q). Ainsi, puisqueD est constante nous obtenons
nous réecrivons l'inégalité A.5 comme suit :

t < CaV( ( ) ) Cav( i+2 q)_émax(ai—&-l’q)
t/ < D-— CaV( |+2 ) 6max< i+1 CI)

t/ < D-— CaV( |+2,Q) 5maX(a|+27q)

t/ < D_tqu( |+27q).

Nous avons donc montré que, si un niveau de quglést admissible sur un état &1(C), alors il
reste admissible par la suite. Ceci montre que la fonaien6(a(i)) est croissante. O

Preuve de la proposition 3.19D’apres le lemme A.2,— Bp(a(i)) est une fonction décroissante. Par
hypothése, nous avola (1)) = q < gmax Soiti le dernier indice tel qué(a(i)) = q. Remarquons
quei peut etre égal |, auquel cas l'affectation de qualitest constante. Soit= C(a,8) =
C¥(~1a,0) la valeur du temps-réel aprés avoir exécuté les actiohy . ..,a(i—1). L'état deSPI(C)
aprés avoir exécuté les actioosl), ..., a(i — 1) est donc(~a,qt). Soit BestSched™(~a,q +

1) = o' le prolongement prévu par I'ordonnanceur a Ie(faﬂor,q, ) pour le niveau de qualitg§+

1. Puisque le niveau de qualité choisi pour I'actmfi) estq, le niveau de qualitgj+ 1 n'est pas
admissible a I'etat' 1o, g, t). Ainsi, puisqueD est constante, nous avons :

™', g+1) <t
= D-C¥a',q+1)—3"a' q+1) <C¥(u,q)
= D_Cav(ai7q+1)_6max(ai>q+l) <Cav(i_la>q)'



A.3. PROPOSITION 3.19 155

D’aprés la proposition 3.10, nous avai®{(a',q+ 1) < 8®a,q+ 1). Nous en déduisons :
D—3"a,q+1) < C¥( %, q)+C¥(a',q+1). (A.6)
En posanti= a(i), nous réécrivons la quanti@&"('a,q) +C*(a',q+ 1) comme suit :

C¥(o,q) +CM(aa+1) = C¥(a,q)-CM(a(i),q)+ C¥(a"q+1)+C(ali),a+1)
= C%(0,q)+C™(a"t,q+1) + C¥(a,q+1) —C*(a,q).
Pour toutj <i, 8(a(i)) = g. De plus, puisqué est le dernier indice tel qua(i)) = g, et grace au
lemme A.2, nous avons pour tojit- i tel quej < |a| 8(a(i)) > g+ 1. Ainsi,C®(la, q) +C*(a' 2, g+

1) <C*(a,0). De plus, par définition d&, nous avon€®'(a,q+ 1) —C®(a,q) < A. Nous transfor-
mons ainsi I'inégalité A.6 de la fagon suivante :

D—-3"*a,q+1) — A < C*(a,0) =C(a,0). O
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