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3.3.2 Politique de gestion de qualité simple . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 79

3.3.3 Les limitations de la politique simple . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 79

3.4 Politique de contrôle mixte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 80
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CHAPITRE 1

Introduction

1.1 Motivations

Le contexte global dans lequel s’inscrit ce travail de thèse est celui des applications mul-
timédia embarquées. Ce type d’application est caractérisé par deux exigences qui sont par nature
contradictoires. Tout d’abord, les applications multimédia réalisent des traitements algorithmiques
très lourds, en terme de consommation mémoire et surtout de puissance de calcul. Pour obtenir
une implémentation efficace dans le contexte embarqué (enparticulier limité en ressources), il est
nécessaire d’utiliser des plates-formes complexes [43] (accélérations matérielles, architectures pa-
rallèles, caches, etc. . .), ainsi que des algorithmes intelligents capables de s’adapter en fonction des
données d’entrée. Ceci conduit à une très faible prédictabilité du comportement de l’application,
notamment vis-à-vis des durées d’exécution. La secondeparticularité des applications multimédia
concerne leur caractère temps-réel. En effet, le traitement des flux multimédia impose un tempo qui
doit être respecté afin de conserver une qualité de service satisfaisante [26, 14]. Réaliser des systèmes
qui respectent des contraintes temps-réel lorsque l’incertitude sur les durées d’exécution est grande et
que le système se doit d’être efficace constitue un réel challenge.

Dans le monde industriel, la pratique actuelle est de partird’un logiciel générique existant, et de
l’adapter à la main à la plate-forme d’exécution. En général, le code applicatif spécifique et la plate-
forme sont développés en parallèle. Les problèmes liés au temps-réel sont donc traités de manière
ad hoc, de sorte que la majeure partie du temps de développement est consacrée à la validation et au
débogage.
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8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

La solution que nous proposons est basée sur une adaptationdynamique de l’application. Celle-
ci s’appuie sur un modèle de type flot de donnée et sur l’observation en temps-réel de l’état du
système. Il s’agit d’une approche outil dans laquelle nouscherchons à rendre le code applicatif le
plus générique possible. La bonne adéquation entre le code applicatif et la plate-forme, ainsi que la
gestion des contraintes temps-réel, ne sont plus réalis´es à la main mais sont confiés à un ensemble
d’outils. L’intérêt de ce travail est double. Non seulement il permet de concevoir des applications
plus robustes, en abordant les problèmes de temps directement au cœur de notre méthodologie, mais
il permet également de développer des applications dont le code est réutilisable sur de nombreuses
plates-formes.

1.1.1 Applications multim édia

Les progrès du matériel électronique et informatique deces quinze dernières années permettent
aujourd’hui de réaliser des traitements de plus en plus complexes, sur des quantités d’informations
ne faisant que s’accroı̂trent. Ces progrès technologiques ont permis l’essor des applications mul-
timédia, c’est-à-dire des applications utilisées pourstocker, générer, modifier, transmettre ou encore
restituer différents médias simultanément. Les médias concernés peuvent être aussi bien des images
fixes, du son, de la vidéo ou encore une interface homme/machine interactive. Les techniques de
stockage et de transmission ont elles aussi connu des progr`es considérables à la fin des années 90,
avec le développement de la compression dédiée à l’image, le son et la vidéo. Ces techniques as-
surent un compromis idéal entre la qualité d’enregistrement du média et la quantité d’informations
— nombre de bits — qu’il requiert pour son stockage ou sa transmission. Cependant, cette optimi-
sation de l’information se fait au prix de traitements informatiques très lourds, tant pour l’encodage
que pour la modification ou encore la restitution du média compressé. L’encodage d’un flux mul-
timédia a une durée d’exécution très variable en fonction des données. Ceci est due à l’utilisation
d’algorithmes intelligents, capables d’assurer un compromis idéal entre la qualité de l’encodage et
sa durée d’exécution. L’utilisation d’heuristiques évitent en effet de tester exhaustivement toutes les
possibilités d’encodage. Cette adaptation de l’application aux données d’entrée permet de réduire la
durées d’exécution moyenne, mais a tendance à rendre l’application moins prédictible.

ApplicationEnvironnement

t

t ′ = t +δ

FIG . 1.1: Interaction entre l’application et son environnement d’exécution.
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La seconde caractéristique des traitements multimédia concerne leur aspect temps-réel. Une ap-
plication est dite temps-réel si la validité de sa réponse face à un stimulus dépend non seulement du
contenu de cette réponse, mais aussi de la date à laquelle elle est délivrée. Pour prendre un exemple
volontairement caricatural, un indicateur d’altitude dans un avion ne peut pas être considéré comme
correct s’il existe un laps de temps d’une minute entre la mesure de l’altitude et son affichage,
même si l’altitude est mesurée avec une très grande précision. Une application est dite temps-réel
si sa réactivité face à son environnement d’exécution vérifie certaines propriétés. Ces propriétés ca-
ractérisent la bonne adéquation entre la vitesse de l’application et celle de l’environnement. Ce dernier
inclut aussi bien l’utilisateur que tout autre système en interaction avec l’application. Les exigences
temps-réel peuvent prendre des formes très diverses. Supposons qu’un stimulus soit produit par l’en-
vironnement à la datet (voir figure 1.1), et que la réponse du système à ce stimulus soit délivré à la
datet ′ = t + δ, avecδ ≥ 0. Une exigence temps-réel de la formeD ≥ δ, où D ≥ 0 est une constante,
est appelééech́eance. Il s’agit du type de contrainte le plus utilisé dans le domaine du temps-réel.

Concernant les applications multimédia, les contraintestemps-réel proviennent aussi bien des
exigences de réactivité par rapport à l’utilisateur, que des flux multimédias eux-mêmes, comme le son
ou la vidéo qui sont par nature temporisés. En effet, une s´equence vidéo comportant des problèmes
de synchronisation entre le son ou l’image, ou encore des variations dans sa vitesse de restitution, ne
permet pas de restituer fidèlement la réalité, et peut être très désagréable à regarder.

1.1.2 Contexte : syst èmes embarqu és

Les systèmes embarqués sont des systèmes conçus spécifiquement pour une application parti-
culière. Les parties matérielles et logicielles sont en général cachées de l’utilisateur dont les inter-
actions avec le système se font via une interface dédiée.Les ressources d’un système embarqué
— mémoire de masse, mémoire vive, unités de calcul ou batteries — sont donc fixes, et le plus
souvent assez limitées, à la différence d’un ordinateurde bureau, par exemple, dont le matériel
évolue en fonction des besoins (rajout de mémoire vive, changement de carte graphique, etc. . .).
Les contraintes du monde embarqué sont plus ou moins fortesen fonction du contexte d’utilisation.
Il ne sera évidemment pas possible d’utiliser le même mat´eriel pour un téléphone portable et pour un
appareil électroménager, dans la mesure où le premier sedoit de pouvoir être autonome d’un point de
vue électrique, c’est-à-dire alimenté par batterie rechargeable, alors que le second est alimenté par le
secteur.

Aujourd’hui, les systèmes embarqués sont présents partout, aussi bien dans les domaines in-
dustriels comme l’avionique et le monde médical, que dans les domaines grand public avec le
développement des baladeurs multimédia ou encore de la t´eléphonie mobile. En 1998, 98% des micro-
processeurs vendus dans le monde étaient déjà embarqués. Par la suite, ce taux a continué à s’accroı̂tre
de telle sorte qu’il approchait les 100% en 2001 [46]. Le marché actuel est très concurrentiel.À cela
nous voyons trois raisons principales :

– l’essor de ces systèmes est relativement récent, surtout dans le domaine grand public ; de ce
fait, les innovations technologiques sont encore nombreuses et rapides ;

– puisque ces systèmes ne peuvent pas évoluer d’un point devue matériel, il est nécessaire de
développer de nouveaux modèles en fonction des avancéestechnologiques ; il s’agit donc d’un
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marché en perpétuel renouvellement ;
– l’omniprésence des systèmes embarqués dans les produits technologiques grand public traduit

un marché de masse, donc particulièrement convoité par les industriels.

Les fonctionnalités assurées par les systèmes embarqu´es sont toujours plus nombreuses, et toujours
plus complexes, à l’image du phénomène actuel de convergence [23]. Cette évolution n’est pos-
sible qu’au prix d’un matériel et d’un logiciel, eux aussi,toujours plus complexes. Par exemple,
les architectures matérielles utilisées dans l’embarqué sont souvent parallèles et utilisent bon nombre
d’accélérateurs matériels ou de processeurs dédiés (comme les DSP), ou encore des caches mémoire.
Le logiciel est souvent basé sur un code générique que l’on peut trouver sur les ordinateurs personnels,
plus ou moins modifié pour l’adapter aux contraintes de l’embarqué et aux architectures matérielles
embarquées très spécifiques.

Les limitations en ressources propres aux systèmes embarqués font que les notions d’efficacité et
de rendement se doivent d’être au cœur de leur conception. Cela concerne aussi bien la puissance de
calcul, la mémoire ou encore la consommation électrique.La concurrence accrue et l’innovation tech-
nologique permanente dans le domaine des systèmes embarqués grand public induisent des temps de
mise sur le marché de plus en plus courts. Concevoir des systèmes efficaces et innovants dans un laps
de temps très court constitue un réel défi pour les ingénieurs. La pratique actuelle est de partir d’un
code générique existant et de l’adapter à la plate-formecible, qui est très souvent développée conjoin-
tement. Pour ce faire, le code applicatif est découpé selon les unités parallèles de la plate-forme,
certains morceaux de code sont remplacés par des appels auxaccélérateurs matériels, et les algo-
rithmes sont modifiés pour être adaptés à la puissance decalcul de la plate-forme. Nous voyons deux
inconvénients majeurs dans cette façon de faire. Tout d’abord, traiter les problèmes de temps-réel à la
main est une très grande source d’erreur. De ce fait, il n’est pas possible de construire des systèmes ro-
bustes en un temps raisonnable. Aujourd’hui, près de 80% dutemps de développement d’une applica-
tion embarquée temps-réel est utilisé pour la validation et le déboggage [42]. La plupart des erreurs ne
proviennent pas d’une mauvaise implémentation d’un algorithme ou une fonctionnalité particulière,
mais plutôt des communications et synchronisations entreles différentes tâches qui sont exécutées
en parallèle. Ce type d’erreur est directement dépendantdes durées d’exécution réelles de l’applica-
tion. En particulier, une simulation imprécise quant aux durées d’exécution peut cacher des erreurs
qui n’apparaissent que sur le produit final. De plus, il est n´ecessaire de reprendre complètement le
code applicatif à chaque fois qu’une nouvelle plate-formed’exécution est développée. Ainsi, le code
applicatif est peu réutilisable, ce qui est très pénalisant pour le temps de mise sur le marché et le coût
de développement, surtout dans un contexte de renouvellement permanent des technologies.

Le développement de méthodologies et d’outils adaptés `a la conception des systèmes em-
barqués est devenu une nécessité qui s’impose aujourd’hui aux industriels [23]. Par exemple, le
développement des systèmes actuels passe non seulement par la conception de processeurs très per-
formants, mais aussi par l’utilisation de compilateurs super-optimisants, seuls capables de générer du
code machine efficace et correct, en un temps et un coût raisonnable. La réalisation elle-même de
technologies de compilation reciblables, comme par exemple la technologie de compilation FlexCC2
[12, 19] développée au sein de STMicroelectronics, permet de réduire les temps de mise sur le marché
lorsqu’un nouveau processeur est développé.
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1.1.3 Vers des syst èmes adaptatifs

Les architectures utilisées aujourd’hui dans l’embarqu´e sont peu prévisibles. Il est par exemple
très difficile de prévoir la durée d’exécution d’un blocde code lorsqu’un cache est utilisé pour
accélérer les accès du processeur à la mémoire. De même, la durée d’exécution d’un algorithme très
dépendant des données d’entrée ne pourra pas être déterminé statiquement avec précision. D’autres
sources de non prédictabilité peuvent aussi provenir de l’environnement d’exécution : interactions
avec l’utilisateur ou avec d’autres systèmes. Puisque la validité d’une application temps-réel dépend
des durées d’exécutions, il est très difficile dans ce contexte de concevoir des systèmes corrects. Ac-
tuellement, deux écoles s’opposent quant à la gestion descontraintes temps-réel.

Temps-réel critique. Dans l’approche temps-réel critique, appelée parfois “temps-réel dur”, on
cherche à garantir que le système respecte les contraintes temps-réel données. Ces approches
sont utilisées à chaque fois que la violation d’une contrainte de temps peut remettre en cause
l’intégrité du système, et plus particulièrement dèsqu’une notion de sécurité est en jeu. Par
exemple, l’impact d’une erreur dans un ordinateur personnel n’est pas du tout le même que
celui du dysfonctionnement du système de navigation d’un avion. Les approches temps-réel
critique sont utilisées dans l’avionique ou encore dans laconceptions des centrales nucléaires.

Pour garantir le respect des contraintes temps-réel, il est nécessaire de mettre en œuvre des
analyses de type pire-cas. Ces dernières sont basées sur des approximations conservatives de la
dynamique du système, et sur une allocation statique des ressources. Ces analyses conduisent le
plus souvent à surdimensionner les ressources nécessaires à l’exécution du système, que ce soit
en terme de puissance de calcul, de consommation mémoire etélectrique. C’est le prix à payer
pour assurer que le système fonctionnera dans tous les cas de figure, ce qui est une nécessité
absolue en ce qui concerne les systèmes temps-réel critiques.

Temps-réel souple.A la différence du temps-réel critique, les approches temps-réel souple (ou mou)
considèrent que les contraintes temps-réel peuvent être violées. Ces approches sont utilisées
lorsque la violation des contraintes temps-réel ne remet pas en cause l’intégrité du système,
ou encore lorsque certains dysfonctionnements du systèmesont tolérés étant donné qu’il s’agit
d’un système non critique, ne remettant pas en cause la sécurité d’autrui. On rencontre de tels
systèmes dans les télécommunications ou encore le multimédia. Même s’il serait préférable de
garantir le bon fonctionnement du système dans tous les casde figure possible, la mise en place
d’une approche temps-réel critique serait trop pénalisante pour les performances et/ou le coût
du système. Ainsi, les approches temps-réel souple s’intéressent le plus souvent à l’optimisa-
tion de certains critères tels que la consommation mémoire et électrique, ou encore la vitesse
d’exécution. Ces approches tentent de réaliser un compromis idéal entre le taux de contraintes
temps-réel violées et l’optimisation des critères de performance du système.

Cependant, cette approche nécessite souvent des mécanismes additionnels capables de limiter
le taux de contraintes violées (par exemple, en utilisant un tampons mémoire) et/ou éviter que
le système ne se bloque suite à une erreur. Ces mécanismespeuvent être coûteux, en particulier
dans le domaine du multimédia dans lequel de très grande quantité d’information sont mani-
pulées. De plus, les systèmes obtenus par une telle approche sont souvent moins robustes que
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des systèmes conçus directement pour garantir les contraintes.

Les deux approches temps-réel critique et temps-réel souple sont par nature opposées. Elles
concernent deux communautés différentes, qui utilisentdes méthodologies, des outils et des plates-
formes en général différents. Il est souvent admis que cette séparation reste inévitable, puisque l’utili-
sation d’analyses pire-cas pour assurer les contraintes temps-réel critiques limite inévitablement l’ef-
ficacité de l’application lorsque l’incertitude sur le système et/ou l’environnement est grande. Cette
séparation tend à s’accentuer, en particulier pour les systèmes embarqués grand public, pour deux
raisons principales :

– L’absence de techniques efficaces d’analyse des comportements pire-cas, tant en terme de durée
d’exécution, de consommation mémoire que de consommation électrique.

– La différence entre le comportement moyen et le comportement pire-cas ne fait que s’accroı̂tre
du fait de l’utilisation de logiciel mais aussi de matérielsophistiqué (technologies de cache,
spéculation, ou depipeline). Le matériel récent permet certes de réduire de façon très im-
portante la durée d’exécution moyenne d’une application, mais tend à augmenter la durée
d’exécution pire-cas, ou du moins à ne pas réduire autantla durée d’exécution moyenne et
pire-cas [39]. La présence d’environnements peu prévisibles ne fait que renforcer la différence
qui existe entre les analyses basées sur le cas moyen et celles qui sont basées sur le pire-cas.

Pour arriver à concevoir des systèmes à la fois sûrs et performants, il est essentiel de développer
des techniques basées non pas sur des choix statiques, maisau contraire sur une adaptation dynamique
de l’application à la plate-forme et à son environnement d’exécution, en fonction de son comporte-
ment réel. Une telle adaptation ne peut être réalisée que si l’application contient suffisamment de
libertés de contrôle. Les algorithmes de traitement multimédia, et plus particulièrement d’encodage
de flux multimédia, sont généralement des heuristiques sur lesquelles il est possible d’intervenir sans
altérer leur fonctionnalité. Les approches temps-réelsouple existantes sont généralement basées sur
des techniques de contrôle. Cependant, le contrôle est r´ealisé à gros grain sur des paramètres globaux
comme le teux d’utilisation du processeur ou encore le nombre d’échéance ratées. Un tel contrôle ne
permet pas d’assurer le respect des contraintes temps-réel.

1.2 Etat de l’art

Dans tout développement de logiciel il existe des choix quine font pas forcément partie de sa
spécification. Ces choix concernent aussi bien l’affectation des tâches ou opérations aux unités de
calcul d’une architecture matérielle, que l’ordre d’exécution de ces opérations ou encore le “degré
de précision” de ces calculs. De nombreuses techniques ontété développées afin de résoudre ces
différentes formes d’indéterminisme, avec en généralpour objectif d’imposer certaines propriétés au
système, ou encore d’en maximiser les performances. En général, on parle d’ordonnancement pour les
techniques qui abordent les problèmes relatifs à l’ordred’exécution, et on parle de contrôle lorsqu’il
s’agit de techniques d’adaptation dynamique des autres paramètres du système.
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1.2.1 Techniques d’ordonnancement statique simples

On parle d’ordonnancement statique lorsque les choix d’ordonnancement sont faits avant
l’exécution de l’application, et ne sont pas remis en causedurant cette exécution. Les techniques
d’ordonnancement statique sont donc efficaces pour des problèmes simples dont tous les paramètres
sont connus à l’avance : l’ensemble des tâches à ordonnancer, leurs caractéristiques ainsi que celles
de plate-forme d’exécution sont connus. Ces techniques ont été développées dans les disciplines de
la recherche opérationnelle et de l’informatique.

Les problèmes d’ordonnancement abordés varient en fonction des applications visées. L’industrie
s’est par exemple beaucoup intéressée à l’ordonnancement de tâches sur plusieurs machines, à tra-
vers les techniques de recherche opérationnelle. En effet, la plupart des produits issus de l’industrie
nécessitent un processus de fabrication complexe qui met en jeu un nombre important de machines.
En réduisant les temps d’attente sur ces dernières, il estpossible d’augmenter la productivité glo-
bale d’une usine. La résolution de ces problèmes d’ordonnancement devient vite très difficile dès
lors que l’on ajoute quelques contraintes. Par exemple, descontraintes de précédence entre les tâches
spécifient qu’une tâche ne peut pas commencer avant qu’uneou plusieurs autres tâches aient terminé.

Dans le monde de l’informatique, les problèmes d’ordonnancement sont également omniprésents.
Encore une fois, les problèmes rencontrés sont de naturestrès variées. L’ordonnancement d’un code
machine composé d’un ensemble d’instructions sur un processeur doit considérer les dépendances
de donnée qui peuvent exister entre les instructions, ainsi que les différentes unités de calcul du
processeur. En général, le but est de minimiser la durée d’exécution totale du code machine. Dans
les systèmes temps-réel, il est souvent question de tâches périodiques contraintes par des dates
d’échéance.

Ordonnancement temps-r éel de t âches p ériodiques

Soientn tâches périodiquesTi, i ∈ { 1, . . . ,n }, de périodes respectivesPi, c’est-à-dire siti est la
date d’activation d’une des occurrence deTi, alors la date d’activation de la prochaine occurrence de
Ti estti + Pi. Supposons de plus que pour touti, la durée d’exécutionCi de la tâcheTi est connue, et
que toute occurrence deTi doit terminer avant l’activation de l’occurrence suivante, c’est-à-dire dans
un laps de temps dePi à partir de son activation. Ainsi, siti est la date d’activation d’une occurrence
deTi , alorsDi = ti +Pi est sa date d’échéance. Il s’agit donc d’un problème temps-réel dur dans lequel
les tâches ne doivent pas dépasser leurs échéances. Bien entendu, pour touti nous avonsCi ≤Pi sinon,
le problème n’a pas de solution.

Dans l’analyseRate Monotonic(RM) [33], on assigne des priorités fixes aux tâches. La priorité
d’une tâche est d’autant plus forte que sa période d’activation est petite. On apprend également dans
cette même analyse que la condition sur l’utilisation maximale du processeur :

∑
1≤i≤n

Ci

Pi
≤ n(2

1
n −1), (1.1)

est une condition nécessaire pour que le système soit ordonnançable, c’est-à-dire que les tâches res-
pectent leurs échéances. La quantitén(2

1
n − 1) qui borne l’utilisation du processeur dans (1.1) tend
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en décroissant versln 2 ≈ 0.693. Mais cette borne est loin d’être nécessaire. Il a en effet été montré
dans [30] que l’utilisation du processeur peut monter jusqu’à 88% en moyenne, en se basant sur une
analyse stochastique. Bien entendu, il est possible d’appliquer l’analyse RM lorsque les tâches sont
pseudo-périodiques de pseudo périodePi. Dans ce cas, siti est la date d’activation d’une occurrence
d’une tâcheTi, alors la date d’activation de la prochaine occurrence est supérieure ou égale àti +Pi. De
même, si les durées d’exécutionCi ne sont pas les durées d’exécution exactes des tâches mais seule-
ment des durées d’exécution pire-cas, l’analyse reste vraie. Cependant, la plupart des calculs de durée
d’exécution pire-cas ne fournissent en général que des bornes fortement sur-estimées [48, 49, 15]. De
plus, il est très peu probable, voire impossible, que toutes les durées d’exécution de toutes les tâches
atteignent leur pire-cas en même temps. Dans ce cas, l’analyse RM, qui est statique, conduit à une
forte sur-estimation de puissance de la plate-forme nécessaire à exécution de l’ensemble de tâches. Il
s’agit du prix à payer pour garantir le respect des échéances.

Dans l’analyseEarliest Deadline First(EDF), ce ne sont plus des priorités fixes qui sont assignées
aux tâches mais des priorités dynamiques : à tout instant, la priorité maximale est attribuée à la tâche
dont la date d’échéance est la plus petite. Une telle politique nécessite donc l’usage d’un mécanisme
de préemption du processeur, supposé instantané dans cette analyse. Dans ce cas, [33] montre que
l’analyse EDF est optimale et que l’ensemble des tâches estordonnançable si et seulement si :

∑
1≤i≤n

Ci

Pi
≤ 1. (1.2)

Ainsi, la politique d’ordonnancement EDF permet une utilisation maximale du processeur lorsque les
durées d’exécution sont connues. Cependant, elle appelle la même remarque que la politique RM :
si les durées d’exécution ne sont pas connues, et que seules des durées d’exécution pire-cas sont
fournies, l’utilisation du processeur pourra être très inférieure à celle qui est calculée de manière
théorique à partir des durées d’exécution pire-cas, c’est-à-dire le membre gauche de (1.2).

1.2.2 Techniques d’ordonnancement avec contr ôle d’un param ètre

Dans le paragraphe précédent, nous avons exposé quelques techniques d’ordonnancement temps-
réel classiques. Ces techniques permettent de choisir un ordonnancement, c’est-à-dire un ordre
d’exécution, adapté afin de satisfaire les contraintes initiales (échéances, précédence, etc. . .), ou en-
core optimiser certains paramètres (consommation mémoire, etc. . .). Ainsi, les seuls paramètres sur
lesquels il était possible d’agir concernaient uniquement l’ordre d’exécution. Les techniques d’ordon-
nancement que nous allons voir ici agissent non seulement sur l’ordre d’exécution des tâches mais
aussi sur d’autres paramètres tels que la fréquence du processeur ou encore le niveau de précision des
calculs.

Les politiques d’ordonnancement de tâches périodiques RM et EDF (voir paragraphe précédent)
ont connu différentes extensions en fonction de paramètres supplémentaires dans le système. Par
exemple [41] propose, entre autres, un algorithme d’ordonnancement statique basé sur la politique
RM et EDF dans le cadre de l’optimisation de la consommation ´electrique. L’approche repose sur le
fait qu’en cas de sous charge du processeur, il est possible de réduire sa fréquence et sa tension, ce
qui réduit sa consommation électrique. Ainsi, la fréquence du processeur est réduite tant que la borne
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d’utilisation du processeur de l’analyse RM ou EDF (voir équations 1.1 et 1.2) n’est pas atteinte. Une
telle approche permet de calculer la fréquence pour laquelle l’analyse RM ou EDF garantit le respect
des échéances. Soitf1 < .. . < fm un ensemble ordonné de fréquences possibles pour le processeur
cible. Reprenons le modèle de tâches périodiques présenté dans le paragraphe précédent. [41] fait
l’hypothèse que les durées d’exécution sont proportionnelles à la fréquence du processeur, c’est-à-
dire que la durée d’exécution de la tâcheTi à la fréquencef j est donnée parCi · f j/ fm. Dans ce cas, la
fréquencef j choisie est simplement donnée par :

max{
Ci

Pi
≤

f j

fm
·α | 1≤ j ≤ m}, (1.3)

oùα est la borne d’utilisation du processeur, c’est-à-diren(2
1
n −1) pour l’analyse RM et 1 pour l’ana-

lyse EDF. Bien entendu, une telle approche n’atteindra pas des performances satisfaisantes lorsque
les durées d’exécution ne peuvent pas être connues et queles valeursCi sont des durées d’exécution
pire-cas. C’est pourquoi [41] propose aussi deux algorithmes de contrôle dynamique de la fréquence,
dont il est question dans la suite de cet état de l’art.

1.2.3 Techniques d’ordonnancement dynamique sous incerti tude

Nous l’avons vu, les techniques d’ordonnancement statiquesont intéressantes lorsque les pa-
ramètres des tâches sont connus à l’avance. Dans le cas contraire, les techniques statiques ne sont
pas performantes dans la mesure où elles ne sont pas capables de remettre en cause les choix initiaux
afin de les adapter en fonction de ce qui se produit réellement dans le système. Les approches dyna-
miques ou adaptatives permettent de faire face à différentes formes d’incertitude : durées d’exécution
ou périodes d’activation inconnues, voire même ensemblede tâches, et en particulier nombre de
tâches, inconnu. Il est souvent possible de caractériserles valeurs incertaines d’un modèle par un
encadrement — incertitude bornée — ou encore par un modèlestochastique [10]. Ces informations
permettent à l’ordonnanceur de réaliser des prévisionssur l’avenir, augmentant ainsi la pertinence de
ses décisions.

Slack Scheduling

Les techniques deslack schedulinǵetendent les politiques d’ordonnancement statique en se basant
sur le constat suivant. Puisque les durées d’exécution pire-cas sont souvent sur-estimées par rapport
aux durées d’exécution réelles, une partie du budget de temps pré-alloué statiquement est disponible
dynamiquement au moment où la tâche termine. Leslack schedulingse fait donc en deux temps : tout
d’abord, il convient d’évaluer le budget de temps libéré— slack time— par les tâches qui ont terminé
avant leur échéance, et ensuite il faut utiliser ce budgetde temps. [31] considère le même modèle de
tâches que celui de Liu et Layland [33], augmenté d’un ensemble de tâches apériodiques considérées
comme étant temps-réel molles. La politique d’ordonnancement RM de Liu et Layland est modifiée
de façon à calculer le budget de temps qui peut être allou´e aux tâches apériodiques sans remettre
en cause le respect des échéances des tâches périodiques. [31] explique également comment prendre
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en compte dynamiquement le budget de temps qui est pré-alloué statiquement par la politique d’or-
donnancement RM, et qui est rendue disponible lorsque les tˆaches périodiques terminent avant leur
échéance. L’algorithme proposé permet de minimiser le temps de réponse des tâches apériodiques.
[20] propose différentes extensions comme le partage de ressources (autres que le processeur) entre
les tâches ou encore des échéances arbitrairesDi > Pi : si la date d’activation d’une occurrence d’une
tâche périodiqueTi estti , alors son échéance est donnée parti + Di . Dans [32], Thuel et Lehoczky
considèrent un problème d’ordonnancement à prioritésfixes d’un ensemble de tâches périodiques et
apériodiques, toutes contraintes par des échéances strictes. L’idée est de n’accepter que les tâches
apériodiques dont on a l’assurance qu’elles respecterontleur échéance, les autres étant rejetées par
l’ordonnanceur. Le critère d’admission est basé sur un algorithme deslack schedulingqui permet de
prendre en compte les durées d’exécution réelles des tâches.

Gain Time

Alors que leslack schedulingraffine uniquement la durée d’exécution des tâches qui ont déjà été
exécutées, en remplaçant les prévisions — durées d’exécution pire-cas — par les durées d’exécution
réelles, les techniques degain times’intéressent à la durée d’exécution du code qui reste `a exécuter.
Le but est de raffiner la durée d’exécution pire-cas d’une tâche en fonction de la connaissance de ses
données d’entrée ainsi que de son état courant. A partir de la durée d’exécution pire-cas du code qui
reste à exécuter et de la durée d’exécution réelle du code qui a déjà été exécuté, les choix d’ordonnan-
cement peuvent être anticipés [24]. Pour que l’analyse degain timesoit possible, il est nécessaire de
travailler à un niveau de granularité plus fin que celui de la tâche système, c’est-à-dire en s’immisçant
directement dans le code applicatif de la tâche. Pour ce faire, la durée d’exécution pire-cas de la tâche
est ré-évaluée au cours de son exécution, sur des pointsde programme particuliers appelésgain points.
Le choix de cesgain pointsconditionne en grande partie l’efficacité dugain timedans la mesure où
ralentir le système par une sur-instrumentation ne feraitque diminuer la qualité de service. L’objectif
est donc de choisir des points du programme pertinents quantà la mise à jour de la durée d’exécution
pire-cas.

if (a > 10)
f 1(a) ; // 1000 unit és de temps

else
f 2(a) ; // 10 unit és de temps

FIG . 1.2:Exemple de morceau de code.

Considérons par exemple le bloc de code de la figure 1.2. Si les durées d’exécution pire-cas des
fonctionsf 1 et f 2 sont très différentes, par exemple 1000 unités de temps pour f 1 et seulement 10
pour f 2, il est intéressant d’insérer ungain point immédiatement après l’évaluation de la condition
a > 10 , afin d’informer l’ordonnanceur s’il reste au pire-cas 1000unités de temps ou seulement 10
avant que le bloc de code termine. Plus généralement, il est intéressant d’insérer ungain timeà chaque
fois qu’une partie non négligeable d’incertitude sur la durée d’exécution pire-cas peut être levée [11].
Une autre optimisation concerne l’ordre d’exécution du code. En effet, ordonnancer en premier les



1.2. ETAT DE L’ART 17

parties du code les plus incertaines, lorsque cela est possible, assure que les durées d’exécution pire-
cas soient les plus précises possibles le plus tôt possible [22].

Contr ôle dynamique de la fr équence d’horloge du processeur

Lorsque les durées d’exécution des tâches sont incertaines, la possibilité de contrôler d’autres
paramètres que l’ordre d’exécution devient particulièrement intéressant pour donner une plus grande
flexibilité au système en augmentant sa capacité d’adaptation. [41] propose par exemple d’adapter
dynamiquement la fréquence d’horloge du processeur, sur la base d’un modèle de tâches périodiques
et d’un ordonnancement de type RM ou EDF. Deux algorithmes sont proposés. Dans le premier appelé
Cycle-conserving, la fréquence d’horloge initiale est issue d’un calcul statique, dans lequel les durées
d’exécution sont supposées au pire-cas. Cette fréquence correspond donc à celle qui est calculée
avec l’algorithme statique présenté également dans [41] (voir section 1.2.2). Durant l’exécution, si
l’occurrence d’une tâcheTi termine en avance par rapport à sa durée d’exécution pire-casCi, la valeur
Ci est remplacée par la durée d’exécution réelleC∗

i dans le calcul de la fréquence basé sur l’analyse
EDF, c’est-à-dire dans les équation 1.3. Ainsi, le budgetdu processeur qui a été économisé par la
terminaison deTi avant sa durée d’exécution pire-cas est intégré dynamiquement dans le calcul de la
fréquence courante. Cependant, il se peut que la durée d’exécution de la prochaine occurrence deTi

soit égale au pire-casCi. Ainsi, à l’instant de la prochaine activation deTi , la valeurCi est restituée
dans l’équation 1.3, à la place deC∗

i . Le principe est donc très proche de duslack scheduling, à
la différence près que le budget de temps économisé par les tâches qui terminent avant leur durée
d’exécution pire-cas est utilisé pour baisser la fréquence du processeur et non ordonnancer des tâches
non critiques.

Dans le second algorithme de contrôle dynamique de fréquence appeléLook-ahead, [41] va en-
core plus loin en proposant une heuristique très intéressante. Cette dernière part du principe que les
tâches terminent presque toujours bien avant leur durée d’exécution pire-cas. La fréquence initiale
est calculée de telle sorte qu’il soit toujours possible derespecter les échéances, en l’augmentant
si besoin est par la suite. Cette idée est également à la base du calcul dynamique de la fréquence
d’horloge. A la différence de l’algorithmeCycle-conserving, la fréquence initiale ne peut pas être
maintenue si les durées d’exécutions réelles sont toutes égales aux durées d’exécution pire-cas. En
effet, dans ce cas, l’ordonnanceur sera forcé d’augmenterla fréquence d’horloge dans la mesure où il
démarre avec une fréquence volontairement basse. L’ordonnanceurLook-aheadanticipe ainsi le fait
que les durées d’exécution réelles sont presque toujours inférieures aux durées d’exécution pire-cas.
Le système reste néanmoins sûr, c’est-à-dire que les échéances sont toujours respectées, puisque l’or-
donnanceur a toujours la possibilité d’augmenter la fréquence si les durées d’exécution réelles sont
trop élevées. En pratique, l’ordonnanceurLook-aheadse montre plus performant que l’ordonnanceur
Cycle-conserving, par une réduction plus agressive de la fréquence d’horloge.

Imprecise computation

Les approches dites d’imprecise compuation[36, 34, 35] étendent les techniques d’ordonnance-
ment temps-réel dur de type RMA ou EDF [33]. Même dans un système de type temps-réel dur, il
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est possible que certains calculs effectués par certainestâches puissent être dégradés sans remettre
en cause le bon fonctionnement du système. Pour ce faire, ladurée d’exécution de chaque tâche
périodiqueTi est décomposée en deux parties : la première donne la dur´ee d’exécution minimale
Cm

i de Ti pour obtenir un résultat acceptable. Le système est considéré comme ordonnançable si
les tâches respectent leur échéance, et si la durée d’exécution de chaque tâcheTi est supérieure ou
égale àCm

i . Lorsque la durée d’exécution d’une instance d’une tâche périodique est inférieure à sa
durée d’exécution maximaleCi ≥Cm

i , le résultat produit parTi est considéré comme imprécis. Cette
imprécision est mesurée parε, qui est une fonction décroissante de la durée d’exécution deTi, nulle en
Ci . Deux types de tâches sont proposées dans [17] : pour les tˆaches de type N, seule l’erreur moyenne
est pertinente ; pour les tâches de type C, l’erreur produite par les différentes instance d’une tâche est
accumulée.

Temps-r éel souple

Lorsqu’il existe une part d’incertitude sur les durées d’exécution dans le système, les analyses
de type pire-cas des approches temps-réel critique conduisent à de mauvaises performances quant à
l’utilisation du processeur. Pour cette raison, de nombreux travaux de type temps-réel souple ont été
menés pour traiter les problèmes d’ordonnancement sous incertitude.

Dans [37], Stankovic et al. partent de l’hypothèse que les tâches du système sont paramétrées par
un niveau de qualité entier (QoS level). Certaines applications — multimédia [13, 38], 3D [29], WEB,
télécommunication — supportent une réduction progressive de la précision de leurs calculs (graceful
degradation). Cette dernière s’accompagne d’une réduction de la consommation en ressources de cal-
cul et/ou de mémoire. Il est important de noter que la fonctionnalité de l’application n’est pas affectée
par cette dégradation, seule la qualité de service diminue. Les niveaux de qualité du modèle proposé
dans [37] correspondent donc à différentes qualités de service possibles. Ils peuvent aussi contrôler
l’admission d’une tâche : dans ce cas le niveau de qualité minimal correspond à la non-admission de
la tâche. L’approche de Stankovic et al. constitue un cadretrès général de conception des systèmes
temps-réel souples, basée sur un ordonnanceur et un gestionnaire de qualité qui visent à optimiser
les performances globales du système. Cette optimisationest faite par le biais de l’observation de pa-
ramètres globaux comme le nombre d’échéances ratées. Le gestionnaire de qualité de service proposé
détermine le niveau de qualité des tâches à l’aide de techniques de contrôles classique comme les
contrôleurs PID [21].

Dans [50], Wüst et al. s’intéressent au contrôle de la qualité de service d’un décodeur vidéo.
Ils partent du principe que les applications multimédia comme le décodage vidéo ont des durées
d’exécution très variables, fortement dépendantes desdonnées d’entrée. Pour restituer correctement
une séquence vidéo, les images qui la constituent (ouframes) doivent être affichées à des dates
précises. Par exemple, pour une vidéo encodée à 25 images par seconde, une image doit être produite
toutes les 40 ms. Dans les situations de surcharge du processeur, le décodeur ne peut plus satisfaire les
contraintes temps-réel. La pratique courante est d’utiliser un tampon mémoire en entrée du processus
de décodage pour absorber les surcharges temporaires du processeur. Lorsque le tampon est plein,
certaines images ne sont pas décodées (frame skip[28]) afin de continuer à satisfaire les contraintes
de temps, au détriment de qualité de la vidéo. [50] propose de réduire progressivement la qualité des
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algorithmes de décodage afin d’éviter que le taux deframe skipsne devienne trop élevé lorsque le
processeur est surchargé. Le décodeur comporte quatre niveaux de qualité, et [50] présente plusieurs
algorithmes de contrôle de ces niveaux de qualité basés sur une modélisation en terme de chaı̂nes de
Markov et des techniques d’apprentissage. Dans [40], Steffens et al. montrent comment intégrer cette
technique au sein d’un système complet composé de plusieurs tâches.

1.3 Notre approche

Nous considérons que les approches temps-réel souple ne sont pas toujours suffisantes, même
dans le contexte des applications multimédia [26, 14]. En effet, pour certaines applications, rater une
échéance peut conduire à une dégradation drastique de la qualité de service. C’est le cas par exemple
des applications de décodage vidéo. En effet, lorsqu’uneimage n’est pas décodée, non seulement la
fluidité d’image est affectée, mais la qualité du reste dela séquence est également dégradée du fait
de l’utilisation d’un encodage différentiel. Nous proposons ici une approche innovante dans laquelle
un contrôleur est embarqué directement dans l’application. Celui-ci assure conjointement le respect
des propriétés de type temps-réel critique (respect deséchéances), et le respect des propriétés de type
temps-réel souple (optimisation de l’utilisation du processeur).

Nous considérons que l’application effectue des traitements cycliques sur un flux de données
d’entrée. L’enchaı̂nement des traitements, appelés actions, est décrit par un graphe de précédence
dont il est possible d’extraire tous les ordonnancements possibles. Les actions sont implémentées par
des fonctions écrites en langage C, et sont paramétrées par un niveau de qualité qui conditionne le
degré de précision des calculs ainsi que les durées d’ex´ecutions. Nous considérons une plate-forme
monoprocesseur sur laquelle l’application est seule à s’exécuter (plate-forme nue). Nous supposons
de plus qu’il est possible d’extraire les durées d’exécution moyennes et pire-cas des actions, pour
tous les niveaux de qualité, grâce à des analyses statique et/ou par l’observation de traces d’exécution
réelles (techniques deprofiling). Cette plate-forme doit aussi fournir une horloge temps-réel précise
et accessible sans sur-coût, comme par exemple un compteurde cycle comme il en existe sur nom-
breux processeurs dans le domaine de l’embarqué temps-réel. Les contraintes temps-réel sont données
par des échéances sur les actions. Elles donnent une bornesupérieure de la différence entre date de
démarrage d’un cycle de calcul et la la date de terminaison des actions, c’est-à-dire la date de produc-
tion des sorties de l’application. Un outil permet de générer automatiquement l’application contrôlée
à partir du graphe de précédenceG, des durées d’exécutions moyennesCav et pire-casCwc et des
échéancesD (voir figure 1.3). Le contrôleur est paramétré par une politique de contrôle dont le but
est d’assurer les exigences de qualité de service. Nous considérons trois types de propriétés.

Sûreté. Il s’agit du respect des contraintes temps-réel, c’est-à-dire des échéances.

Optimalit é. Le critère d’optimalité sera l’utilisation du budget de temps alloué à l’application par
les échéances. En maximisant cette utilisation, nous permettons à l’application d’activer les
niveaux de qualité les plus élevés possibles.

Régularité. Nous considérons que la qualité de service finale dépend aussi de la régularité des ni-
veaux de qualité choisis. Il s’agit d’une propriété essentielle pour les applications multimédia,
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outil

Code C
du contr ôleur

Contr ôl ée

Compilateur

Application

Mod̀ele de l’application

de fonctions C
Biblioth èque

Graphe de pr éc édence
GCav,Cwc,D

Temporisation

FIG . 1.3:Génération de l’application contrôlée.
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et plus particulièrement les applications vidéo. En effet, il a été montré que la qualité finale
d’une séquence vidéo, c’est-à-dire celle qui est perçue par l’utilisateur, dépend non seulement
de la qualité individuelle de chaque image (ouframe) qui compose cette séquence, mais aussi
et surtout de sa fluctuation et de son niveau minimal [45, 47].

Dans ce document, nous allons voir qu’en agissant directement à grain fin dans l’application, nous
sommes capables de contrôler efficacement l’ordre d’exécution des actions et leur niveau de qualité,
de sorte que leur dates de terminaison soient très proches de leur échéance. Ainsi, nous assurons
non seulement le respect des échéances, mais aussi une utilisation presque totale de la puissance de
la plate-forme d’exécution. Cette propriété, combinée à la régularité des niveaux de qualité, garantit
une maximisation de la qualité de service. Ce travail contribue donc à réduire le fossé qui sépare le
monde du temps-réel critique de celui du temps-réel souple. Si certains efforts ont déjà été menés dans
ce sens, au sein travaux effectués essentiellement dans les années 90 et 2000, aucun n’était jusque
là parvenu à réunir autant de caractéristiques issues des deux approches : respect des échéances,
utilisation élevée du processeur, régularité des niveaux de qualité grâce à l’utilisation des durées
d’exécution moyennes. Nous pensons que notre approche peut servir de base à une méthodologie
globale développement de composants à la fois flexibles (adaptatifs) et robustes, nécessaires pour la
conception des systèmes embarqués de demain.

Plan de ce document

Ce manuscrit est organisé de la façon suivante. Tout d’abord, nous feront une présentation
incrémentale du problème de contrôle auquel nous nous intéressons ici dans le chapitre 2. Ensuite,
nous proposerons une solution basée sur un algorithme de contrôle générique. Nous donnerons plu-
sieurs instanciations de ce contrôleur, correspondant àdifférentes politiques de contrôle dont nous
donnerons les propriétés dans le chapitre 3. Le chapitre 4sera consacré à l’étude des algorithmes
qui permettent d’implémenter efficacement le contrôleuret les politiques de contrôles proposées. Le
chapitre 5 concernera les résultats expérimentaux obtenus dans le cas d’une application d’encodage
vidéo. Nous montrerons que les expériences sont en accordavec les résultats théoriques du chapitre 3,
et qu’ils confirment l’intérêt de la méthode. Pour finir, la conclusion fera un bilan de ce travail et en
présentera les perspectives.
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Notations et définitions de base

Opérateurs logiques

On appele prédicat sur un ensembleA tout fonction f de la forme f : A →
{ vrai, f aux }. Dans la suite, nous utiliserons les opérations suivantessur les prédicats :

p1∧ p2 conjonction des prédicatsp1 et p2 (“et”)
p1∨ p2 disjonction des prédicatsp1 et p2 (“ou”)
p1 ⇒ p2 implication du prédicatp2 par le prédicatp2

p1 ⇔ p2 équivalance entre les prédicatsp1 et p2

6= p négation du prédicatp.

Ensembles

N ensemble des entiers positifs ou nuls
Z ensemble des entiers relatifs
R+ ensemble des réels positifs ou nuls
R ensemble des réels
|A| cardinal de l’ensembleA, c’est-à-dire :

+∞ si A n’est pas fini
0 si A = /0
n si A est un ensemble fini de la formeA = { a1, . . . ,an }

A1×A2 produit cartésien de l’ensembleA1 par l’ensembleA2, c’est-à-dire :
A1×A2 = { (a1,a2) | a1 ∈ A1 ∧a2 ∈ A2 }

An produit cartésienA×A× . . .×A
︸ ︷︷ ︸

n fois
A\B soustraction ensembliste :A\B = { a∈ A | a /∈ B }.

23
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Séquences

Soit A un ensemble fini. Une séquence finieα d’éléments deA est unn-upletα ∈ An d’éléments
de A, où n désigne lalongueurde α, notée|α|. Nous notonsε la séquence de longueur nulle. Une
sequenceα de longueur non nulle sera notéeα = α(1)α(2) . . . α(|α|). Elle vérifie pour touti α(i) ∈A.
Nous définissons alors les notations suivantes, oùα désigne une séquence de longueur non nulle :

A∗ désigne l’ensemble des séquences finies d’élément deA, c’est-à-dire :
A = { ε }∪

S

n>0An

{α}n la séquence de longueurn|α| définie par{α}n = αα . . .α
︸ ︷︷ ︸

n fois
α[i, j] la sous-séquenceα[i, j] = α(i) . . .α( j) de longueurj − i +1
iα le préfixe de longueuri deα, c’est-à-direiα = α[1, i] (iε = ε)
αi le suffixe de longueur|α|− i +1, c’est-à-direαi = α[i, |α|] (εi = ε)
ens(α) l’ensemble des éléments deα, c’est-à-direens(α) = { α(1), . . . ,α(|α|) }

par convention, nous définissonsens(ε) = /0.

Fonctions partielles

Soit f : A → B une fonction quelconque. Nous dirons quef est une fonctionpartielle si elle
n’est pas définie surA tout entier, ettotale dans le cas contraire. Nous introduisons les notations
suivantes, dans lesquellesf est une fonction du typef : A→ B, a,a1,a2, . . . ,an sont des éléments de
A, b,b1,b2, . . . ,bn sont des éléments deB, etα une séquence d’éléments deA :

f (a) = ⊥ signifie quef n’est pas définie ena∈ A
dom( f ) domaine de définition def , c’est-à-diredom( f ) = { a | f (a) 6= ⊥ }
f [a1 → b1, . . . ,an → bn] extension de la fonctionf en une fonction dans laquelle l’image

deai ∈ A estbi ∈ B, c’est-à-dire :

f [a1 → b1, . . . ,an → bn](a′) =

{
bi si a′ = ai

f (a′) sinon
[a1 → b1, . . . ,an → bn] = ⊥[a1 → b1, . . . ,an → bn]
f [α → b] extension de la fonctionf en une fonction dans laquelle les

éléments de la séquenceα, c’est-à-dire :
f [α → b] = f [α(1) → b, . . . ,α(|α|) → b].

Relations binaires

Soit A un ensemble quelconque. Nous appelonsrelation binaire surA tout sous-ensembleℜ de
A×A. Soit ℜ une relation binaire sur l’ensembleA. Nous noteronsaℜb pour(a,b) ∈ ℜ. La relation
ℜ est dite :
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réflexive si pour touta∈ A, nous avonsaℜa
irr éflexive si pour touta∈ A, nous n’avons pasaℜa
syḿetrique si pour tout(a,b) ∈ A2, nous avonsaℜb ⇒ b ℜa
antisyḿetrique si pour tout(a,b) ∈ A2, nous avons(aℜb ∧bℜa) ⇒ a = b
transitive si pour tout(a,b,c) ∈ A3, nous avons(aℜb ∧ bℜc) ⇒ aℜc.

Nous utiliserons la terminologie suivante :
relation d’équivalance relation réflexive, symétrique, et transitive
ordre partiel strict relation irréflexive, antisymétrique et transitive.

Graphes de pr écédence

Un graphe de précédence est un coupleG= (A,≺) oùA est un ensemble fini et≺ un ordre partiel
strict surA. Pour plus de détails sur les graphes de précédence, se r´eférer à la section 2.1.1. Nous
donnons ici les notations relatives aux graphes de précédence :

G/B désigne le graphe restreint au sous-ensembleB⊆ A, c’est-à-dire :
G/B = (B,≺ ∩(B×B))

G1G2 désigne la concaténation deG1 = (A1,≺1) avecG2 = (A2,≺2), c’est-à-dire
G1G2 = (A1∪A2,≺1 ∪ ≺2 ∪A1×A2)

predG(a) désigne les prédécesseurs immédiats dea, c’est-à-dire :
predG(a) = { b∈ A | (b≺ a) ∧ (∄c∈ A . b≺ c∧c≺ a) }

succG(a) désigne les successeurs immédiats dea, c’est-à-dire :
succG(a) = { b∈ A | (a≺ b) ∧ (∄c∈ A . a≺ c∧c≺ b) }.
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CHAPITRE 2

Contrôle de qualité

C
E premier chapitre concerne la définition du problème de contrôle que nous cherchons
à résoudre dans ce travail de thèse. Une solution et une implémentation efficace seront
proposées dans les chapitres suivants. La présentation du problème est faite de manière
incrémentale. Nous considérons une machine monoprocesseur tout au long de ce docu-

ment.
Nous exposons tout d’abord un problème simple et connu. Il s’agit de l’ordonnancement d’un

ensemble de tâches, ouactionsdans notre terminologie, dont les durées d’exécution sont connues, et
dont l’exécution est contrainte par un graphe de précédence et des dates d’échéances absolues.

Nous considérons une première extension du problème, dans laquelle les actions sont paramétrées
par unniveau de qualit́e, qui est un paramètre entier ayant un ensemble fini de valeurs possibles.
Dans ce problème d’ordonnancement, les durées d’exécution sont toujours connues, mais dépendent
du paramètre de qualité : les durées d’exécution sont des fonctions croissantes du niveau de qualité.
A partir de ce modèle, le problème d’ordonnancement est dedéterminer un ordre d’exécution et une
affectation de qualité tels que les actions respectent lescontraintes de précédence et les échéances, et
tels que la qualité globale soit maximale, dans un sens qui sera précisé.

Le problème précédent est une nouvelle fois étendu. Dans cette dernière extension, les durées
d’exécution sont inconnues, et sont appelées durées d’exécutionréelles. Ces dernières sont cependant
bornées par des durées d’exécution pire-cas qui, elle, sont connues. Nous considérons également
qu’il est possible de connaı̂tre la durée d’exécution réelle d’une action une fois que son exécution est
terminée. Ainsi, le dernier problème d’ordonnancement est un problème de contrôle dynamique.

27
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2.1 Ordonnancement pour des dur ées d’ex écution connues

Nous présentons ici un problème d’ordonnancement sur unemachine monoprocesseur. Il s’agit
d’ordonnancer un ensemble finiA de tâches (ouactions), dont les durées d’exécution sont connues
et données par la fonctionC : A → R+. L’ordre d’exécution des actions est contraint par un graphe
de précédenceG, et des dates d’échéance absolues données par la fonction D : A → R+ ∪{ +∞ }.
Résoudre le problème revient à trouver un ordre d’exécution qui respecte les contraintes de
précédence et tel que pour toute actiona sa date de terminaison soit inférieure à son échéanceD(a).

2.1.1 Notion de graphe de pr écédence

Un graphe de précédence est utilisé pour modéliser les dépendances de donnée qui peuvent exister
dans l’application. Le graphe de précédence est un ordre partiel sur l’ensemble d’actions.

DÉFINITION 2.1 Soit A un ensemble fini. Ungraphe de pŕećedenceG est un couple G= (A,≺), où
≺⊆ A×A est un ordre partiel strict sur A. Nous dirons que a∈ A dépendde b∈ A dans G si b≺ a.
Nous dirons que a et b sontindépendantessi a ne d́epend pas de b et b ne dépend pas de a.

b

ed

f g

cgrapheG

a

FIG . 2.1:Exemple de graphe de précédence.

DÉFINITION 2.2 Nous introduisons̀a présent quelques définitions et notations utiles concernant les
graphes de pŕećedence :

G/B désigne le grapherestreint, ou restriction de G, au sous-ensemble B⊆ A,
c’est-̀a-dire G/B = (B,≺ ∩(B×B))

G1G2 désigne laconcat́enation de G1 = (A1,≺1) avec G2 = (A2,≺2), c’est-̀a-dire :
G1G2 = (A1∪A2,≺1 ∪ ≺2 ∪A1×A2)

predG(a) désigne lesprédécesseurs imḿediatsde a dans G, c’est-à-dire :
predG(a) = { b∈ A | (b≺ a) ∧ (∄c∈ A . b≺ c∧c≺ a) }

succG(a) désigne lessuccesseurs imḿediatsde a dans G, c’est-à-dire :
succG(a) = { b∈ A | (a≺ b) ∧ (∄c∈ A . a≺ c∧c≺ b) }.
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Par soucis de concision dans la représentation graphique d’un graphe de précédenceG = (A,≺),
nous ne tracerons que les arcsa ; b, où désigne; la relationpréd́ecesseur-successeur immédiat,
définie par :

a ; b ⇔ a∈ predG(b).

La relation; ne conserve que les arcs de précédence immédiats entre les actions. Il est possible de
reconstruire l’ordre partiel≺ à partir de; en calculant la fermeture transitive de; :

a≺ b ⇔ ∃(a1, . . . ,an) . (a1 = a ∧ an = b ∧ ∀i ∈ { 1, . . . ,n−1 } . ai ; ai+1).

EXEMPLE 2.1 Un exemple de graphe de préćedence est donné par le graphe G de la figure 2.1. Ce
graphe G= (A,≺) est tel que A= { a,b,c,d,e, f ,g}. La repŕesentation graphique décrit la relation
préd́ecesseur-successeur immédiats; assocíeeà ≺. Celle-ci est donńee par :

;= { (a,b),(b,e),(b,d),(c,e), (d, f ),(e,g) }.

Ainsi, la relation≺, qui est la fermeture transitive de;, est donńee par :

≺= { (a,b),(a,d),(a,e),(a, f ),(a,g),

(b,e),(b,d),(b, f ),(b,g),

(c,e),(c,g),

(d, f ),(e,g) }.

2.1.2 Définition du probl ème

Nous allons définir le problème de l’ordonnancement avec attributs constants. Nous commençons
par quelques définitions à propos du modèle — appelésyst̀eme simple— considéré pour ce problème.
Un syst̀eme simpleest un ensemble fini d’actions contraintes par un graphe de précédence, et dont les
durées d’exécution et les échéances sont des constantes connues.

DÉFINITION 2.3 Nous appelonssyst̀eme simpleun triplet (G,C,D) tel que :

1. G= (A,≺) est un graphe de préćedence sur l’ensemble d’actionsA.

2. C : A→ R+ est une fonction dedurée d’exécution.

3. D : A→ R+∪{ +∞ } est une fonction d’échéance.

DÉFINITION 2.4 Soit A un ensemble fini d’actions. Nous appelonsséquence d’actions toute
séquence finie de la formeα = α(1)α(2) . . . α(n) telle que pour tout i∈ { 1, . . . ,n }, α(i) est un
élément de A. Nous appelons n lalongueur deα. Nous notonsε la séquence d’actions vide, de lon-
gueur nulle par d́efinition. Pour finir, nous notonsens(α) l’ensemble des actions qui composent la
séquenceα, c’est-̀a-dire ens(α(1) . . .α(n)) = { α(1), . . . ,α(n) } et ens(ε) = /0.
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b

ed

f g

cgrapheG

a action x C(x) D(x)

a 1 1
b 2 +∞
c 1 +∞
d 2 9
e 1 +∞
f 3 +∞
g 2 8

FIG . 2.2:Exemple de système simple.

Une séquence d’actions fixe un ordre d’exécution particulier pour une partie des actions du
modèle. Dans la définition qui suit, nous introduisons lesopérations nécessaires à la manipulation
des séquences.

DÉFINITION 2.5 Soit A un ensemble fini d’actions etα = α(1) . . .α(n) une śequence d’actions de
longueur n. Soit i et j deux indices tels que1≤ i < j ≤ n. Dans la suite, lasous-śequencedeα not́ee
α[i, j] est d́efinie parα[i, j] = α(i)α(i + 1) . . . α( j). Par convention, nous avonsε[i, j] = ε pour tout
indices i et j.

Nous appelonspréfixedeα de longueur i la śequence d’actionsα[1, i], not́eeiα. Syḿetriquement,
nous appelonssuffixedeα de longueur n− i +1 la séquence d’actionsα[i,n], not́eeαi .

DÉFINITION 2.6 Soit G= (A,≺) un graphe de pŕećedence. Nous appelonstrace de G toute
séquenceα d’éléments de A telle que :

1. seśeléments sont distincts, c’est-à-dire i 6= j ⇒ α(i) 6= α( j) ;

2. pour tout i∈ {1, . . . , |α|}, ens(iα) est ferḿe en arrìere, c’est-̀a-dire que si a∈ ens(iα) et a′ ≺ a,
alors a′ ∈ ens(iα).

Si de plus la traceα est de longueur|A|, alors elle est appeléeordonnancementde G.
Soitα une trace de G etα′ une śequence d’́eléments de A. Nous dirons queα′ est unprolongement

de α dans le graphe G siαα′ est un ordonnancement de G. Nous appellerons grapher ésidueldu
graphe G apr̀es l’ex́ecution de la traceα, le graphe G/(A\ens(α)).

Une trace est un ordre d’exécution d’une partie des actionsd’un graphe de précédenceG, qui
respecte les contraintes de précédence. Un prolongementd’une traceα est une séquence d’actionsα′

qui complèteα de telle sorte que la concaténationαα′ est un ordonnancement. Le graphe résiduel du
graphe d’origineG après l’exécution de la traceα correspond à la restriction du grapheG aux actions
qui restent à exécuter, c’est-à-dire les actionsA\ens(α). Autrement dit, un prolongementα′ de la
traceα dansG est un ordonnancement du graphe résiduel après avoir exécutéα.

EXEMPLE 2.2 Consid́erons l’ensemble d’actions A= { a,b,c,d,e, f ,g }, et le graphe de pŕećedence
G de la figure 2.2. La śequenceα1 = ad f n’est pas une trace de G, car l’ensemble{a,d} n’est pas
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fermé en arrìere (b≺ d). La śequenceα2 = abd f est une trace G, mais n’est pas un ordonnancement,
car |abd f|= 4< |A|= 7. Un ordonnancement est donné, par exemple, par la séquenceα3 = abd f ceg.
Ainsi, la śequenceα4 = ceg prolonge la traceα2 = abd f dans le graphe G.

NOTATIONS 2.1 Afin de simplifier l’expośe qui va suivre, nous introduisons les notations suivantes.
Soit (G,C,D) un syst̀eme simple etα une śequence d’actions quelconque. Dans la suite, nous
désignerons par C(α) la durée d’ex́ecution totale des actions deα, c’est-̀a-dire :

C(α) = ∑
1≤i≤|α|

C(α(i)).

Nous d́esignerons par D(α) l’ éch́eance de la dernière action deα, c’est-̀a-dire :

D(α) = D(α(|α|)).

DÉFINITION 2.7 Soit(G,C,D) un syst̀eme simple etα un ordonnancement de G. Nous dirons qu’un
ordonnancementα estr éalisablesi :

∀k∈ { 1, . . . , |α| } . D(kα) ≥C(kα).

Un ordonnancementα d’un système simple(G = (A,≺),C,D) est réalisable si toutes les actions
de A respectent leur échéance. Nous dirons qu’une actiona ∈ A respecte son échéanceD(a) dans
l’ordonnancementα si la date de terminaison dea est inférieure ou égale à son échéanceD(a). Le
calcul de la date de terminaison dea dans l’ordonnancementα est basé sur une exécution des actions
telle que :

– l’exécution commence à la date 0 ;
– les actions sont exécutées dans l’ordre imposé parα ;
– il n’y a pas de temps mort entre l’exécution de deux actionsconsécutives.

α1 a b c e g d f

a b d f c e gα2

0 1 4 6 8 9 11 122 3 5 7 10

D(g) D(d)D(a)

FIG . 2.3:Diagramme de Gantt des ordonnancementsα1 et α2.

EXEMPLE 2.3 Consid́erons à nouveau l’exemple donné par la figure 2.2. Soitα1 = abcegd f et
α2 = abd f ceg deux śequences d’actions. Il est facile de vérifier queα1 et α2 sont des ordonnan-
cements du graphe G donné par la figure 2.2. La figure 2.3 donne le diagramme de Gantt desdeux
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ordonnancementsα1 etα2. Nous remarquons que l’ordonnancementα2 n’est pas ŕealisable. En effet,
nous avons :

D(abd f ceg) = D(g) = 8 < 12= C(a)+C(b)+C(d)+C( f )+C(c)+C(e)+C(g) = C(abd f ceg).

Au contraire, l’ordonnancementα1 est ŕealisable. V́erifions que toutes leśech́eances deα1 sont res-
pect́ees. Tout d’abord, remarquons que leséch́eances valant+∞ sont forćement respectées. Nous
vérifions donc uniquement leséch́eances inf́erieuresà +∞, c’est-̀a-dire D(a), D(g) et D(d) :

D(a) = 1 ≥ 1 = C(a)

D(abceg) = D(g) = 8 ≥ 7 = C(abceg)

D(abcegd) = D(d) = 9 ≥ 9 = C(abcegd).

PROBL ÈME 2.1 (ordonnancement d’un syst̀eme simple) Soit (G,C,D) un syst̀eme simple. Le
problème est de trouver un ordonnancementα tel que α soit un ordonnancement réalisable de
(G,C,D).

Dans la suite, nous allons voir comment formuler le problème sous forme d’un ensemble de
contraintes linéaires sur des variables entières et réelles. Nous n’utiliserons pas ce formalisme
pour résoudre le problème, mais il constitue un cadre général pour exprimer et résoudre des
problèmes d’optimisation combinatoire, et plus particulièrement des problèmes d’ordonnancement.
Pour résoudre le problème, nous proposons un algorithme dédié, basé sur le calcul de la rétro-
propagation des échéances dans le graphe.

2.1.3 Résolution à l’aide de contraintes lin éaires

La programmation linéaire [18] est une technique très utilisée pour résoudre des problèmes d’op-
timisation linéaire, et plus particulièrement d’optimisation combinatoire dans le cadre de la program-
mation linéaire en nombres entiers. Il s’agit d’un cadre g´enéral de résolution de problèmes d’opti-
misation dans lequel le problème est formulé sous forme d’un programme linéaire, c’est-à-dire un
ensemble de contraintes linéairesC1,. . .,Cm sur un ensemble fini de variablesz1,. . .,zn à valeur dans
R et/ou dansZ (dans ce cas, il s’agit d’un programme linéaire en nombres entiers), et une fonction
linéaireφ : Rn → R appelée fonction objectif. Etant données les contraintes linéairesC1,. . .,Cm et la
fonction objectifφ, le but est de trouver une affectationz∗1,. . .,z∗n des variables conforme à leur domaine
de définition (R+ ouZ), telle que les contraintes soient toutes vraies, et telle queφ(z∗1, . . . ,z

∗
n) soit mi-

nimal parmi les affectations qui respectent le domaine de d´efinition et qui satisfont les contraintes.
Si c’est un problème de maximisation d’une fonction linéaire φ qui nous intéresse, il suffit d’utiliser
pour fonction objectifφ′ = −φ.

La résolution d’un programme linéaire qui ne comporte pasde variables entières peut être faite
en temps polynomial [27]. De plus, des outils très performants comme CPLEX [5] ou XPress-MP [6]
permettent résoudre des programmes linéaires de taille importante. Lorsqu’une partie ou la totalité des
variables sont entières, les techniques de séparation etévaluation (oubranch and bounden anglais)
permettent de trouver la solution par énumération intelligente des valeurs possibles des variables
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entières. Ces techniques sont relativement efficace mêmesi elles ne sont pas en temps polynomial.
Les problèmes d’ordonnancement s’expriment malheureusement avec des variables entières, ce que
nous allons voir dans le cas particulier du problème d’ordonnancement 2.1. Il est donc intéressant de
développer des algorithmes spécifiques aux problèmes d’ordonnancement. Nous verrons par exemple
dans la section 2.1.4 que le problème d’ordonnancement 2.1peut être résolu en temps polynomial.

Contraintes lin éaires propos ées

Soit(G,C,D) un système simple, oùG= (A,≺). Nous allons donner dans la suite un ensemble de
contraintes linéaires dont les solutions correspondent aux ordonnancements réalisables de(G,C,D).
Tout d’abord, nous supposons quen = |A| et A = { a1, . . . ,an }. Sans perdre de généralité, nous
supposerons également dans ce qui suit que les durées d’exécution sont strictement positives, c’est-à-
direC > 0.

Les variables libres des contraintes linéaires présent´ees ci-dessous sont de deux types. Les va-
riablessi , i ∈ {1, . . . ,n} à valeur dansR+ (relation 2.5), représentent les dates de démarrage des
actions. Les variableszi, j , (i, j) ∈ {1, . . . ,n}×{1, . . . ,n}, i 6= j, à valeur dans{0,1}, codent les choix
d’ordonnancement. La variablezi, j vaut 1 si et seulement siai est ordonnancée avanta j . Puisque nous
considérons des ordonnancements sur une machine monoprocesseur, pour touti 6= j nous avons l’une
au l’autre des deux situations suivantes :

– soitzi, j = 1 etzj,i = 0, qui correspond au cas oùai est ordonnancée avanta j ;
– soitzi, j = 0 etzj,i = 1, qui correspond au cas oùa j est ordonnancée avantai .

Dans la suite,M représente un entier suffisamment grand, par exempleM = ∑
1≤i≤n

C(ai).

zi, j +zj,i = 1 ∀(i, j) ∈ {1, . . . ,n}×{1, . . . ,n} . i 6= j (2.1)

zi, j = 1 ∀(i, j) ∈ {1, . . . ,n}×{1, . . . ,n} . ai ≺ a j (2.2)

sj −si −C(ai) ≥ M(zi, j −1) ∀(i, j) ∈ {1, . . . ,n}×{1, . . . ,n} . i 6= j (2.3)

D(ai)−si −C(ai) ≥ 0 ∀i ∈ {1, . . . ,n} (2.4)

si ∈ R+ ∀i ∈ {1, . . . ,n} (2.5)

zi, j ∈ { 0,1 } ∀(i, j) ∈ {1, . . . ,n}×{1, . . . ,n} . i 6= j. (2.6)

L’inéquation (2.1) exprime le fait que nous ordonnançonssur une machine monoprocesseur.
Ainsi, nous avons forcément soitzi, j = 1 etzj,i = 0, soitzi, j = 0 etzj,i = 1.

L’inéquation (2.2) traduit les contraintes liées au graphe de précédence. Ainsi, lorsqueai ≺ a j ,
nous avons forcémentai qui doit être ordonnancée avanta j . Nous imposons dans ce cas la valeur
de zi, j : zi, j = 1. La valeur dezj,i est dans ce cas également imposée du fait de la présence de
l’équation (2.1) :zj,i = 0.

L’inéquation (2.3) traduit l’ordre des actions en contraintes sur les dates de démarrage, c’est-à-
dire traduit les valeurs des variableszi, j en inéquations sur les valeurs des variablessi . Ainsi, lorsque



34 CHAPITRE 2. CONTR̂OLE DE QUALITÉ

zi, j = 1, nous imposons que la date de terminaison de l’actionai , c’est-à-diresi +C(ai), soit inférieure
à la date de démarrage de l’actiona j , c’est-à-diresj .

La relation (2.5) exprime simplement le fait que l’ordonnancement ne peut pas démarrer avant
la date 0. Ainsi, nous imposons aux dates de démarragesi d’être supérieures ou égales à 0.
L’inéquation (2.4) traduit le fait qu’une action doit terminer avant son échéance, c’est-à-direD(ai) ≥
si +C(ai) pour touti.

L’ensemble de contraintes linéaires ainsi obtenu comporte des variables à valeurs entières :
zi, j . Nous allons voir dans le suite comment calculer en temps polynomial des ordonnancements
réalisables.

a

cb

grapheG
action x C(x) D(x)

a 1 5
b 1 5
c 1 5

FIG . 2.4:Exemple de système paramétré.

EXEMPLE 2.4 Consid́erons le syst̀eme simple(G = (A,≺),C,D), compośe de trois actions A=
{a,b,c}, et dont le graphe de préćedence G, la fonction de durée d’ex́ecution C et la fonction
d’éch́eance sont donńees dans la figure 2.4. Nous allons construire l’ensemble descontraintes
linéaires qui correspondent au problème d’ordonnancement de ce système simple (problème 2.1).

za,b +zb,a = 1 (2.7)

za,c +zc,a = 1 (2.8)

zb,c +zc,b = 1 (2.9)

za,b = 1 (2.10)

za,c = 1 (2.11)

sa−sb−C(b) ≥ M(1−zb,a) (2.12)

sb−sa−C(a) ≥ M(1−za,b) (2.13)

sa−sc−C(c) ≥ M(1−zc,a) (2.14)

sc−sa−C(a) ≥ M(1−za,c) (2.15)

sb−sc−C(c) ≥ M(1−zc,b) (2.16)

sc−sb−C(b) ≥ M(1−zb,c) (2.17)

D(a)−sa−C(a) ≥ 0 (2.18)

D(b)−sb−C(b) ≥ 0 (2.19)

D(c)−sc−C(c) ≥ 0 (2.20)
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sa,sb,sc ∈ R+ ∀i ∈ {1, . . . ,n} (2.21)

za,b,zb,a,za,c,zc,a,zb,c,zc,b ∈ { 0,1 }. (2.22)

Correspondance entre le probl ème initial et les contraintes lin éaires

Nous allons voir pourquoi l’ensemble des contraintes linéaires est une expression du problème
d’ordonnancement 2.1. Pour ce faire, nous montrons qu’à partir de toute solution de cet ensemble de
contraintes, nous pouvons construire une solution du problème d’ordonnancement, et réciproquement.

L EMME 2.1 Lorsque la fonction de durée d’ex́ecution C est strictement positive, les dates de
démarrage si des actions d’une solution de l’ensemble des contraintes linéaires sont distinctes.

Preuve :Soitzi, j etsi une affectation des variables vérifiant l’ensemble de contraintes linéaires. Soient
deux indicesi et j distincts. Grâce aux équations (2.1) et (2.6), nous pouvons déduire que nous avons
soit zi, j = 1 etzj,i = 0 , soitzj,i = 1 etzi, j = 0 . L’équation (2.3) appliquée àzi, j si zi, j = 1, ouzj,i si
zj,i = 1 nous donne soitsj − si −C(ai) ≥ 0, soitsi − sj −C(a j ) ≥ 0. PuisqueC > 0, nous obtenons
soit sj > si , soitsi > sj . Nous avons donc dans tous les cassi 6= sj . 2

Soient zi, j et si une affectation des variables vérifiant les contraintes linéaires. Nous al-
lons construire l’ordonnancementα associé, qui sera un ordonnancement réalisable de(G,C,D).
Considérons une séquence d’actionsα dans laquelle les actions sont ordonnées selon les dates de
démarragesi des actions. Le lemme 2.1 démontre l’unicité d’une telle séquence d’actions. Nous pou-
vons définir de façon plus formelle la séquenceα, par la suite récurrente suivante :

α(1) = ai1 tel quesi1 = min1≤ j≤n sj

α(k) = aik tel quesik = minaj /∈ens(k−1α) sj .

L EMME 2.2 L’ordonnancementα ainsi d́efini est tel que pour tout k< k′ nous avons zik,i′k = 1.

Preuve :Soientk et k′ deux indices tels quek < k′. D’après les équations (2.1) et (2.6), nous avons
soit zik,ik′ = 1, soitzik′ ,ik = 1. Si nous avionszik′ ,ik = 1, alors l’équation (2.3) nous donneraitsik > sik′ .
Or d’après la définition des indicesik et i′k, nous savons quesik < si′k

. Nous avons donc forcément
zik,ik′ = 1. 2

Il nous reste alors à vérifier que la séquenceα ainsi définie est bien un ordonnancement réalisable
de (G,C,D). Tout d’abord, montrons queens(kα) est fermé en arrière. Soientk ∈ {1, . . . , |α|} et
α(k) = aik. Soit aik′ = α(k′) telle queaik′ ≺ aik. Nous avons donc, d’après l’équation 2.2,zik′ ,ik = 1.
Avec l’équation 2.3, nous obtenons :

sik −sik′ −C(aik) ≥ 0.

Puisque nous avons supposéC > 0, nous en déduisonssik > sik′ , c’est-à-direk > k′ du fait de la
définition deα. Ceci démontre queα est une trace de(G,C,D). Puisque|α| = n = |A|, nous pouvons
conclure queα est un ordonnancement de(G,C,D).
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Nous allons démontrer pour finir queα est un ordonnancement réalisable de(G,C,D), c’est-
à-dire que les échéances de toutes les actions sont respectées. Soitk ∈ {1, . . . ,n}. Montrons que
D(α(k)) ≥C(kα).

Si k = 1, puisquesi1 ≥ 0 (équation 2.5), et grâce à l’équation 2.4 nous obtenons D(ai1) ≥C(ai1).
Lorsquek > 1, nous utilisons les équations 2.2 afin de démontrer tout d’abord quesik ≥ sik−1 +
C(k−1α). Pour ce faire, écrivons 2.2 pour les couples(i1, i2), (i2, i3), . . .,(ik−1, ik) :

si2 −si1 −C(ai1) ≥ M(1−zi1,i2)

si3 −si2 −C(ai2) ≥ M(1−zi2,i3)

. . .

sik−1 −sik−2 −C(aik−2) ≥ M(1−zik−2,ik−1)

sik −sik−1 −C(aik−1) ≥ M(1−zik−1,ik).

A l’aide du lemme 2.2, nous savons que le second membre des in´egalités précédentes est nul. En
sommant ces inégalités, nous obtenons :

sik −si1 −C(k−1α) ≥ 0.

L’équation 2.4 appliquée à l’indiceik nous donneD(aik) − sik −C(aik) ≥ 0. Puisquesi1 ≥ 0
(équation 2.5), nous pouvons conclure :

D(aik)−si1 −C(k−1α)−C(aik) ≥ 0

D(α(k)) ≥ C(kα).

Nous avons donc montré que l’ordonnancementα associé à une solution de l’ensemble des contraintes
linéaires est réalisable.

Réciproquement, siα = ai1ai2 . . .ain est un ordonnacement réalisable, alors l’affectation desva-
riables suivante est une solution de l’ensemble des contraintes linéaires :

sik = C(kα)

zik,ik′ = 1 sik < k′, 0 sinon.

La vérification de la satisfaction des contraintes linéaires est laissée en exercice.

2.1.4 Résolution bas ée sur EDF

A présent, nous allons résoudre le problème d’ordonnancement d’un système simple
(problème 2.1) en utilisant un algorithme d’ordonnancement ad hoc. Ce dernier est basé sur la règle
EDF (Earliest Deadline First), qui consiste à ordonnancer en priorité les actions dontl’échéance est
la plus petite. Nous verrons que la complexité de l’algorithme d’ordonnancement proposé est poly-
nomiale par rapport à la taille du système simple d’entrée.

Dans un premier temps, nous définissons la fonction d’ordonnancementts qui permet de
déterminer si un ordonnancement est réalisable ou non. Pour un ordonnancement donnéα, nous
verrons qu’il est possible de simplifier le calcul dets(α). Nous définirons ensuite la notion d’ordon-
nancement EDF. Nous verrons que les ordonnancements EDF sont optimaux (dans un sens qui sera
précisé), et nous donnerons un algorithme de calcul d’un ordonnancement EDF.
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Fonction d’ordonnancement ( ts)

Nous introduisons ici la notion de fonction d’ordonnancement ts. Pour un ordonnancementα, la
valeurts(α) représente samargedans une exécution des actions sans temps mort, selon l’ordre donné
parα, et démarrant à la date 0. Ainsi, sits(α) est négatif, l’ordonnancement n’est pas réalisable. Au
contraire, sits(α) est positif, il est possible de retarder la date de démarrage àts(α) à la place de 0,
tout en respectant les échéances.

DÉFINITION 2.8 Soit (G,C,D) un syst̀eme simple etα un ordonnancement de G. Nous définissons
la fonction d’ordonnancement ts assocíee à (G,C,D) de la manìere suivante. Pour toute traceα,
nous d́efinissons :

ts(α)(k) = D(kα)−C(kα)

et :

ts(α) = min1≤k≤|α| ts(α)(k).

Le calcul dets(α) est basé sur les valeursts(α)(k), pour k ∈ { 1, . . . , |α| }. La valeurts(α)(k)
représente la marge de la tracekα par rapport à l’échéanceD(α(k)), c’est-à-dire la date au plus tard à
laquelle la tracekα peut s’exécuter tout en respectant l’échéanceD(α(k)). La valeurts(α) doit prendre
en compte toutes les échéancesD(α(k)), k ∈ { 1, . . . , |α| }. Elle est donc calculée comme la marge
minimale par rapport à toutes les échéancesD(α(k)).

PROPOSITION 2.1 Soit(G,C,D) un syst̀eme simple. Un ordonnancementα est ŕealisable si et seule-
ment si :

ts(α) ≥ 0.

Nous notonsreal(G,C,D) l’ensemble des ordonnancements réalisables de(G,C,D).

Preuve :Soit α un ordonnancement. Par définition,α est réalisable si et seulement si :

∀k∈ { 1, . . . , |α| } . D(kα) ≥C(kα)

⇔ ∀k∈ { 1, . . . , |α| } . D(kα)−C(kα) ≥ 0

⇔ ∀k∈ { 1, . . . , |α| } . ts(α)(k) ≥ 0

⇔ min1≤k≤|α| ts(α)(k) ≥ 0

⇔ ts(α) ≥ 0. 2

La proposition précédente montre comment la fonction d’ordonnancementts peut être utilisée afin
de déterminer si un ordonnancementα est réalisable ou non. Son calcul est effectué par un minimum
entre|α| valeurs. Nous allons voir dans la suite comment réduire le nombre de valeurs intervenant
dans ce calcul de minimum.
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EXEMPLE 2.5 Reprenons l’exemple 2.3. Considérons les ordonnancementsα1 = abcegd f etα2 =
abd f ceg. Nous avons vu queα1 est ŕealisable. Nous devons donc avoir ts(α1)≥ 0. Calculons ts(α1) :

ts(α1) = min1≤k≤7 D(k(abcegd f))−C(k(abcegd f))

= min{ D(a)−C(a),D(b)−C(ab),D(c)−C(abc),D(e)−C(abce),D(g)−C(abceg),

D(d)−C(abcegd),D( f )−C(abcegd f) }

= min{ 1−1,+∞−3,+∞−4,+∞−5,8−7,9−9,+∞−12}

= min{ 0,+∞,+∞,+∞,1,0,+∞ }

= 0.

L’ordonnancementα2 n’est pas ŕealisable. Ainsi, nous devons avoir ts(α2) < 0, ce qui est confirḿe
par le calcul de ts(α2) :

ts(α2) = min1≤k≤7 D(k(abd f ceg))−C(k(abd f ceg))

= min{ D(a)−C(a),D(b)−C(ab),D(d)−C(abd),D( f )−C(abd f),D(c)−C(abd f c),

D(e)−C(abd f ce),D(g)−C(abd f ceg) }

= min{ 1−1,+∞−3,9−5,+∞−8,+∞−9,+∞−10,8−12}

= min{ 0,+∞,3,+∞,+∞,+∞,−4 }

= −4.

Pour un ordonnancementα et des dates d’échéancesD données, certaines échéances sont plus
difficiles à satisfaire que d’autres. Nous définissons dans ce qui suit le sous-ensemble d’indices
critiqueD(α), dans lequel les indices des échéances les plus faciles àsatisfaire ont été retirées.

DÉFINITION 2.9 Soit (G,C,D) un syst̀eme simple etα une śequence d’actions. Nous définissons le
sous-ensemble d’indicescritiqueD(α) ⊆ { 1, . . . , |α| } de la manìere suivante :

critiqueD(α) = { k | ∀k′ > k . D(k′α) > D(kα) }.

Le calcul decritiqueD(α) est réalisé en éliminant les indicesi qui correspondent à des échéances
D(iα) dont nous savons qu’il existe un indice supérieurj > i qui correspond à une échéanceD( jα)
plus petite (D( jα) < D(iα)). En effet, si j > i et D( jα) < D(iα), l’échéanceD( jα) est forcément plus
difficile à satisfaire que l’échéanceD(iα). Autrement dit, le respect deD( jα) implique le respect de
D(iα), c’est-à-direts(α)( j) < ts(α)(i), ce qui motive la proposition suivante.

PROPOSITION 2.2 Soit(G,C,D) un syst̀eme simple, et ts sa fonction d’ordonnancement. Nous avons
alors :

ts(α) = min1≤k≤|α| ts(α)(k) = mink∈critiqueD(α) ts(α)(k).

Pour démontrer la proposition 2.2, nous démontrons d’abord un résultat intermédiaire concer-
nant les échéancesD et le sous-ensemble d’indicescritiqueD(α). Ce résultat est donné par le lemme
suivant.
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L EMME 2.3 Soit (G,C,D) un syst̀eme simple etα un ordonnancement de G. Considérons une
écriture ordonńee de l’ensemblecritiqueD(α), critiqueD(α) = { k1, . . . ,km }, dans laquelle m=
|critiqueD(α)| et les valeurs ki vérifient ki < ki+1 pour tout i. En posant k0 = 0, l’ensemble
critiqueD(α) = {k1, . . . ,km} vérifie alors :

∀k . ki−1 < k < ki ⇒ D(α(k)) ≥ D(α(ki)).

Preuve du lemme 2.3 :Nous démontrons le résultat par l’absurde. SupposonsD(α(ki)) > D(α(k)).
Soitk′ le dernier indice tel quek≤ k′ < ki et :

D(α(k′)) = min { D(α(k)),D(α(k+1)), . . . ,D(α(ki −1)) }.

Remarquons que :
D(α(ki)) > D(α(k)) ≥ D(α(k′)). (2.23)

Nous avons donc :
∀l ∈ {k′ +1, . . . ,ki −1} . D(α(l)) > D(α(k′)). (2.24)

Puisqueki ∈ critiqueD(α), et par (2.23) nous obtenons :

∀l > ki . D(α(l)) > D(α(ki)) > D(α(k′)). (2.25)

Ainsi, par (2.24) et (2.25) nous avons :

∀l > k′ . D(α(l)) > D(α(ki)) > D(α(k′)).

Ceci démontre quek′ ∈ critiqueD(α). D’où une contradiction. 2

Preuve de la proposition 2.2 :Soit k ∈ {1, . . . , |α|} un indice tel quek /∈ critiqueD(α). Nous
allons démontrer qu’il existek′ ∈ critiqueD(α) tel quets(α)(k) ≥ ts(α)(k′). Puisquek /∈ critiqueD(α)
et |α| ∈ critiqueD(α), nous avonsk < |α|. Soitk′ l’indice défini par :

k′ = mink′′>k k′′ ∈ critiqueD(α).

Remarquons que{ k′ ∈ critiqueD(α) | k′ > k } est non vide puisqu’il contient|α|. Nous avons :

ts(α)(k) = D(α(k))−C(kα).

Commek′ > k, nous obtenons :ts(α)(k) ≥ D(α(k))−C(k′α). D’après le lemme 2.3, nous avons
égalementD(α(k)) ≥ D(α(k′)). Ceci permet de conclure :

ts(α)(k) ≥ D(α(k′))−C(k′α) = ts(α)(k′). 2

EXEMPLE 2.6 Reprenons le système simple(G,C,D) et l’ordonnancementα2 de l’exemple 2.5. Cal-
culons l’ensemblecritiqueD(α2) :

critiqueD(α2) = { 1,7 }.

Ainsi, le calcul de ts(α2) se ram̀ene simplement̀a :

ts(α2) = min{ D(a)−C(a),D(g)−C(abd f ceg) } = min{ 1−1,8−12} = −4.
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Ordonnancements EDF

Intuitivement, en ordonnançant les actions les plus urgentes en premier, nous pouvons espérer
qu’il sera facile de respecter les échéances. Une telle manière d’ordonnancer est dite EDF (Earliest
Deadline First). Dans un ordonnancement EDF, les actions dont l’échéance sont les plus petites sont
ordonnancées en priorité. Les ordonnancements EDF sont couramment employés pour répondre à des
problèmes d’ordonnancement dans lesquels les contraintes sont des échéances à respecter [16].

DÉFINITION 2.10 Soit(G,C,D) un syst̀eme simple. Nous définissons la fonction d’éch́eance D∗ in-
duite par G et D de la manière suivante :

D∗(a) = min{ D(a′) | a′ = a ∨ a≺ a′}.

Nous dirons alors qu’un ordonnancementα est un ordonnancementEDF par rapport à la fonction
d’éch́eance D si :

i < j ⇒ D∗(iα) ≤ D∗( jα).

Nous notonsEDF(G,D) l’ensemble des ordonnancements EDF du graphe G et la fonction d’éch́eance
D.

De m̂eme, nous dirons qu’un prolongementα′ d’une traceα dans le graphe G estEDF par
rapport à la fonction d’́ech́eance D siα′ est un ordonnancement EDF du graphe résiduel de G apr̀es
l’exécution deα.

1
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D∗

88

1

+∞

+∞9

+∞ 8

+∞

D

FIG . 2.5:Exemple de rétro-propagation des échéances dans un graphe.

La fonction d’échéanceD∗ est issue d’une “rétro-propagation” des échéances initiales. Pour une
action a donnée, la valeurD∗(a) représente une synthèse des échéances de toutes les actions qui
dépendent dea. Afin de prendre en compte la contrainte la plus forte, cette synthèse est réalisée par
un minimum. La fonctionD∗ peut être utilisée pour définir des priorités inverses sur les actions de
A : une actiona est plus prioritaire qu’une actionb si D∗(a) < D∗(b). Un ordonnancement obtenu
en appliquant de telles priorités est appelé ordonnancement EDF. Nous verrons dans la suite que les
ordonnancements EDF sont optimaux, dans un sens qui sera pr´ecisé.
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La figure 2.5 reprend l’exemple de la figure 2.2. Elle fournit une comparaison entre les échéances
initiales D et les échéances rétro-propagéesD∗. Un ordonnancement EDF du graphe est donné, par
exemple, parα = abcegd f.

PROPOSITION 2.3 Soit (G,C,D) un syst̀eme simple, D∗ la fonction d’́ech́eance induite par G et
D. Alors l’ordre ≺EDF est compatible avec l’ordre initial≺ du graphe de pŕećedence G= (A,≺),
c’est-̀a-dire :

a≺EDF b ⇒ b ⊀ a.

DÉFINITION 2.11 Soit(G,C,D) un syst̀eme simple. Considérons la relation d’́equivalence≡D∗ sur
les actions A d́efinie par :

a≡D∗ b ⇐⇒ D∗(a) = D∗(b).

Nous dirons que la partition A1 . . .AL de A induite par la relation d’́equivalence≡D∗ est lapartition
induite par D∗. Nous appelleronsclasse EDFun élément Ai de la partition.

La fonction D∗ est constante sur une classe EDF Ai . Nous noterons D∗(Ai) la valeur prise par D∗

sur Ai, c’est-̀a-dire :
∀a∈ Ai . D∗(a) = D∗(Ai).

La fonction D∗ induit une partition de l’ensemble des actionsA en classes dont les actions
ont même niveau de priorité vis à vis d’EDF. Nous allons voir dans la suite quelques propriétés
élémentaires sur les ordonnancement EDF. Ces dernièresdécoulent directement des définitions des
classes EDF et des ordonnancements EDF.

EXEMPLE 2.7 Reprenons le système simple(G,C,D) de l’exemple 2.2. La fonction D∗ assocíee à
D est donńee par la figure 2.5. Elle induit la partition A1 = { a }, A2 = { b,c,e,g }, A3 = { d },
A4 = { f } de l’ensemble des actions A. Celle-ci est représent́ee dans la figure 2.6.
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FIG . 2.6:Partitionnement du graphe selon les échéances propagées.
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PROPOSITION 2.4 Soit (G,C,G) un syst̀eme simple. Considérons la partition A1 . . .AL induite par
D∗ telle que celle-ci soit́ecrite paréch́eances croissantes, c’est-à-dire D∗(A1) < .. . < D∗(AL). Nous
avons les ŕesultats suivants.

1. L’ensembleEDF(G,D) des ordonnancements EDF de G est aussi l’ensemble de tous lesordon-
nancements du graphe(G/A1)(G/A2) . . . (G/AL).

2. N’importe quel ordonnancement EDFα peut s’́ecrire α = α1 . . .αL, où pour tout l,αl est un
ordonnancement de G/Al .

3. Pour un ordonnancement EDFα, l’ensemblecritiqueD(α) peut s’́ecrire critiqueD(α) =
{ |A1|, |A1∪A2|, . . . , |A1∪A2∪ . . .∪AL| }.

Preuve de la proposition :Les deux premiers points découlent directement des définitions 2.10 et
2.11.

3. Soitα un ordonnacement EDF. D’après le 2, tout ordonnancement EDF α s’écritα = α1 . . .αL,
où αl est un ordonnancement de la classeAl , et A1, . . . ,AL est une partition ordonnée des actionsA,
c’est-à-direD(A1) < D(A2) < .. . < D(AL).

Soit k un indice de la formek = |α1 . . .αl |, l ∈ { 1, . . . ,L }. Nous avonsD(α(k)) =
D(Al ), et pour toutk′ > k, nous avonsD(α(k′)) ∈ { D(Al+1),D(Al+2), . . . ,D(AL) }. La partition
étant ordonnée, nous en déduisons queD(α(k)) < D(α(k′)), c’est-à-dire quek ∈ critiqueD(α).
Commek est un indice quelconque de la formek = |α1 . . .αl | = |A1 . . .Al |, nous avons démontré
{ |A1|, |A1A2|, . . . , |A1A2 . . .AL| } ⊆ critiqueD(α). L’égalité s’obtient en remarquant pour pour
tout indice k tel que |α1 . . .αl−1| < k < |α1 . . .αl |. Il existe donc k′ = |α1 . . .αl |. tel que
k′ > k et D(α(k′)) = D(α(k), c’est-à-direk /∈ critiqueD(α). Ceci termine la démonstration de
{ |A1|, |A1A2|, . . . , |A1A2 . . .AL| } = critiqueD(α) 2

EXEMPLE 2.8 Reprenons le système simple(G,C,D) de l’exemple 2.2. La fonction d’éch́eance D∗

induit la partition A1 = { a }, A2 = { b,c,e,g }, A3 = { d }, A4 = { f } de l’ensemble des actions
A est telle que D∗(A1) < D∗(A2) < D∗(A3) < D∗(A4). Ainsi, les ordonnancementα EDF de G par
rapport à D sont de la formeα = aα′d f , où α′ est un ordonnancement de G/A2, c’est-̀a-direα′ = bceg
ou α′ = cbeg. Ainsi, les ordonnancements EDF de G par rapportà D sont soitα1 = abcegd f , soit
α2 = acbegd f .

PROPOSITION 2.5 Soit (G,C,D) un syst̀eme simple etα un ordonnancement. Nous avons les
résultats suivants.

1. D∗ ≤ D.

2. critiqueD(α) = critiqueD∗(α).

3. Pour tout k∈ critiqueD(α), D(α(k)) = D∗(α(k)).

Afin de simplifier la démonstration de la proposition 2.5, nous démontrons d’abord un résultat
concernant les fonctions d’échéanceD et D∗. Celui-ci montre que le minimum des fonctionsD etD∗

sont identiques sur un suffixe deα.
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L EMME 2.4 Soit (G,C,D) un syst̀eme simple etα un ordonnancement. Pour tout k∈ { 1, . . . , |α| },
nous avons :

mink′≥k D(α(k′)) = mink′≥k D∗(α(k′)).

Preuve du lemme :PuisqueD∗ ≤ D, nous avonsmin l≥k D∗(α(l)) ≤ min l≥k D(α(l)). Soit k′ ≥ k tel
queD(α(k′)) = min l≥k D(α(l)). Soita = α(k′). L’indice k′ vérifie alors :

D∗(α(k′)) = D∗(a) = mina≺a′ D(a′).

Puisqueα est un ordonnancement deG, pour touta′ tel quea≺ a′, il existe l ≥ k′ tel quea′ = α(l).
Nous avons donc :

D∗(α(k′)) ≥ min { D(α(l)) | l ≥ k }.

Puisquek′ ≥ k, nous obtenonsmin { D∗(α(l)) | l ≥ k } ≥ min { D(α(l)) | l ≥ k }. 2

Preuve de la proposition 2.5 :1. Soita ∈ A une action. Commea ∈ {a′ | a′ = a ∨ a ≺ a′ }, nous
avons :

D∗(a) = mina′=a ∨ a≺a′ D(a′) ≤ D(a).

Ceci démontre queD∗ ≤ D.
3. Tout d’abord, nous allons démontrer que pour toutk∈ critiqueD(α), D(α(k)) = D∗(α(k)). Soit

k ∈ critiqueD(α). Puisquek ∈ critiqueD(α) nous avons, pour toutk′ > k, D(α(k′)) > D(α(k)). Nous
en déduisonsD(α(k)) = min { D(α(k′)) | k′ ≥ k }. Par le lemme 2.4, nous obtenons :

D(α(k)) = min { D∗(α(k′)) | k′ ≥ k } ≤ D∗(α(k)).

D’après le 1 de la proposition, nous avonsD∗ ≤ D. Nous pouvons ainsi conclure queD(α(k)) =
D∗(α(k)).

2. Démontrons d’abord quecritiqueD∗(α)⊆ critiqueD(α). Soitk∈ critiqueD∗(α). Nous avons, pour
tout k′ > k :

D∗(α(k)) < D∗(α(k′)).

PuisqueD∗ ≤ D, nous avons en particulierD∗(α(k′))≤ D(α(k′)). De plus, puisquek∈ critiqueD∗(α),
nous avonsD(α(k)) = D∗(α(k)) (3 de la proposition). AinsiD(α(k)) < D(α(k′)), c’est-à-direk ∈
critiqueD(α).

Démontrons quecritiqueD(α) ⊆ critiqueD∗(α). Soit k ∈ critiqueD(α). Puisquek ∈ critiqueD(α),
nous avons :

D∗(α(k)) = D(α(k)) < min { D(α(k′)) | k′ > k }.

En utilisant le lemme 2.4, nous obtenonsD∗(α(k)) < min { D∗(α(k′)) | k′ > k }, c’est-à-direk ∈
critiqueD∗(α). Nous avons ainsi démontré quecritiqueD(α) ⊆ critiqueD∗(α). 2

PROPOSITION 2.6 Soit (G,C,D) un syst̀eme simple et ts la fonction d’ordonnancement qui lui est
assocíee. Alors la fonction t∗s assocíeeà (G,C,D∗) est telle que, pour toute ordonnancementα :

ts(α) = t∗s(α).

Nous avons doncreal(G,C,D) = real(G,C,D∗).
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Preuve de la proposition :La résultat découle directement de ceux introduits dans le proposition 2.5.
En effet, nous avons :

ts(α) = mink∈critiqueD(α) D(αk)−C(αk) = mink∈critiqueD(α) D(α(k))−C(αk) et

t∗s(α) = mink∈critiqueD∗ (α) D∗(αk)−C(αk) = mink∈critiqueD∗ (α) D∗(α(k))−C(αk).

D’après la proposition 2.5 nous avonscritiqueD(α) = critiqueD∗(α), et pour toutk∈ critiqueD(α) nous
avonsD(α(k)) = D∗(α(k)), nous pouvons conclure :

t∗s (α) = mink∈critiqueD(α) D(α(k))−C(αk) = ts(α). 2

PROPOSITION 2.7 Soit(G,C,D) un syst̀eme simple. Alors les ordonnancements EDF maximisent la
fonction ts, c’est-̀a-dire qu’un ordonnancement EDFαEDF est tel que pour tout ordonnancementα
nous avons :

ts(αEDF) ≥ ts(α).

La preuve de la proposition est basée sur le lemme suivant. Il s’agit d’un résultat sur l’échange
de deux actions indépendantes et consécutives d’un ordonnancement, lorsque les échéances sont in-
versées.

L EMME 2.5 Soit α un ordonnancement tel qu’il existe deux actions consécutives et ind́ependantes
a = α(i) et b = α(i + 1), telles que leurśech́eances sont inversées, c’est-̀a-dire D(a) ≥ D(b).
Consid́erons l’ordonnancementα′ dans lequel a et b sontéchanǵees, c’est-̀a-dire α′( j) = α( j) pour
tout j /∈ {i, i +1}, α′(i) = b etα′(i +1) = a. Alors :

ts(α′) ≥ ts(α).

Preuve du lemme :Nous avons :

ts(α)(i) = D(a)−C(i−1α)−C(a)

ts(α)(i +1) = D(b)−C(i−1α)−C(a)−C(b).

Nous en déduisons que :
ts(α)(i) ≥ ts(α)(i +1). (2.26)

Nous avonsts(α′)( j) = ts(α)( j) pour tout j, sauf pourj ∈ {i, i +1} :

ts(α′)(i) = D(b)−C(i−1α)−C(b)

ts(α′)(i +1) = D(a)−C(i−1α)−C(a)−C(b).

Ainsi, nous avons :

ts(α′)(i) ≥ ts(α)(i +1) (2.27)

ts(α′)(i +1) ≥ ts(α)(i +1). (2.28)
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Nous déduisons ainsi de (2.26),(2.27) et (2.28), que :

min1≤ j≤|α′| ts(α′)( j) ≥ min1≤ j≤|α| ts(α)( j)

ts(α′) ≥ ts(α). 2

Preuve de la proposition 2.7 :Nous appliquons le lemme 2.5 comme suit. Soitα un ordonnance-
ment quelconque, etαEDF un ordonnancement EDF. Il est possible d’obtenirαEDF à partir deα en
commutant successivement des actions consécutives ayantdes échéancesD∗ inversées. 2

La proposition 2.7 montre que les ordonnancements EDF sont ceux qui maximisent la fonctionts.
Ainsi, s’il existe un ordonnancement réalisable, n’importe quel ordonnancement EDF sera réalisable.
Les ordonnancements EDF répondent donc au problème de recherche d’ordonnancements réalisables
d’un système simple(G,C,D). De plus, nous allons voir que le calcul d’un ordonnancementEDF
peut être fait en temps polynomial.

EXEMPLE 2.9 Reprenons le système simple(G,C,D) défini dans l’exemple 2.2. Nous avons vu dans
l’exemple 2.8 que les ordonnancements EDF de G par rapportà D sont soitα1 = abcegd f , soit
α2 = acbegd f . D’apr̀es la proposition 2.5, nous avons :

critiqueD(α1) = critiqueD(α2) = { 1,5,6,7 }.

Ainsi, nous avons :

ts(α1) = ts(α2) = min{ 1−1,8−7,9−9,+∞−12} = 0.

Or la fonction d’ordonnancement ts est telle que ts ≤ 0. En effet, puisque D(a1) = 1 et C(a1) = 1,
nous avons pour tout ordonnancementα :

ts(α) ≤ ts(α)(k) = D(a1)−C(αk) ≤ D(a1)−C(a1) = 0

où k est la position de a1 dans l’ordonnancementα, c’est-̀a-dire α(k) = a1.
Ainsi, les ordonnancements EDF maximisent la fonction d’ordonnancement ts pour ce syst̀eme

paraḿetré (G,C,D) particulier.

Algorithme d’ordonnancement propos é

Nous proposons ici un algorithme d’ordonnancement qui résout le problème de l’ordonnancement
d’un système simple(G,C,D) par le calcul d’un ordonnancement EDF. Etant donné un syst`eme
(G,C,D), l’algorithme procède d’abord à une rétro-propagationdes échéances, c’est-à-dire au calcul
de la fonctionD∗. Les actions sont ensuite ordonnées en respectant les contraintes de précédence
imposées parG et l’ordre induit parD∗.

Nous donnons d’abord l’algorithme de calcul deD∗, appeléRetroEcheances(figure 2.7). Il s’agit
essentiellement d’une boucle dont le nombre d’itérationsest égal au nombre d’actions du système
simple (G,C,D). Le sous-ensemble d’actionsR correspond aux actions qui n’ont pas encore été
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traitées. Celui-ci est initialisé àA au démarrage de l’algorithme. Le sous-ensembleS de R contient
les actions dont tous les successeurs ont déjà été traités. A chaque itération, le corps de la boucle cal-
cule la valeurD∗(a) d’une actiona deS. L’ensembleSest re-calculé à chaque fois, afin de simplifier
l’écriture de l’algorithme. Cependant, il est possible d’éviter ce calcul complet en mettant à jourS à
chaque fois qu’une actiona est traitée.

L’algorithme RetroEcheancesa une durée d’exécution polynomial en la taille de l’instance
d’entrée. En effet, il est constitué d’une boucle principale dont le nombre d’itérations est égal au
nombre d’actions|A|. De plus, les calculs effectués dans le corps de la boucle, c’est-à-dire le calcul
d’un minimum et des successeurs des actions non encore traitées, sont de durée polynomiale.

RetroEcheances(G = (A,≺),D)
R := A
tant que (R 6= /0) faire

S:= { a∈ R | succG/R(a) = /0 }
choisir a∈ S
D∗(a) := min { D(a) }∪{ D∗(a′) | a′ ∈ succG(a) }
R := R\{a}

fin tant que
retourner D∗

fin RetroEcheance
FIG . 2.7:Algorithme de calcul de la fonctionD∗.

R
S

FIG . 2.8:Exemple d’ensemblesR etSconsidérés par l’algorithmeRetroEcheances.

Nous donnons ensuite l’algorithme d’ordonnancement d’un système simple(G,C,D) dans la fi-
gure 2.9. Puisque l’algorithme calcule un ordonnancement EDF, il n’utilisera pas la fonctionC. L’al-
gorithme calcule d’abord la fonctionD∗ par un appel àRetroEcheancesdécrit ci-dessus. Ensuite, une
boucle permet de construire un ordonnancement EDF. Celle-ci est itérée autant de fois que le système
comporte d’actions. Pour finir, l’algorithme calculets(α) afin de savoir si l’ordonnancementα EDF
ainsi calculé est réalisable. Siα est réalisable, la fonctionOrdonnancerEDFretourne l’ordonnance-
mentα. Sinon, la fonction retourne/0, ce qui signifie qu’il n’existe pas d’ordonnancement réalisable
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pour le système simple(G,C,D) donné en entrée.

OrdonnancerEDF(G = (A,≺),C,D)
D∗(a) := RetroEcheances(G,D)
α := ε
R := A
tant que (R 6= /0) faire

S:= { a∈ R | predG/R(a) = /0 }
choisir a∈ S | D∗(a) = mina′∈S D∗(a′)
α := αa
R := R\{a}

fin tant que
si (ts(α) ≥ 0) faire retourner α
sinon faire retourner /0

fin OrdonnancerEDF
FIG . 2.9:Algorithme de calcul d’un ordonnancement EDF.

2.2 Contr ôle de qualit é sans incertitude

2.2.1 Définition du probl ème

Dans cette section, nous considérons des systèmes dans lesquels les durées d’exécution dépendent
directement d’un paramètre entier, appelé paramètre dequalité q∈Q. Le problème d’ordonnancement
de la section 2.1.2 est un sous problème du problème que nous présentons ici, et correspond au cas
où l’ensemble des niveaux de qualitéQ est tel que|Q| = 1, c’est-à-dire qu’il n’y a pas véritablement
de choix concernant les niveaux de qualité.

Dans cette section, nous considérons des durées d’exécution paramétrées par les niveaux de qua-
lité, c’est-à-dire des fonctionsC de la formeC : A×Q → R+. L’objectif est alors non seulement
de respecter les échéancesD, mais également de maximiser la qualité globale, dans un sens qui sera
précisé plus tard. Le problème d’ordonnancement comporte donc deux dimensions de choix : le choix
de l’ordre, et celui des niveaux de qualité. Nous verrons dans la suite que les choix de niveaux de qua-
lité rendent le problème NP-complet.

DÉFINITION 2.12 Nous dirons que le quadruplet(G,C,D,Q) est unsyst̀eme paraḿetré si :

1. G= (A,≺) est un graphe de préćedence.

2. Q⊆ N est un ensemble fini de niveaux de qualité. Nous noterons qmin = minq∈Q q et qmax =
maxq∈Q q.

3. D est une fonction d’éch́eance, c’est-̀a-dire une fonction de la forme D: A→ R+∪{ +∞ }.

4. C est une fonction de durée d’ex́ecution paraḿetrée, c’est-̀a-dire une fonction de la forme
C : A×Q→ R+, telle que pour tout a∈ A, la fonction q7→C(a,q) est croissante.
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DÉFINITION 2.13 Une affectation de qualité est une fonctionθ, éventuellement partielle, de la
formeθ : A→ Q.

SoitC : A×Q→ R+ une fonction de durée d’exécution. Comme nous l’avons fait dans la section
précédente, nous étendons la fonctionC aux couples de séquences d’actions et aux affectations de
qualité. Soitα une séquence d’actions deA, et θ une affectation de qualité définie surens(α). Nous
définissonsC(α,θ) de la façon suivante :

C(α,θ) = ∑
1≤i≤|α|

C(α(i),θ(α(i)).

En particulier, étant donné une actiona∈A, la séquenceα = a de longueur 1 permet de définirC(a,θ)
commeC(a,θ(a)).

DÉFINITION 2.14 Soient(G,C,D,Q) un syst̀eme paraḿetré, α une trace de G etθ une affectation
de qualit́e. Nous dirons que que le couple(α,θ) est unetrace de (G,C,D,Q) si θ est d́efinie sur
ens(α). Si de plusα est un ordonnancement de G, nous dirons que(α,θ) est unordonnancement
de(G,C,D,Q). Dans ce cas,θ est une fonction totale A→ Q.

Nous dirons qu’un ordonnancement(α,θ) est un ordonnancementr éalisablede (G,C,D,Q) si
toutes leśech́eances sont respectées, c’est-̀a-dire :

D(kα) ≥C(kα,θ).

Nous noteronsreal(G,C,D,Q) l’ensemble des ordonnancements réalisables du système paraḿetré
(G,C,D,Q).

Pour un système paramétré, un ordonnancement n’est plusseulement une séquence d’actionsα,
comme cela pouvait être le cas pour les systèmes simples, mais un couple(α,θ) où α est un ordon-
nancement du grapheG estθ une affectation de qualité définie surA tout entier. Un ordonnancement
(α,θ) est réalisable si les actions respectent leurs échéances, en considérant que la durée d’exécution
dea∈ A estC(a,θ(a)).

PROBL ÈME 2.2 (ordonnancement d’un syst̀eme paraḿetré) Soit (G,C,D,Q) un syst̀eme pa-
ramétré tel que G= (A,≺). Nous cherchons un ordonnancement(α,θ) de(G,C,D,Q) tel que :

1. (α,θ) est un ordonnancement réalisable de(G,C,D,Q).

2. C(α,θ) soit maximal parmi les ordonnancements réalisables de(G,C,D,Q), c’est-̀a-dire :

C(α,θ) = max{ C(α′,θ′) | (α′,θ′) ∈ real(G,C,D,Q)}.

3. L’affectation de qualit́e θ est la plus ŕegulìere possible, c’est-à-dire que les fluctuations de
niveaux de qualit́e sont minimales parmi les ordonnancements qui maximisent C(α,θ). Il existe
différents crit̀eres pour mesurer la régularit́e de l’affectation de qualité θ. Par exemple, l’́ecart
type ou encore la variance de l’affectationθ pourraientêtre utiliśes pour mesurer la régularit́e
deθ.
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Dans le problème d’ordonnancement d’un système paramétré, nous cherchons non seulement
à respecter les échéances, mais aussi à utiliser au mieux les ressources de calcul. Le respect des
échéances correspond simplement aux respect des contraintes temps-réel définies par l’utilisateur. En
ce qui concerne l’utilisation des ressources de calcul, nous nous intéressons à deux critères.

– Le premier concerne l’utilisation de la plate-forme, que nous mesurons par la quantitéC(α,θ).
Puisque les durées d’exécution sont des fonctions croissantes du niveau de qualité, en maximi-
santC(α,θ) nous maximisons aussi les niveaux de qualités qui sont choisis par le contrôleur.
Nous supposons de plus que la précision des traitements et calculs qui sont implémentés dans
l’application est aussi une fonction croissante des niveaux de qualité.

– Le second critère est la régularité de l’affectation dequalité. En évitant les fluctuations des
niveaux de qualité choisis par le contrôleur, nous cherchons à garantir une qualité constante
des traitements mis en œuvre dans l’application.

Nous considérons que la combinaison des deux critères pr´ecédents permet, dans une certaine mesure,
une qualité de service finale maximale.

2.2.2 Résolution à l’aide de contraintes lin éaires

Nous allons donner le programme linéaire qui correspond auproblème d’ordonnancement. Dans
toute cette section, nous supposerons que les fonctionsq 7→ C(a,q) sont linéaires. Dans le cas
contraire il n’est pas possible d’exprimer le problème sous forme de programme linéaire. Nous devons
également définir une fonction objectifφ.

Programme lin éaire propos é

Le programme linéaire est très proche de celui qui a été présenté dans la section 2.1.3. Il comporte
les variables libres supplémentaireqi à valeur dansQ (voir équation 2.35), qui correspondent aux
niveaux de qualité des actionsai . Ainsi, la correspondance entre les variablesqi et l’affectation de
qualité considérée est donnée parθ : ai 7→ qi . Les durées d’exécution sont bien entendu exprimées en
fonction des niveaux de qualitésqi choisis pour les actions.

La fonction objectifφ : Qn → R donne la qualité globale de l’ordonnancement en fonction des
niveaux des qualitésq1, . . .,qn. Le choix de la fonctionφ est traité dans la suite. Dans le programme
linéaire suivant,M représente un entier assez grand, par exempleM = ∑

1≤i≤n

C(ai ,qmax).

zi, j +zj,i = 1 ∀(i, j) ∈ {1, . . . ,n}×{1, . . . ,n} . i 6= j (2.29)

zi, j = 1 ∀(i, j) ∈ {1, . . . ,n}×{1, . . . ,n} . ai ≺ a j (2.30)

sj −si −C(ai ,qi) ≥ M(1−zi, j) ∀(i, j) ∈ {1, . . . ,n}×{1, . . . ,n} . i 6= j (2.31)

D(ai)−si −C(ai ,qi) ≥ 0 ∀i ∈ {1, . . . ,n} (2.32)

si ∈ R+ ∀i ∈ {1, . . . ,n} (2.33)



50 CHAPITRE 2. CONTR̂OLE DE QUALITÉ

zi, j ∈ { 0,1 } ∀(i, j) ∈ {1, . . . ,n}×{1, . . . ,n} . i 6= j (2.34)

qi ∈ Q ∀i ∈ {1, . . . ,n} (2.35)

max φ(q1, . . . ,qn). (2.36)

Fonction objectif φ

Pour être conforme avec la définition du problème d’ordonnancement 2.2, nous devons choisir
comme fonction objectifφ la fonction qui associe la somme des durées d’exécution des actionsai à
leur niveau de qualitéqi , c’est-à-dire :

φ(q1, . . . ,qn) = ∑
1≤i≤n

C(ai ,qi).

Puisque les fonctionsqi 7→C(ai ,qi) sont linéaires, nous obtenons une fonction objectifφ linéaire.
Cependant, la résolution du problème à l’aide d’un programme linéaire nous laisse la possibilité

de choisir n’importe quelle fonction objectifφ, pourvu que celle-ci soit linéaire. Il est par exemple
possible de choisir la somme pondérée de tous les niveaux de qualité, c’est-à-dire :

φ(q1, . . . ,qn) = ∑
1≤i≤n

kiqi .

Bien entendu, dans ce cas, la solution obtenue à l’aide du programme linéaire pourra ne pas être une
solution du problème d’ordonnancement 2.2. Mais la liberté de pouvoir choisir sa fonction objectif
est intéressante lorsqu’on souhaite raffiner les critères d’optimisation sans changer l’algorithme de
résolution du problème.

2.2.3 Complexit é du probl ème

Le problème d’ordonnancement 2.2 peut se ramener, lorsque|Q| = 1, au problème d’ordonnan-
cement 2.1. Ainsi, lorsque|Q| = 1, le problème est de complexité polynomiale. Nous allonsvoir que
le problème devient NP-difficile dans le cas général, où|Q| est quelconque.

PROPOSITION 2.8 Le probl̀eme d’ordonnancement 2.2 est NP-difficile.

Pour démontrer que le problème d’ordonnancement 2.2 est NP-difficile, nous allons réduire le
problème du sac à dos, appelé également problème du BIN-PACKING, dans le problème d’ordonnan-
cement 2.2. Le problème du sac à dos étant lui-même NP-difficile, nous pourrons conclure que le
problème d’ordonnancement 2.2 est NP-difficile.

Nous donnons d’abord une définition du problème du BIN-PACKING. Une instance de ce
problème est composée d’un ensemble fini d’objetsO, d’une fonctionv : O → N donnant le vo-
lume de chaque objet, et d’un volumeV qui représente le volume du sac à dos. Le but est alors de
trouver un sous-ensemble d’objetsv(O ′) tel que son volume total soit borné parV et soit maximal.
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DÉFINITION 2.15 (probl̀eme du BIN -PACKING ) Soit l’instance(O,v,V) telle que :

1. O = { o1, . . . ,on } est un ensemble fini d’objets.

2. v : O → N est une fonction associantà tout objet o son volume v(o).

3. V ∈ N représente le volume du sacà dos.

Etant donńe une telle instance, le problème duBIN-PACKING consisteà trouver un sous-ensemble
d’objetsO ′ ⊆O tel que son volume total v(O ′) soit inf́erieur ouégal au volume du sac V , c’est-à-dire :

V ≥ v(O ′) = ∑
o∈O ′

v(o)

et tel que ce volume soit maximal, c’est-à-dire que s’il existe un sous-ensemble d’objetsO ′′ ⊆ O de
volume total v(O ′′) inférieur ouégal à V , alors le volume total deO ′ est au moins aussi grand que
celui deO ′′ :

V ≥ v(O ′′) ⇒ v(O ′) ≥ v(O ′′).

Le principe de la réduction de problème du BIN-PACKING dans le problème d’ordonnance-
ment 2.2 est d’associer à toute instance(O,v,V) du problème du BIN-PACKING une instance
(G = (A,≺,C,D,Q) = ψ(O,v,V) du problème 2.2. La construction précédente peut être réalisée en
temps polynomial en la taille de l’instance(O,v,V), c’est-à-dire queψ est calculable en temps po-
lynomial en la taille de son entrée. Il s’agit donc d’une réduction polynomiale. Cette réduction ainsi
que la démonstration de la proposition 2.8 est laissée en annexe.

2.2.4 Résolution bas ée sur EDF

Fonction d’ordonnancement ( ts)

Nous étendons ici la notion de la fonction d’ordonnancement que nous avions donnée dans la
section 2.1.2.

DÉFINITION 2.16 Soient(G,C,D,Q) un syst̀eme paraḿetré et(α,θ) une trace de(G,C,D,Q). Nous
définissons lafonction d’ordonnancementassocíeeà (G,C,D,Q) de la façon suivante :

ts(α,θ)(k) = D(kα)−C(kα,θ)

et :

ts(α,θ) = min1≤k≤|α| ts(α,θ)(k).

PROPOSITION 2.9 Soit (G,C,D,Q) un syst̀eme paraḿetré. Un ordonnancement(α,θ) de
(G,C,D,Q) est ŕealisable si et seulement si ts(α,θ) ≥ 0.
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Preuve :La démonstration est similaire à celle donnée pour la proposition 2.1. Soit(α,θ) un ordon-
nancement de(G,C,D,Q). Par définition,(α,θ) est réalisable si et seulement si :

∀k∈ { 1, . . . , |α| } . D(kα) ≥C(kα,θ)

⇔ ∀k∈ { 1, . . . , |α| } . D(kα)−C(kα,θ) ≥ 0

⇔ ∀k∈ { 1, . . . , |α| } . ts(α,θ)(k) ≥ 0

⇔ min1≤k≤|α| ts(α,θ)(k) ≥ 0

⇔ ts(α,θ) ≥ 0. 2

PROPOSITION 2.10 Soit (G,C,D,Q) un syst̀eme paraḿetré. Un ordonnancement(α,θ) est un or-
donnancement réalisable de(G,C,D,Q) si et seulement siα est un ordonnancement réalisable de
(G,Cθ,D), où Cθ est la fonction de durée d’ex́ecution non paraḿetrée suivante :

Cθ(a) = C(a,θ(a)).

De plus, ts(α,θ) = ts(α), où ts(α) est calcuĺe avec la fonction d’ordonnancement associée à
(G,Cθ,D).

Preuve :Nous allons montrer quets(α,θ) = ts(α), où ts(α) est calculé avec la fonction d’ordonnan-
cement associée à(G,Cθ,D).

ts(α,θ) = min1≤k≤|α| D(kα)−C(kα,θ)

= min1≤k≤|α| D(kα)− ∑
1≤i≤k

C(α(i),θ(α(i)))

= min1≤k≤|α| D(kα)− ∑
1≤i≤k

Cθ(α(i))

= min1≤k≤|α| D(kα)−Cθ(
kα)

ts(α,θ) = ts(α).

En utilisant le résultat précédent et les propositions 2.1 et 2.9, nous pouvons conclure que
(α,θ) est un ordonnancement réalisable de(G,C,D,Q) si et seulement siα est un ordonnancement
réalisable de(G,Cθ,D), ce qui termine la démonstration de la proposition.2

Ordonnancements EDF

Nous étendons ici les résultats que nous avions présent´e aux sujet des ordonnancements EDF des
systèmes simples.

PROPOSITION 2.11 Etant donńes(G,C,D,Q) un syst̀eme paraḿetré etθ une affectation de qualité,
les ordonnancement EDF de G maximisent ts, c’est-̀a-dire que siαEDF est un ordonnancement EDF
de G par rapportà D, etα est un ordonnancement quelconque de G, alors nous avons :

ts(αEDF,θ) ≥ ts(α,θ).
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Preuve :Soit θ une affectation de qualité, etCθ la fonction de durée d’exécution non paramétrée
suivante :

Cθ(a) = C(a,θ(a)).

Soit αEDF un ordonnancement EDF deG par rapport àD, et α un ordonnancement quelconque. La
proposition 2.7 nous permet d’affirmer que :

ts(αEDF) ≥ ts(α)

où ts(αEDF) et ts(α) sont calculés avec la fonction d’ordonnancement associée à(G,Cθ,D). D’après
la proposition 2.10, nous savons quets(αEDF,θ) = ts(αEDF) et ts(α,θ) = ts(α). Nous concluons ainsi
que :

ts(αEDF,θ) ≥ ts(α,θ). 2

La proposition précédente permet de réduire la complexité exploratoire du problème d’ordonnan-
cement. En effet, dans l’exploration des ordonnancements(α,θ) de(G,C,D,Q), nous pouvons fixer
α = αEDF, où αEDF est un ordonnancement EDF deG par rapport àD, et effectuer l’exploration
uniquement sur les affectations de qualitéθ.

Algorithme d’ordonnancement

L’algorithme suivant est basé sur le résultat de la proposition 2.11. La recherche de l’ordonnan-
cement optimal se fait en calculant tout d’abord un ordonnancement EDF deG par rapport àD,
αEDF. L’énumération des affectations de qualité possibles permet de trouver l’affectation maximale
θmax telle que l’ordonnancement(αEDF,θmax) soit réalisable, c’est-à-direts(αEDF,θmax) ≥ 0. Bien
entendu, l’exploration des affectations de qualitéθ peut être réalisée de façon intelligente, par des
techniques debranch and bound, qui permettent de trouver l’optimum sans pour autant faireune
exploration exhaustive.

Ordonnancer(G = (A,≺),C,D,Q)
αEDF := OrdonnancerEDF(G = (A,≺),D)
θmax := qmin

pour tout θ faire
si (ts(αEDF,θ) ≥ 0 ∧ θ > θmax) faire

θmax := θ
fin

fin
retourner (αEDF,θmax)

fin Ordonnancer
FIG . 2.10:Algorithme de recherche d’un ordonnancement optimal.
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2.3 Contr ôle de qualit é sous incertitude

Nous allons nous intéresser dans cette section à un extension du problème d’ordonnancement de
la section précédente. Dans ce nouveau problème, les durées d’exécution ne seront pas connues mais
seulement bornées par des temps d’exécution pire-cas. Ainsi, la fonctionC des durées d’exécution
réelles ne sera pas connue, mais nous aurons connaissance d’une fonctionCwc telle queC≤Cwc. De
plus, les durées d’exécution réellesC pourrons être connues à posteriori, c’est-à-dire après l’exécution
atomique de chaque action.

2.3.1 Définition du probl ème

DÉFINITION 2.17 Nous dirons que le quadruplet SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C), est unsyst̀eme pa-
ramétré incertain si :

1. La borne Cwc est une fonction du type Cwc : A → R+. Celle-ci est appelée fonction de durée
d’exécutionpire-cas.

2. Le param̀etre C est une fonction du type C: A×Q→ R+. Elle fournit les duŕees d’ex́ecution
r éellesdes actions. Nous ne nous intéresserons qu’aux param̀etres C tels que C≤Cwc.

La notion d’ordonnancement d’un système paramétré incertain est similaire à celle que nous avions
donné pour les systèmes paramétrés. Un ordonnancement(α,θ) est réalisable si les échéances sont
respectées par rapport aux durées d’exécution réelles, c’est-à-dire celles qui sont données par le pa-
ramètreC.

Les durées d’exécution réellesC n’étant pas connues, la recherche d’ordonnancements réalisables
de SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C), ne peut pas se faire en recherchant simplement les ordonnancement
réalisables du système paramétré(G,C,D,Q). PuisqueC ≤Cwc, les ordonnancements réalisables du
système paramétré(G,Cwc,D,Q) sont aussi des ordonnancement réalisables du système paramétré
incertainSPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C). Un telle façon de faire revient à approcher la fonction inconnue
C par la fonctionCwc. Cependant, la performance d’un ordonnancement obtenu parcette méthode
pourra être très éloignée de celle d’une solution optimale. En effet, en pratique les durées d’exécution
pire-casCwc sont souvent fortement surestimées par rapport aux durées d’exécution réellesC.

Si les durées d’exécution réelles ne sont pas connues à priori, nous supposons par contre qu’il est
possible de connaı̂tre la durée d’exécution réelle d’une action à posteriori, c’est-à-dire une fois celle-
ci exécutée. Ainsi, pour résoudre le problème, nous allons mettre en œuvre des techniques de contrôle
adaptatif qui consistent à prendre en compte ces informations pendant l’exécution du système. Ceci
motive la définition de l’état d’un système paramétré incertain suivante.

DÉFINITION 2.18 Etant donńe un syst̀eme paraḿetré incertain SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C), nous
dirons que le triplet(α,θ, t) est unétat de SPI(C) si :

1. α est une trace de G.

2. θ est une affectation de qualité d́efinie surens(α).

3. t = C(α,θ) est la duŕee d’ex́ecution totale des actions deα au niveau de qualit́e sṕecifié parθ.



2.3. CONTR̂OLE DE QUALITÉ SOUS INCERTITUDE 55

Nous dirons qu’uńetat(α,θ, t) de SPI(C) estterminal si α est un ordonnancement de G.

Lorsque les durées d’exécution étaient connues, il n’était pas nécessaire d’introduire la notion
d’état intermédiaire du système, puisque nous n’avionspas à réevaluer les choix d’ordonnancement
en fonction de l’évolution réelle du système. Puisque nous nous intéressons à un problème où les
durées d’exécution ne sont pas connues d’avance, nous avons besoin d’introduire la notion d’état
intermédiaire, appelé état du système. Les choix d’ordonnancement seront éventuellement ré-évalués
sur chacun des états du système.

Pour nous, un état du système(α,θ, t) contient toutes les actions qui ont déjà été exécutées,
données par la traceα, le niveau de qualité qui a été affecté à chacune de ces actions, donné par la
fonction partielleθ, ainsi que la durée d’exécution totale des actions déjàexécutées, c’est-à-dire la
quantitét = C(α,θ). Nous supposons qu’il n’est pas possible de connaı̂tre d’avance l’intégralité de la
fonction de durée d’exécution réelleC. Par contre, la durée d’exécution des actions qui ont déjà été
exécutées, et donc la quantitét, est supposée connue.

a

cb

grapheG
action x Cwc(x,0) Cwc(x,1) D(x)

a 1 2 5
b 1 2 5
c 1 2 5

FIG . 2.11:Exemple de système paramétré incertain.

EXEMPLE 2.10 Consid́erons le syst̀eme paraḿetré incertain SPI(C) = (G,Cwc,D,Q, ;C), tel que
A = {a,b,c}, G = (A,≺) est repŕesent́e sur la figure 2.11, D= 5, Q = {0,1} et pour tout x∈ A,
Cwc(x,q) = q+ 1. Consid́erons la fonction de durée d’ex́ecution ŕeelle C= Cwc. Alors (ab,0,2) est
un état de SPI(C) puisque ab est un trace de G, et C(ab,0) = 2.

DÉFINITION 2.19 Soient SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C), un syst̀eme paraḿetré incertain et(α,θ, t) un
état de SPI(C). Nous dirons que le couple(α′,θ′) est unprolongement à de(α,θ, t) dans SPI(C) si
α′ est un prolongement deα dans le graphe G etθ′ une affectation de qualité d́efinie surens(α).

Pour un état donné du système(α,θ, t), un prolongement(α′,θ′) fournit les choix d’ordonnan-
cement des actions qui n’ont pas encore exécutées, c’est-à-dire l’ordre de leur exécution, donné par
α′, ainsi que les niveaux de qualité auxquels elles seront ex´ecutées, donnéθ′. Nous décrivons toutes
les évolutions possibles du système grâce à un systèmede transitions étiquetées associé au système
paramétré incertain.

DÉFINITION 2.20 Soient SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C), un syst̀eme paraḿetré incertain. SPI(C) induit
le syst̀eme de transitionśetiquet́ees, oulabelled transition system(LTS), dont leśetats sont leśetats
de SPI(C), et la relation de transition→ entre leśetats est d́efinie de la manìere suivante. Deux́etats
(α,θ, t) et (α′,θ′, t ′) de SPI(C) sont en relation par le système de transition→ si :

1. Il existe a∈ A tel queα′ = αa.
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2. Il existe q∈ Q tel queθ′ = θ[a→ q].

Nous noterons dans ce cas(α,θ, t)
(a,q)
→ (α′,θ′, t ′).

(ε,⊥,0)

(a, [a→ 1],2)

(abc, [a→ 1,b→ 0,c→ 0],4)

(abc, [a→ 1,b→ 0,c→ 1],5)

(abc, [a→ 1,b→ 1,c→ 0],5)

(abc, [a→ 1,b→ 1,c→ 1],6)

(acb, [a→ 1,c→ 0,b→ 0],4)

(acb, [a→ 1,c→ 0,b→ 1],5)

(acb, [a→ 1,c→ 1,b→ 0],5)

(acb, [a→ 1,c→ 1,b→ 1],6)

(ab, [a→ 1,b→ 1],4)

(ac, [a→ 1,c→ 0],3)

(ab, [a→ 1,b→ 0],3)

(a, [a→ 0],1)

(abc, [a→ 0,b→ 0,c→ 0],3)

(abc, [a→ 0,b→ 0,c→ 1],4)

(abc, [a→ 0,b→ 1,c→ 0],4)

(abc, [a→ 0,b→ 1,c→ 1],5)

(acb, [a→ 0,c→ 0,b→ 0],3)

(acb, [a→ 0,c→ 0,b→ 1],4)

(acb, [a→ 0,c→ 1,b→ 0],4)

(acb, [a→ 0,c→ 1,b→ 1],5)

(ab, [a→ 0,b→ 1],3)

(ac, [a→ 0,c→ 0],2)

(ab, [a→ 0,b→ 0],2)

(ac, [a→ 0,c→ 1],3)

(ac, [a→ 1,c→ 1],4)

FIG . 2.12:Système de transitions étiquetées pourC = Cwc .

Le système de transitions étiquetées associé à un système paramétré incertain est un graphe
orienté qui permet de décrire, étant donnée une fonction de durée d’exécution réelleC, tous les
comportements possibles en fonction des choix d’ordonnancement. Remarquons que lorsque nous

avons(α,θ, t)
(a,q)
→ (α′,θ′, t ′), puisque(α,θ, t) et (α′,θ′, t ′) sont des états, nous avonst = C(α,θ) et

t ′ = C(α′,θ′), c’est-à-dire :
t ′− t = C(a,q) ≥ 0.

EXEMPLE 2.11 La figure 2.12 repŕesente le système de transitionśetiquet́ees associé au syst̀eme
paraḿetré incertain SPI(C) de l’exemple 2.10, lorsque la fonction de durée d’ex́ecution ŕeelle C est
telle que C= Cwc. Sur cette figure,⊥ désigne la fonction constantèa ⊥, c’est-̀a-dire d́efinie nulle
part.
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DÉFINITION 2.21 Soient SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C), un syst̀eme paraḿetré incertain, n états
(α1,θ1, t1), . . ., (αn,θn, tn) de SPI(C), et n couples(a1,q1), . . ., (an,qn) de A× Q. Nous dirons
que(α1,θ1, t1), . . ., (αn,θn, tn) est uneséquence d’ex́ecution de SPI(C) de longueur n si leśetats
(α1,θ1, t1), . . .,(αn,θn, tn) vérifient :

1. (ε,⊥,0)
(a1,q1)
→ (α1,θ1, t1).

2. Pour tout i∈ { 1, . . . ,n−1 } nous avons(αi ,θi , ti)
(ai+1,qi+1)

→ (αi+1,θi+1, ti+1).

Nous noterons une telle séquence de la façon suivante :

(ε,⊥,0)
(a1,q1)
→ (α1,θ1, t1)

(a2,q2)
→ (α2,θ2, t2)

(a3,q3)
→ . . .

(an,qn)
→ (αn,θn, tn).

Une śequence d’ex́ecution de longueur|A| est ditecomplète.

Une séquence d’exécution correspond simplement à un chemin du système de transitions
étiquetées, dont l’origine est(ε,⊥,0). Un prolongement correspond à un chemin du système de tran-
sitions dont la terminaison est un état terminal.

Pour un système paramétré incertainSPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C), tel queG = (A,≺), et une

séquence de d’exécution(ε,⊥,0)
(a1,q1)
→ (α1,θ1, t1)

(a2,q2)
→ . . .

(an,qn)
→ (αn,θn, tn) de longueurn= |A| cor-

respond à l’exécution successive dea1 à la qualitéq1, puisa2 à la qualitéq2, . . ., et enfinan à la qualité
qn. Ainsi, une telle séquence d’exécution correspond à l’exécution du système lorsque l’on impose
l’ordonnancement(α,θ) = (a1a2 . . .an,⊥[a1 → q1, . . . ,an → qn]), c’est-à-dire(α,θ) = (αn,θn).

DÉFINITION 2.22 Soit SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C), un syst̀eme paraḿetré incertain. Nous dirons que
la fonctionΓ est uncontrôleur si Γ associeà tout état non terminal(α,θ, t) de SPI(C) un couple
(a,q) = Γ(α,θ, t) tel que(αa,θ[a→ q], t) soit unétat de SPI(C).

Un contrôleur est associe à tout état un choix d’ordonnancement concernant la prochaine action
à exécuter. Il déterminise ainsi l’exécution d’un système paramétré incertain de telle sorte que, pour
une fonction de durée d’exécutionC donnée, il n’existe qu’une et une seule séquence d’exécution
complète possible.

DÉFINITION 2.23 Soient SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C), un syst̀eme paraḿetré incertain et Γ un
contrôleur de SPI(C). Nous d́efinissons le système de transitionśetiquet́ees associé au syst̀eme
contrôlé, not́e SPI(C)||Γ par :

1. Lesétats de SPI(C)||Γ sont les m̂emes que ceux de SPI(C).

2. Deuxétats(α,θ, t) et(α′,θ′, t ′) sont en relation dans SPI(C)||Γ si (α,θ, t)
(a,q)
→ (α′,θ′, t ′), c’est-

à-dire que leśetats sont d́ejà en relation dans SPI(C), et si(a,q) = Γ(α,θ, t), c’est-̀a-dire que
les choix d’ordonnancement permettant de passer de l’état (α,θ, t) à (α′,θ′, t ′) correspondent
à ceux du contr̂oleur sur l’état(α,θ, t).
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PROBL ÈME 2.3 (contrôle d’un syst̀eme paraḿetré incertain) Le probl̀eme d’ordonnancement
auquel nous nous intéressons est le suivant. Soit SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C), un syst̀eme paraḿetré
incertain. Nous cherchons un contrôleur Γ tel que pour toute fonction de durée d’ex́ecution ŕeelle C,
l’ordonnancement(α,θ) obtenu dans le système contr̂olé SPI(C)||Γ est tel que :

1. (α,θ) est un ordonnancement réalisable de SPI(C).

2. Le taux d’utilisation de la plate-forme est maximal, c’est-à-dire que la valeur C(α,θ) est maxi-
male parmi celle de tous les ordonnancements réalisables de SPI(C), c’est-̀a-dire C(α,θ) =
max(α′,θ′)∈real(SPI(C)) C(α′,θ′).

3. L’affectation de qualit́e θ est ŕegulìere. Par exemple, nous chercheronsà ce que l’́ecart type ou
la variance de l’affectationθ pourraientêtre utiliśes pour mesurer la régularit́e de l’affectation
de qualit́e.

Bien entendu, puisque les durées d’exécution ne sont pas connues d’avance, le contrôleurΓ que
nous cherchons ne doit pas dépendre deC. Nous ne pourrons donc pas, avec un tel contrôleur, atteindre
exactement l’optimal. Le problème est donc de trouver un contrôleurΓ dont les performances sont
les plus proches possibles de l’optimal.

Nous distinguons deux approches pour construire un tel contrôleur. La première consiste à
modéliser le problème de contrôle dans un formalisme donné, puis à mettre en œuvre des techniques
de synthèse de contrôleur. Ces dernières permettent, àpartir de la formalisation du système de d’une
propriété donnée, de calculer un contrôleur qui assureque le système contrôlé vérifie la propriété.
Malheureusement, la complexité prohibitive des algorithmes mis en jeu rend bien souvent le problème
insoluble en pratique, dès que la taille du modèle est importante.

Nous nous orientons donc vers une autre approche, qui consiste à concevoir un contrôleur ad hoc
à partir de la propriété que l’on souhaite satisfaire. Ilconvient alors de vérifier ensuite que le système
contrôlé vérifie bien la propriété de départ. Cette approche est nettement moins coûteuse dans la
mesure où ce problème de vérification est beaucoup plus simple que celui de la synthèse. D’un autre
côté, concevoir un contrôleur demande une certaine dosed’intuition et de savoir-faire. De plus, dans
le cas où le système contrôlé ne vérifie pas le propriété, il est nécessaire de modifier le contrôleur, et
vérifier à nouveau si le système satisfait la propriétéde départ avec le contrôleur modifié. Ce processus
itératif peut, lui aussi, prendre un temps non négligeable.

2.3.2 Réduction du probl ème à la synth èse de contr ôleur
dans les automates temporis és

Le problème de la synthèse de contrôleur a été étudiépour différents formalismes, et en par-
ticulier celui des automates temporisés [9]. Nous proposons ici de modéliser le système paramétré
incertain sous forme d’un automate temporisé particulier. Nous présentons rapidement le problème
de la synthèse de contrôleur dans le cas particulier du modèle d’automate temporisé qui est proposé.
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Automates temporis és et probl ème de la synth èse de contr ôleur

Nous donnons d’abord la définition d’un automate temporis´e. Nous ne donnons pas la forme
générale d’un tel automate, mais le modèle minimal nécessaire à la modélisation du problème de
contrôle d’un système paramétré incertain.

DÉFINITION 2.24 L’automate temporiśeutilisé pour mod́eliser un syst̀eme paraḿetré incertain est
un n-uplet AT= (S,T,X,L,T ) tel que :

Structure de contrôle.
– S est un ensemble fini d’états de contrôle.
– L est un ensemble fini d’étiquettes. Nous supposons que cesétiquettes sont partitionńees en

Lc et Lu.
– T ⊆ S×L×S est un ensemble fini de transitionsétiquet́ees. Nous dirons que(s, l ,s′) ∈ T est

contrôlablesi l ∈ Lc, et incontrôlablesi l ∈ Lu.

Temporisation.
– X = { x1, . . . ,xn } est un ensemble fini d’horloges.
– La fonctionT est la fonction de temporisationdes transitions. Elle associe a toute tran-

sition (s, l ,s′) ∈ T un coupleT (s, l ,s′) = (g, r) = (garde(s, l ,s′), r-zéro(s, l ,s′)). La garde
g est un pŕedicat sur la valeur des horloges, c’est-à-dire une fonction boolénne du type
(R+)n → { vrai, f aux }. Le sous-ensemble des horloges r= r-zéro(s, l ,s′) ⊆ X correspond
aux horloges qui sont remisesà źero par la transition.

Un automate temporisé est constitué essentiellement d’une structure de contrôle finie. Cette struc-
ture de contrôle est un automate classique, c’est-à-direun ensemble fini d’états de de transitions
étiquetées entre ces états. Nous distinguons deux typesde transitions : les transitions contrôlables et
incontrôlables. Les transitions contrôlables correspondent aux choix possibles du contrôleur. Dans le
cas de la modélisation du problème de contrôle d’un syst`eme paramétré incertain, la temporisation
est assurée par des horloges à valeur dansR+. Nous ajoutons également des gardes sur les transi-
tions. Elles permettent de restreindre les valeurs possibles des horloges pour lesquelles les transitions
peuvent être “tirées”. Pour finir, les horloges peuvent être remise à zéro par les transitions.

DÉFINITION 2.25 (śemantique) Soit AT = (S,T,X,L,T ) un automate temporisé à n horloges.
L’ état de AT est donńe par un couple(s,x) ∈ S× (R+)n. L’état (s,x) signifie que AT est dans
l’ état de contr̂ole s et que la valeur des horloges x1, . . ., xn est donńee par le vecteurx, c’est-̀a-dire
(x1, . . . ,xn) = x.

La sémantiquede l’automate temporiśe est donńee par la relation de transitiońetiquet́ee→ qui
met leśetats en relation :

(s,x)
t
→ (s,x+t)⇔∀(s, l ,s′)∈T . ∀t ′ ∈]0, t[ . garde(s, l ,s′)(x+t ′)⇒∀t ′′ ∈]t ′, t] . garde(s, l ,s′)(x+t ′′).

(s,x)
l
→ (s′,x′) ⇔∃(s, l ,s′) ∈ T . x′ = x{r-zéro(s, l ,s′)} ∧ garde(s, l ,s′)(x).

où x{r-zéro(s, l ,s′)} ∈ (R+)n désigne le vecteurx dans lequel les horloges de l’ensemble
r-zéro(s, l ,s′) ont ét́e remisèa źero.
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L’état de l’automate temporisé est définie par un état decontrôle et une affectation de la valeur
des horloges. Le passage d’un état à un autre se fait soit par le passage du temps, soit en tirant une
transition de l’automate. La progression du temps correspond à l’incrémentation uniforme de la valeur
des horloges, sans changer l’état de contrôle de l’automate. Lorsque la garde d’une transition est vraie
et devient fausse, car nous considérons que la transition devient urgente et que le temps ne peut plus
progresser. Ceci nous permet de modéliser, entre autres, les durées d’exécution pire-cas d’un système
paramétré incertain. Lorsqu’une transition de l’automate est tirée, l’état de contrôle est modifié en
conséquence. La valeur des horloges ne change pas sauf si elles sont remises à zéro. Les transition de
l’automate sont donc instantanée.

La notion d’invariant est une notion très utilisée dans description des système informatiques et
leurs propriétés. Un invariant est un prédicat sur les états du système tel que, si l’état du système
satisfait ce prédicat à un instant donné, alors il continue à le satisfaire par la suite. L’invariant de
contrôle dans un automate temporisé est un prédicat tel que l’automate peut être amené à ne plus le
satisfaire, mais seulement par une transitions contrôlables. Il est donc possible de forcer un automate
temporisé à satisfaire un invariant de contrôle en agissant sur ses transitions contrôlables, c’est-à-dire
en contrôlant le système.

c

S
K u

u

c

FIG . 2.13:Invariant de contrôleK.

DÉFINITION 2.26 Soit AT= (S,T,X,L,T ) un automate temporisé et→ sa śemantique. Nous dirons
que le pŕedicat K sur leśetats de AT est uninvariant de contr ôle si :

∀(s,x) ∈ K . (s,x)
l
→ (s′,x′) ⇒ (s′,x′) ∈ K ∨ l ∈ Lc.

Nous introduisons à présent la notion de prédécesseur contrôlable d’un prédicatK sur les états
d’un automate temporisé. Une notion similaire est donnéedans [8] pour des modèle d’automate tem-
porisé plus riches que celui que nous avons choisi ici.

DÉFINITION 2.27 Soit K un pŕedicat sur leśetats d’un automate temporisé AT= (S,T,X,L,T ), et
→ sa śemantique. Nous appelonsprédécesseur contr̂olable de K le pŕedicat d́efini par :

π(K)(s,x) ⇔ ∃l ∈ Lc . ∃t ∈R+ . ∧

{

(s,x)
t
→ (s,x+ t)

lc
→ (s′,x′) ∧ (s′,x′) ∈ K

∀t ′ ∈ [0;t] . ∀lu ∈ Lu . (s,x)
t ′
→ (s,x+ t ′)

lu
→ (s′,x′′) ⇒ (s′,x′′) ∈ K.
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La notion de prédécesseur contrôlable de contrôle permet de caractériser les invariants de contrôle.
Ainsi, la proposition suivante montre qu’un invariant de contrôle est le point fixe de l’opérateurK 7→
K∧π(K).

PROPOSITION 2.12 Soit K un pŕedicat sur leśetats d’un automate temporisé AT= (S,T,X,L,T ).
Alors, K est un invariant de contrôle si et seulement si K= K∧π(K).

La démonstration de la proposition est laissée au lecteur. Pour plus de détails, il suffit de se
référer à []. Le problème de la synthèse de contrôleurdans notre modèle d’automate temporisé est
le suivant. SoitK le prédicat qui caractérise un propriété que nous cherchons à imposer au système
en le contrôlant. Nous cherchons donc à construire un contrôleur qui maintient le système dansK,
c’est-à-dire à construire un invariant de contrôleK∗ tel queK∗ ⇒ K. Afin de restreindre le moins pos-
sible les possibilités d’évolution du système, et notamment afin d’éviter les blocages, nous cherchons
l’invariant de contrôle le plus “libéral” possible, c’est-à-dire maximal au sens de l’implication.

PROBL ÈME 2.4 (synth̀ese de contr̂oleur) . Soit AT= (S,T,X,L,T ) un automate temporisé. Soit K
un pŕedicat sur l’́etat de AT. Nous cherchons un prédicat K∗ tel que :

∧

{
K∗ ⇒ K
K∗ = K∗∧π(K),

(2.37)

tel que K∗ soit maximal au sens de l’implication parmi les solutions de(2.37).

Nous avons exprimé le problème de la synthèse de contrôleur dans un automate temporisé comme
une équation de point fixe. Les propriétés de l’opérateur K 7→ K∧π(K) font que, si le problème a une
solution, alors elle la suite de prédicat(Ki)i∈N converge vers la solution :

{
K0 = K
Ki+1 = Ki ∧π(Ki),

Cette suite converge vers la solution de (2.37), ce qui permet de résoudre le problème de synthèse
de contrôleur d’un automate temporisé. En pratique, les techniques de calcul symbolique évitent de
travailler directement sur la sémantique infinie et assurent la convergence de la suite en un nombre
finie d’étapes [8].

Automate temporis é associ é à un syst ème param étr é incertain

L’expression du problème de contrôle d’un système paramétré incertain à l’aide d’un automate
temporisé nécessite à la fois la définition de l’automate temporisé qui correspond au système pa-
ramétré incertain, mais aussi de la propriété que nous cherchons à imposer au système paramétré
incertain. Concernant cette dernière, nous ne nous intéressons ici qu’au respect des échéances. Nous
donnerons ainsi le prédicat sur les états de l’automate temporisé qui correspond à cette propriété.

Nous ne donnons pas la formalisation complète de la construction de l’automate temporisé associé
à un système paramétré incertain donné, mais nous nouscontentons de donner cette construction
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structure de contrôle associée
FIG . 2.14:Graphe de précédence et structure de contrôle.

pour un exemple particulier. La construction étant relativement simple, la généraliser à un système
paramétré incertain quelconque sera évidente.

Considérons le système paramétré incertainSPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C), où le graphe de
précédenceG = (A,≺) est donné par la figure 2.14. Nous cherchons à construire l’automate tem-
poriséAT = (S,T,X,L,T ) qui modéliseSPI(C). La première étape de cette construction concerne
la structure de contrôle de l’automate. Celle-ci doit faire apparaı̂tre tous les choix de contrôle pos-
sibles, c’est-à-dire à la fois les choix d’ordonnancement mais aussi les choix des niveaux de qualité.
Les premiers sont modélisés par l’ensemble des sous-ensembles d’actions fermés en arrière deG. Le
choix niveau de qualité est, quant à lui, modélisé en dupliquant la structure précédent autant de fois
qu’il existe de niveaux de qualité. Nous obtenons par exemple la structure de contrôle donnée dans la
figure 2.15 si l’ensemble des niveaux de qualité estQ= { 0,1 }. Les flèches doubles de la figure 2.15
représentent deux transitions entre deux états donnés (une dans chaque sens).

Pour pouvoir temporiser l’automate, nous devons distinguer les transitions qui correspondent à
des choix du contrôleur, c’est-à-dire des transition contrôlables, des transitions qui correspondent à
l’exécution des actions qui ne sont pas contrôlables. Pour ce faire, il est nécessaire d’insérer un état
intermédiaire et une transition après chaque choix de contrôle. La figure 2.16 illustre ce principe pour
la structure de contrôle associé au niveau de qualitéq. Les transitions étiquetées par un nom d’action
sont les transitions contrôlables. Sur la figure, les transitions contrôlables sont représentées en traits
pleins, et les transitions incontrôlables sont représentées en traits pointillés.

La temporisation proposée ici utilise deux horlogesx et y. L’horloge x est utilisée pour mesurer
la durée d’exécution des actions. Ainsi,x est remise à zéro avant l’exécution de chaque action, et
nous assurons que la durée d’exécution d’une action est bornée par sa durée d’exécution. L’horlogey,
elle, est réservée à la mesure de la durée d’exécution totale. Elle est utilisée dans le prédicat que nous
cherchons à imposer à l’automate temporisé afin de vérifier si les actions respectent leurs échéances.
Ainsi, l’automate final est donné dans la figure 2.15. Dans cet automate, les transitions étiquetées
par des noms d’action et les transitions correspondant aux changement de niveau de qualité (arcs
horizontaux sur la figure), sont les transitions contrôlables de l’automate. L’état initial de l’automate
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FIG . 2.15:Traduction des niveaux de qualité dans la structure de contrôle.
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FIG . 2.16:Temporisation de la structure de contrôle.
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est entouré sur la figure.
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FIG . 2.17:Automate temporisé final.

Nous ne nous intéressons ici qu’au respect des échéances. Ainsi, le prédicatK sur l’état que nous
cherchons à imposer à l’automate temporiséAT = (S,T,X,L,T ) est définie de la manière suivante.
Pour l’état de contrôles∈ Scorrespondant au sous-ensemble d’actions fermé en arrièreF, le prédicat
K est donné par :

K(s,x) ⇔ ∀a∈ F . D(a) ≥ y.

Du fait de l’explosion combinatoire, les techniques de synthèse de contrôleur pour les automates
temporisés sont souvent très lourdes, même sur des automates temporisés de taille raisonnable. Pour
éviter de faire de la synthèse de contrôleur, nous préf´erons concevoir un contrôleur ad hoc et prouver
qu’il permet au système les propriétés souhaitées comme par exemple le respect des échéances.



CHAPITRE 3

Conception d’un contrôleur de qualité
de service pour la sûreté et l’optimalité

D
ANS le chapitre 2, nous avons défini le problème de contrôle d’un système paramétré in-
certain (problème 2.3). Nous avons vu, dans ce même chapitre, que les techniques de
synthèse de contrôleur sont trop coûteuses pour être employées en pratique comme so-
lution du problème de contrôle d’un système paramétréincertain. Ainsi, nous proposons

ici de résoudre le problème non pas par synthèse, mais parconstruction d’un contrôleur ad hoc.
Nous vérifions ensuite que le contrôleur proposé répondbien au problème. En particulier, nous nous
intéressons à deux types de propriétés :

– des propriétés relatives à la sûreté, comme le respect des échéances ;
– des propriétés relatives à la performance, et plus particulièrement à l’exploitation optimale des

ressources dans le but de maximiser la qualité de service.

A partir d’une définition générique appeléealgorithme de contr̂ole abstrait, nous proposerons
plusieurs instanciations du contrôleur. Ces différentes instanciations correspondent à l’utilisation de
différentes politiques de contrôle. Ainsi, le reste du chapitre sera consacré à la définition et l’étude
des différentes politiques de contrôle proposées.

65
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3.1 Algorithme de contr ôle abstrait

Cette première section est consacrée à la présentationet la définition du contrôleur génériqueΓX.
Ce dernier est paramétré par unepolitique de contr̂ole. Pour un système paramétré incertain donné
SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C), G = (A,≺), nous donnons l’algorithme qui permet de calculer la réponse
(a,q) du contrôleurΓX à l’état (α,θ, t) deSPI(C). Cet algorithme est appeléalgorithme de contr̂ole
abstrait, dans la mesure où il est instancié en fonction de la politique de contrôle choisie.

3.1.1 Généralit és

L’algorithme de contrôle abstrait est inspiré de l’algorithme qui a été proposé dans la section 2.2.4
pour résoudre le problème de l’ordonnancement d’un syst`eme paramétré. Il diffère cependant de ce
dernier dans la mesure où il ne s’agit pas de calculer statiquement un ordonnancement complet(α,θ),
mais de calculer la prochaine action à exécutera∈ A, et de son niveau de qualitéq∈ Q. L’algorithme
de contrôle abstrait est donc bien un contrôleur au sens dela définition 2.22. Ce contrôleur est com-

Gestionnaire de Qualité

(α,q) αq

qM := max
{

q | tX
s (αq,q) ≥ t

}

t = C(α,θ)

Syst ème Paramétr é Incertain

Contr ôleur

:= (αqM(1),qM)

(α,θ,t)

Γ(α,θ, t)

Ordonnanceur

αq = Best SchedX (α,q)

FIG . 3.1:Architecture du contrôleur.

posé de deux entités qui fonctionnent en interaction : le Gestionnaire de Qualité et l’Ordonnanceur
(voir figure 3.1).

Soit (α,θ, t) l’état courant du système paramétré incertainSPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C).

Gestionnaire de Qualit́e. Le rôle du Gestionnaire de Qualité est de déterminer le niveau de qualité
courantq∈ Q. Le choix deq est basé sur uncritère d’admissionde la formetX

s (αq,q) ≥ t, dans
lequelαq représente l’ordre d’exécution des actions qui restent `a exécuter, etq leur niveau de
qualité. Ainsi,αq est un prolongement deα dansG. La fonction d’ordonnancement tX

s définie la
politique de gestion de qualité du contrôleurΓX. Lorsque le temps théoriquetX

s (αq,q) dépasse
le temps-réelt, nous considérons queαq est admissible au niveau de qualitéq, c’est-à-dire que
l’application est suffisamment en avance pour pouvoir ordonnancer au niveau de qualitéq et
selon l’ordre imposé parαq.
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Ordonnanceur. Le rôle de l’Ordonnanceur est de calculer, pour chaque niveau de qualitéq ∈ Q,
un prolongement optimiséαq = Best SchedX(α,q) pour le niveau de qualitéq. La fonction
Best SchedX définit lapolitique d’ordonnancementdu contrôleurΓX. Puisque le critère d’ad-
mission du Gestionnaire de Qualité est de la formetX

s (αq,q) ≥ t, l’optimisation consiste à
trouver un prolongementαq qui maximisetX

s (αq,q). Ceci permet de maximiser l’ensemble des
valeurs du temps-réelt pour lesquelles leαq est admissible au niveau de qualitéq.

Bien que nous limitions l’exploration aux prolongements dela forme(αq,q), c’est-à-dire dont
le niveau de qualité est constant, nous verrons dans le chapitre 5 que obtenons quand même de
bons résultats quant à l’utilisation des ressources de calcul. En effet, le contrôle étant réalisé à
grain fin, les choix du contrôleur, et en particulier ceux qui concernent le niveaux de qualité,
sont remis en cause et réévalués après l’exécution de chaque action, en fonction de l’état courant
du système paramétré incertain.

ΓX(α,θ, t)
qm := qmin

pour tout q∈ Q faire
αq := Best SchedX(α,q)
si (tX

s (αq,q) ≥ t ∧ q > qm) faire
qm := q

fin
fin
retourner (a,q) = (αqm(1),qm)

fin
FIG . 3.2:Algorithme de calcul du contrôleurΓX.

L’algorithme de contrôle abstrait est donné par la figure 3.2. L’algorithme prend en entrée l’état
(α,θ, t) du système paramétré incertain considéréSPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C). Pour chaque niveau de
qualitéq, l’Ordonnanceur calcule d’abord les prolongements(αq,q) = (Best SchedX(α,q),q) à l’état
(α,θ, t). Le Gestionnaire de Qualité détermine ensuite quels sontles prolongements admissibles par
rapport à la politique de gestion de qualité. Pour ce faire, il évalue le critère d’admissiontX

s (αq,q)≥ t.
L’algorithme de contrôle abstrait renvoie finalement la première actiona = αqm(1) et le niveau de
qualité qm du prolongement(αqm,qm), où qm est le niveau de qualité maximal parmi les niveaux
de qualitéq pour lesquels le prolongement(αq,q) est admissible. S’il n’existe pas de prolongement
admissible, c’est la qualité minimaleqmin qui est choisie. Dans la suite, nous définissons formellement
la notion de politique de contrôle. Nous proposons ensuiteplusieurs instanciations du contrôleurΓX,
qui sontΓs f, Γsp et Γmx, correspondant respectivement aux politiques de contrôle sûre, simple, et
mixte. Le chapitre 4 abordera le problème de l’efficacité de l’implémentation des contrôleursΓsp et
Γmx.
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3.1.2 Politique de contr ôle

Dans la section 3.1.1, nous avons donné l’algorithme de contrôle abstrait qui permet de calcu-
ler le contrôleurΓX. L’algorithme proposé est générique dans la mesure où il paramétré par une
politique de contrôle. Nous proposons ici de définir précisément la notion de politique de contrôle.
Le contrôleur étant composé d’un Gestionnaire de Qualité et d’un Ordonnanceur, une politique de
contrôle se décompose en deux parties : une politique de gestion de qualité et une politique d’ordon-
nancement.

Politique de gestion de qualit é

DÉFINITION 3.1 Unepolitique de gestion de qualit́eest entìerement d́efinie par une fonction d’or-
donnancement tX

s de la forme tXs : A∗×Θ → R+, telle que tXs (α,θ) est d́efinie pour toute śequence
d’actionsα et toute affectation de qualité θ définie surens(α).

Soient(α,θ) un prolongement d’uńetat de SPI(C), a et b deux actions telles queα(i) = a et
α( j) = b. Nous dirons que l’éch́eance D(a) de a est pluscritique que l’éch́eance D(b) de b dans le
prolongement(α,θ) par rapport à la fonction d’ordonnancement tX

s si :

tX
s (α,θ)(i) < tX

s (α,θ)( j).

De plus, nous appelleronśech́eance critiquede (α,θ) par rapport à la fonction d’ordonnancement
tX
s l’ éch́eance D(α( j)) de l’actionα( j) telle que j= max{ k | tX

s (α,θ)(k) = tX
s (α,θ)}.

Une politique de gestion de qualité est caractérisée parle choix d’une fonction d’ordonnancement
tX
s , sur laquelle est basé le critère d’admissiontX

s (αq,q) ≥ t du Gestionnaire de Qualité. En pratique,
la fonctiontX

s est construite à partir d’une fonction de durée d’exécution CX, de la même façon que
nous avions définie la fonctionts à partir de la fonctionC dans la section 2.2.4. SoitCX une fonction
partielle du typeA∗×Θ→R+, telle queCX(α,θ) soit définie pour toute séquence d’actionsα et toute
affectation de qualitéθ définie surens(α). Dans ce cas, nous définissons la fonction d’ordonnance-
menttX

s associée àCX comme suit :

tX
s (α,θ)(k) = D(kα)−CX(kα,θ)

et
tX
s (α,θ) = min1≤k≤|α| tX

s (α,θ)(k).

Dans la section 2.2.1, nous avons vu comment étendre une fonction de durée d’exécution quelconque
du typeA×Q→ R+ en une fonction partielle du typeA∗×Θ → R+, définie sur les couples(α,θ)
tels queα soit une séquence d’actions etθ une affectation de qualité définie surens(α). Remarquons
qu’ici, la fonction CX : A∗ × Θ → R+ qui sert à bâtir la fonction d’ordonnancementtX

s n’est pas
forcément obtenue par extension d’une fonctionCX : A×Q→ R+. En particulier, nous verrons que
les fonctionsCX considérées ne vérifient pas forcémentCX(α1α2,θ) = CX(α1,θ)+CX(α2,θ).
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DÉFINITION 3.2 Soit CX : A∗×Θ → R+ une fonction de durée d’ex́ecution. Nous dirons que CX est
croissantesi pour toutes śequencesα1 α2 et toute affectation de qualité d́efinie surens(α1α2) nous
avons :

CX(α1,θ) ≤CX(α1α2,θ).

Une fonction de durée d’exécution croissanteCX est telle que la durée d’exécution d’une séquence
augmente si des actions lui sont ajoutées, ce qui semble unehypothèse raisonnable. Dans la suite, les
fonctionsCX qui serviront à bâtir les fonctions d’ordonnancement proposées seront toujours crois-
santes.

PROPOSITION 3.1 Soit CX une fonction de durée d’ex́ecution croissante, et tX
s la fonction d’ordon-

nancement associéeà CX . Alors, nous avons :

tX
s (α,θ) = mink∈critiqueD(α) tX

s (α,θ)(k).

où critiqueD(α) est le m̂eme sous-ensemble que celui qui est donné dans la d́efinition 2.9, c’est-̀a-dire
critiqueD(α) = { k | ∀k′ > k . D(k′α) > D(kα) }.

Nous ne détaillons pas la preuve de la proposition précédente car elle est similaire à celle que
nous avons donnée pour la proposition 2.2. Cette proposition permet de simplifier le calcul de la
fonction tX

s lorsque cette dernière est basée sur une fonction de durée d’exécutionCX croissante.
Cette simplification est faite en éliminant les échéances dont nous sommes certains qu’elles ne sont
pas critiques pour la séquence considérée.

La fonction d’ordonnancementtX
s nous permet d’introduire la notion de prolongementadmissible

par rapport à une politique de gestion de qualité et un état du système. Cette notion est proche de la
notion d’ordonnancement réalisable présentée dans la section 2.3.1. Elle diffère cependant de cette
dernière sur les deux points suivants :

– la notion de prolongement admissible est une notion dynamique, c’est-à-dire par rapport à un
état donné du système ;

– pour déterminer si un prolongement est admissible, nous utilisons la fonction d’ordonnance-
menttX

s associée à la politique de gestion de qualité, et non la fonction d’ordonnancementts
qui ne peut pas être calculée.

DÉFINITION 3.3 Soient SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C), un syst̀eme paraḿetré incertain, et(α,θ, t) un
état de SPI(C). Nous dirons que le prolongement(αq,q) de(α,θ, t) dans SPI(C) estadmissiblepar
rapport à une politique de gestion de qualité si tXs (αq,q) ≥ t.

Pour un état donné du système(α,θ, t), le contrôleurΓX choisit d’exécuter la première action
αqm(1) au niveau de qualitéqm, où(αqm,qm) est le prolongement qui maximiseq parmi les prolonge-
ments(αq,q) admissibles. Ainsi, la politique de gestion de qualité estconstruite de telle sorte que, si
un prolongement(αq,q) est admissible à l’état(α,θ, t), alors :

– exécuter la première actionα(1) à la qualitéq ne remet pas en cause le respect des échéances ;
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– le prolongement(αq,q) a de “forte chance” de pouvoir être exécuté tout en respectant les
échéances, afin d’assurer la régularité des niveaux de qualité ; bien entendu, suivant les durées
d’exécution réelles, il ne sera pas forcément possible de terminer l’exécution en ordonnançant
selon(αq,q), et en particulier au niveau de qualitéq.

Nous verrons dans la section 3.2 que le premier point correspond à une propriété de sûreté de la
politique de gestion de qualité. Concernant le second point, nous introduisons la notion de politique
de gestion de qualitéconservatricepar rapport à des estimations des durées d’exécution.

DÉFINITION 3.4 Soit SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C), un syst̀eme paraḿetré incertain. Nous dirons
qu’une politique de gestion de qualité est conservatrice par rapport à une fonction de durée
d’exécution CY : A×Q → R+ si pour toute śequences d’actionsα1 et α2, et pour tout niveau de
qualité q∈ Q, nous avons :

tX
s (α1α2,q) ≥ t ∧ C(α1,q) = CY(α1,q) ⇒ tX

s (α2,q) ≥ t +C(α1,q).

Politique d’ordonnancement

Dans ce qui précède, nous avons donné la définition d’unepolitique de gestion de qualité. Afin de
définir complètement une politique de contrôle, nous devons à présent introduire la notion de politique
d’ordonnancement.

DÉFINITION 3.5 Soient SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C), un syst̀eme paraḿetré incertain. Unepolitique
d’ordonnancement est d́efinie par une fonction partielle BestSchedX de type A∗×Q → A∗, telle
que pour toute traceα de G et tout niveau de qualité q∈ Q, la śequenceαq = Best SchedX(α,q) est
prolongement deα dans le graphe G.

Nous dirons que la politique d’ordonnancement est une politique d’ordonnancementEDF pour
le niveau de qualit́e q si pour toute traceα de G, le prolongementαq = Best SchedX(α,q) est un pro-
longement EDF. Nous dirons que la politique d’ordonnancement est une politique d’ordonnancement
EDF si elle est EDF par rapport̀a tous les niveaux de qualité q∈ Q.

Nous dirons que la politique d’ordonnancement estoptimale par rapport au niveau de qualité
q, si pour toute traceα de G le prolongementαq = Best SchedX(α,q) de α dans G maximise la
fonction d’ordonnancement tX

s , c’est-̀a-dire que pour tout prolongementα′
q deα dans G, nous avons

tX
s (αq,q)≥ tX

s (α′
q,q). Nous dirons que la politique d’ordonnancement estoptimalesi elle est optimale

par rapport à tous les niveaux de qualité q∈ Q.

Une politique d’ordonnancement est définie par une fonction Best SchedX : A∗×Q→ A∗. Cette
dernière prend en entrée une traceα du grapheG, correspondant aux actions qui ont déjà été
exécutées, et un niveau de qualitéq ∈ Q. En retour, la fonctionBest SchedX fournit un prolonge-
mentαq = Best Sched(α,q) de la traceα dansG, c’est-à-dire un ordonnancement des actions qui
n’ont pas encore été exécutées. Lorsque la politique d’ordonnancement est optimale, chaque prolon-
gementαq est “optimisé” par rapport au niveau de qualitéq. En effet, en maximisanttX

s (αq,q), une
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politique d’ordonnancement optimale permet de maximiser l’ensemble des niveaux de qualité admis-
sibles. Ceci conduit le gestionnaire de qualité à choisirdes niveaux de qualité plus élevés. Il s’agit
donc d’une optimisation locale, dans le sens où nous cherchons un ordonnanceur qui conduit à acti-
ver un niveaux de qualité élevé à un instant donné. La politique de gestion de qualité doit donc être
conçue de façon à ce que cette optimisation locale conduise à une optimisation globale.

Pour certaines politiques de contrôle, le calcul ou l’implémentation d’une politique d’ordonnan-
cement optimale peut être se révéler trop coûteux ou trop complexe en pratique. Dans ce cas, nous
chercherons des approximations de la politique d’ordonnancement optimale, en nous assurant que
la politique d’ordonnancement approchante vérifie certaines propriétés essentielles, comme la sûreté
dont il est question dans la section 3.2. En particulier, nous nous intéresserons à l’approximation qui
consiste à utiliser une politique d’ordonnancementstatique.

DÉFINITION 3.6 Soit SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C) un syst̀eme paraḿetré incertain. Nous dirons que
la politique d’ordonnancement eststatique s’il existe un ordonnancementα0 du graphe G tel que
pour tout pŕefixeα =kα0 de G nous avons :

Best SchedX(α,q) = α0
k+1.

Une politique d’ordonnancement statique est très intéressante pour deux raisons. D’une part
l’implémentation d’un contrôleur basé sur une politique d’ordonnancement statique peut être réalisée
de manière plus efficace, puisqu’il est possible, en pré-calculant une quantité raisonnable d’informa-
tions, d’accélérer de façon importante l’exécution del’algorithme de contrôle abstrait. D’autre part,
il est plus facile de prévoir le comportement et donc les performances d’un contrôleur basé sur une
politique d’ordonnancement statique. Bien entendu, l’utiliserons d’une politique d’ordonnancement
statique peut dégrader les performances générales du contrôleur, notamment en terme d’utilisation
des ressources de calcul. Ainsi nous utiliserons une telle politique d’ordonnancement uniquement
lorsqu’il sera possible de maintenir un niveau de performance acceptable.

DÉFINITION 3.7 Soit SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C) un syst̀eme paraḿetré incertain, et Nous dirons
qu’un niveau de qualit́e q est admissiblèa l’ état (α,θ, t) par rapport à une politique de gestion de
qualité et une politique d’ordonnancement données si la fonction d’ordonnancement tX

s et tXs (αq,q)≥
t, où αq = Best SchedX(α,q).

3.2 Politique de contr ôle sûre

Nous allons voir ici comment contraindre la politique de gestion de qualité et l’Ordonnanceur
Best SchedX afin d’assurer que le système paramétré incertain contrˆole respecte ses échéances. Nous
définissons d’abord la politique de gestion de qualité sûre.
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3.2.1 Politique de gestion de qualit é sûre

SoitSPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C) un système paramétré incertain. Comme nous l’avons faitdans le
chapitre 2, nous étendons la fonction du durée d’exécution pire-casCwc : A×Q → R+ aux couples
(α,θ) tels queα soit une séquence d’actions etθ soit une affectation de qualité définie surens(α),
de la manière suivante :

Cwc(α,θ) = ∑
1≤i≤|α|

Cwc(α(i),θ(α(i)).

Nous obtenons ainsi une fonction de durée d’exécution pire-casCwc du typeA∗×Θ → R+.

DÉFINITION 3.8 Soit SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C) un syst̀eme paraḿetré incertain. Nous appelons
fonction de duŕee d’ex́ecution sûre la fonction partielle Cs f : A∗ × Θ → R+ définie pour toute
séquence d’actionsα et toute affectation de qualité θ définie surens(α), par :

Cs f(α,θ) = Cwc(1α,θ)+Cwc(α2,qmin).

Le calcul de la fonction de durée d’exécution sûreCs f est basé sur les durées d’exécution pire-cas
Cwc afin de prendre en compte le pire scénario possible. Pour un prolongement donné(α,θ), le calcul
deCs f(α,θ) est réalisé en considérant le niveau de qualitéθ(α(1)) pour la première actionα(1), puis
le niveau de qualité minimalqmin pour les autres actions, c’est-à-direα(2), . . .,α(|α|). En effet, même
dans l’hypothèse du pire scénarioC = Cwc, le contrôleur peut toujours réduire le niveau de qualit´e
après l’exécution de la première actionα(1), et au pire la fixer au niveau minimalqmin, pour assurer
le respect des échéances. Comme toutes les fonctions de durée d’exécution que nous allons voir, la
fonctionCs f est une fonction de durée d’exécution croissante.

PROPOSITION 3.2 La fonction de duŕee d’ex́ecution ŝure Cs f : A∗×Θ → R+ est croissante au sens
de la d́efinition 3.2.

Preuve de la proposition :Soientα1 et α2 deux séquences d’actions, etθ une affectation de qualité
définie surens(α1α2). Alors :

Cs f(α1α2,θ) = Cwc(α1(1),θ)+Cwc((α1α2)
2,qmin) = Cwc(α1(1),θ)+Cwc(α1

2,qmin)+Cwc(α2,qmin)

= Cs f(α1,θ)+Cwc(α2,qmin) ≥Cs f(α1,θ). 2

DÉFINITION 3.9 La politique de gestion de qualit́e ŝure est donńee par la fonction partielle ts f
s :

A∗×Θ :→ R assocíeeà la fonction de duŕee d’ex́ecution ŝure Cs f.

La politique de gestion de qualité sûre sert de base à la construction de contrôleurs sûrs, c’est-à-
dire qui assurent à coup sûr le respect des échéances. Soient SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C), un système
paramétré incertain,(α,θ, t) un état deSPI(C) et(αq,q) un prolongement à l’état(α,θ, t). La fonction
d’ordonnancementts f

s associée àCs f est telle que la conditionts f
s (αq,q) ≥ t garantie :
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– que l’actiona = αq(1) peut être exécutée au niveau de qualitéq, tout en respectant à coup sûr
son échéanceD(a) ;

– et qu’une foisa exécutée au niveau de qualitéq, il existera un prolongement (par exemple
(αq

2,qmin)) tel que les échéancesD(αq(2)), . . .,D(αq(|αq|)) des actions qui restent à exécuter
soient respectées.

Cette propriété essentielle de la politique de gestion dequalité sûre est développée plus en détail dans
la proposition 3.4. Cette dernière donne les conditions qui permettent d’être certain que le système
paramétré incertain contrôlé respecte ses échéances. Avant de présenter et expliquer cette proposition,
nous donnons le résultat suivant à propos de la politique de gestion de qualité sûre.

PROPOSITION 3.3 Soit SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C), un syst̀eme paraḿetré incertain,(α,θ, t) unétat
de SPI(C) et (αq,q) un prolongement̀a l’ état(α,θ, t). Alors, nous avons :

ts f
s (αq,q) ≥ t ⇒ ts f

s (αq
2,qmin) ≥ t +Cwc(αq(1),q).

Preuve de la proposition :Nous avons :

ts f
s (αq,q) ≥ t ⇒ ∀k∈ { 1, . . . , |αq| } . ts f

s (αq,q)(k) ≥ t

⇒ ∀k∈ { 1, . . . , |αq| } . D(αq(k))−Cs f(αq[1,k],q) ≥ t.

En utilisant la définition deCs f, nous obtenons :

ts f
s (αq,q) ≥ t ⇒ ∀k∈ { 1, . . . , |αq| } . D(αq(k))−Cwc(αq(1),q)−Cs f(αq[2,k],qmin) ≥ t

⇒ ∀k∈ { 2, . . . , |αq| } . D(αq(k))−Cs f(αq[2,k],qmin) ≥ t +Cwc(αq(1),q)

⇒ ∀k∈ { 1, . . . , |αq
2| } . D((αq

2)(k))−Cs f((αq
2)[1,k],qmin) ≥ t +Cwc(αq(1),q)

⇒ ts f
s (αq

2,qmin) ≥ t +Cwc(αq(1),q). 2

Soit (α,θ, t) un état du système paramétré incertainSPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C), et (αq,q) un
prolongement à l’état(α,θ, t). Soit(αa,θ[a→ q], t +C(a,q)) un état consécutif à(α,θ, t), après avoir
exécuté l’actiona = αq(1) au niveau de qualitéq. Le prolongement(αq,q) est admissible par rapport
à la politique de gestion de qualité sûre s’il est possible d’exécuter la prochaine actiona au niveau de
qualitéq, tout en assurant que celle-ci respecte son échéanceD(a), et qu’il existera un prolongement
admissible après son exécution. En effet, d’après la proposition 3.3, si le prolongement(αq,q) est
admissible nous avons :

ts f
s (αq

2,qmin) ≥ t +Cwc(αq(1),q) ≥ t +C(a,q).

Autrement dit le prolongement(αq
2,qmin) est admissible par rapport à la politique d’ordonnancement

sûre. Pour autant, cette condition d’admissibilité n’assure pas de que l’Ordonnanceur trouve un tel
prolongement après l’exécution deaau niveau de qualitéq. C’est ce qui peut se produire si la politique
d’ordonnancement utilisée n’est pas optimale. Au contraire, avec une politique d’ordonnancement
optimale par rapport au niveau de qualitéqmin, le fait que le prolongement(α2,qmin) soit admissible
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nous permet de conclure que l’Ordonnanceur calcule aussi unprolongement admissible pour le niveau
de qualité minimal, puisque nous avons :

ts f
s (Best Scheds f(αa,qmin),qmin) ≥ ts f

s (αq
2,qmin) ≥ t +Cwc(a,q),

où Best Scheds f est une politique d’ordonnancement optimale par rapport auniveau de qualité mini-
mal qmin.

3.2.2 Politiques d’ordonnancement sûres

Nous avons vu que la politique de gestion de qualité sûre utilisée conjointement avec une politique
d’ordonnancement optimale assure que, si un niveau de qualité est admissible à un instant donné, alors
il existera toujours un niveau de qualité admissible.

PROPOSITION 3.4 Soit SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C), un syst̀eme paraḿetré incertain. SoitΓs f le
contrôleur baśe sur la politique de gestion de qualité ŝure et une politique d’ordonnancement op-
timale par rapportà la politique de gestion de qualité ŝure. S’il existe un ordonnancementα de G tel
que(α,qmin) soit un ordonnancement réalisable du système paraḿetré SPI(Cwc), alors le contr̂oleur
Γs f calcule des ordonnancements réalisables du système paraḿetré incertain SPI(C).

La démonstration de la proposition précédente est faitedans le cas plus général de la proposi-
tion 3.6. En particulier, nous verrons que la politique d’ordonnancement utilisée n’a pas besoin d’être
optimale par rapport à tous les niveaux de qualité mais simplement par rapport au niveau de qualité
minimal qmin. Le résultat suivant permet de calculer facilement des ordonnancement optimaux par
rapport au niveau de qualité minimal : il s’agit des ordonnancements EDF.

PROPOSITION 3.5 Une politique d’ordonnancement EDF est optimale par rapport au niveau de
qualité minimal et la politique de gestion de qualité ŝure.

Preuve :La démonstration est similaire à celle qui a été donnéepour la proposition 2.11. SoitCwc
qmin

:
A→ R+ la fonction définie par :

Cwc
qmin

(a) = Cwc(a,qmin).

Soit αEDF un ordonnancement EDF deG par rapport àD, et α un ordonnancement quelconque. La
proposition 2.7 nous permet d’affirmer que :

ts(αEDF) ≥ ts(α)

où ts(αEDF) et ts(α) sont calculés avec la fonction d’ordonnancement associée à (G,Cwc
qmin

,D). Or

nous avonsts f
s (αEDF,qmin) = twc

s (αEDF,qmin) = ts(αEDF) et ts f
s (α,qmin) = twc

s (α,qmin) = ts(α). Nous
concluons ainsi que :

ts f
s (αEDF,qmin) ≥ ts f

s (α,qmin). 2
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La politique de gestion de qualité sûre utilisée telle qu’elle dans le contrôleur ne conduit pas, en
général, à des affectations de qualité régulières, et ce pour deux raisons. D’une part la fonctionCs f

considère seulement le niveau de qualitéq pour la première action, et le niveau de qualité minimal
qmin pour les autres actions. D’autre part, les durées d’exécution pire-cas ne sont en général pas
représentatives du comportement de l’application. Nous allons voir dans la suite comment enrichir
la politique de gestion de qualité, en mélangeantCs f avec d’autres fonction de durée d’exécution,
afin d’obtenir des politiques de contrôle qui assurent à lafois le respect des échéances, mais aussi la
régularité des niveaux de qualité. La proposition suivante est une généralisation de la proposition 3.4.
Elle permet de caractériser une classe de politiques de contrôle qui assure le respect des échéances.
Les politiques de contrôle proposées dans la suite ferontpartie de cette classe.

PROPOSITION 3.6 (ŝureté) Soit SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C) un syst̀eme paraḿetré incertain. SoitΓX

le contr̂oleur baśe sur une politique de contrôle telle que :

1. la politique de gestion de qualité est telle que tX
s ≥ ts f

s , et ;

2. la politique d’ordonnancement est telle que pour toute trace α de G, αqmin =
Best SchedX(α,qmin) est un prolongement EDF deα dans G.

S’il existe un ordonnancementα de G tel que(α,qmin) soit un ordonnancement réalisable du système
paraḿetré SPI(Cwc), alors le contr̂oleur ΓX calcule des ordonnancements réalisables du système
paraḿetré incertain SPI(C).

Le résultat précédent est intéressant dans la mesure o`u il permet de caractériser une classe de poli-
tiques de contrôle qui assurent le respect des échéances. Les politiques de contrôleX qui appartiennent
à cette classe sont telles que leur politique de gestion de qualité est au moins aussi contraignante que
la politique de gestion de qualité sûre, c’est-à-diretX

s ≥ ts f
s , et leur politique d’ordonnancement est la

politique d’ordonnancement EDF pour le niveau de qualité minimal qmin, c’est-à-dire pour toute trace
α nous avonsαqmin = Best SchedX(α,qmin) est un prolongement EDF.

La démonstration de la proposition 3.6 est faite en deux temps. Tout d’abord, nous démontrons
que le niveau de qualitéqmin est toujours admissible dans tous les états atteignables du système
contrôlé (lemme 3.1). De ce résultat nous déduisons directement que les échéances des actions sont
toujours respectées, c’est-à-dire que le contrôleur calcule des ordonnancement réalisables.

L EMME 3.1 Soit SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C) un syst̀eme paraḿetré incertain tel qu’il existe un or-
donnancementα de G tel que(α,qmin) soit un ordonnancement réalisable de SPI(Cwc). SoitΓX un
contrôleur ŝur. Alors, le niveau de qualité qmin est admissiblèa n’importe quelétat atteignable de
SPI(C)||ΓX.

Preuve du lemme 3.1 :Voir annexe. 2

Preuve de la proposition 3.6 :D’après le lemme 3.1, nous avonsqmin ∈ {q | ts f
s (αq,q) ≥ t} à n’im-

porte quel état deSPI(C)||Γ. Soient(α,θ, t) et (α′,θ′, t ′) deux états consécutifs deSPI(C)||Γ tels

que(α,θ, t)
(a,qm)
→ (α′,θ′, t ′). Soit αq = Best Scheds f(α,q) l’ordonnancement prévu par le contrôleur
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pour le niveau de qualitéq. Alors, nous avonsts f
s (αqm,qm) ≥ t et l’action a = αqm(1) respecte son

échéance :

ts f
s (αqm,qm) ≥ t

⇒ min1≤k≤|αqm| ts f
s (αqm,qm)(k) ≥ t

⇒ D(a)−Cwc(a,qm) ≥ t

⇒ D(a) ≥ t +Cwc(a,qm) ≥ t ′.

Ceci démontre que toutes les actions respectent leur éch´eance, c’est-à-dire que l’ordonnancement
(α,θ) est réalisable. 2

D’après la proposition précédente, un contrôleur sûrΓX d’un système paramétré incertain
SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C)calcule des ordonnancements réalisables deSPI(C), pour peu qu’il existe
un ordonnancement réalisable du système paramétréSPI(Cwc). Cette dernière hypothèse est une hy-
pothèse de travail minimale étant donné queCwc est une valeur possible du paramètreC. Ainsi, si
nous voulons trouver à coup sûr un ordonnancement réalisable pour n’importe quel paramètreC tel
queC ≤Cwc, il est nécessaire qu’il existe un ordonnancement réalisable pour dans le cas particulier
C = Cwc.

3.2.3 Les limites de la politique de contr ôle sûre

Le contrôleurΓs f basé sur la politique de contrôle sûre assure à la fois lerespect des échéances
et un bon taux d’utilisation des ressources. Nous constatons cependant que les niveaux de qualité
choisis par le contrôleur ne sont pas réguliers. En effet,en étant trop permissive, la politique de
gestion de qualité sûre conduit le Gestionnaire de Qualité à choisir des niveaux de qualité très élevés
pour les premières actions, et donc des niveaux très faibles pour les dernières actions, afin d’assurer le
respect des échéances. Dans ce qui suit, nous proposons d’améliorer le contrôleur afin d’obtenir une
meilleure la régularité des niveaux de qualité choisis par le contrôleur. Pour ce faire, nous modifions
la politique de contrôle dans le but de mieux prévoir le comportement de l’application. Ainsi, la
politique de contrôle sera non seulement basée sur une estimation des durées d’exécution pire-cas,
mais également sur une estimation des durées d’exécution moyennes.

3.3 Politique de contr ôle simple

La politique de contrôle sûre est basée non seulement surdes estimations pire-cas des durées
d’exécution, mais également sur des estimations moyennes des durées d’exécution. Ces estimations
peuvent être obtenues par analyse statique et/ou par des techniques deprofiling [44].

3.3.1 Dur ée d’ex écution moyennes

La durée d’exécution pire-casCwc(a,q) d’une actiona pour le niveau de qualitéq est une borne
supérieure de la durée d’exécution réelleC(a,q). Ainsi, du point de vue du contrôleur, la connaissance
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de la fonctionCwc permet d’apporter une précision dans la prévision des comportements possibles de
l’application, par élimination des comportements dans lesquelsC(a,q) > Cwc(a,q). Cependant, si les
durées d’exécution pire-cas permettent de restreindre l’éventail des comportements possibles, elles
ne permettent pas de connaı̂tre le comportement le plus probable. L’utilisation des durées d’exécution
pire-cas conduit le plus souvent à une double approximation :

– D’une part, les durées d’exécution pire-cas correspondent souvent à des situations très peu
probables, c’est-à-dire que les durées d’exécution réelles sont très inférieures aux durées
d’exécution pire-cas [48, 49] ;

– D’autre part, il est en général très difficile de calculer statiquement la “vraie” durée d’exécution
pire-cas [25]. Ainsi, la plupart du temps, la fonction de durée d’exécution pire-casCwc ne
fournie qu’une borne supérieure des “vraie” durées d’ex´ecution pire-cas. La figure 3.3 illustre
ce phénomène en représentant une distribution type des durées d’exécution d’une action pour
un niveau de qualité donné.

pire-casmeilleur
cas

C(a,q)

”réel”

probabilité

cas
moyen

(Cav(a,q)) (Cwc(a,q))

pire-cas
estimé

meilleur
cas

”réel”estimé

FIG . 3.3:Distribution typique de la durée d’exécution d’une action.

Cette double approximation est évidemment très pénalisante d’un point de vue des performances
du contrôleur, et surtout d’un point de vue de la régularité des niveaux de qualité. Nous ne pouvons
pas nous passer des durées d’exécution pire-cas pour garantir le respect des échéances, mais il tout
de même possible d’utiliser d’autres estimations afin de mieux renseigner le contrôleur. Ainsi, les
politiques présentées dans ce qui suit seront non seulement basées sur les durées d’exécution pire-cas,
c’est-à-direCwc, mais également sur des estimationsmoyennes, notéesCav. Ces dernières représentent
les durées d’exécution “probables” ou “typiques” des actions.

DÉFINITION 3.10 Soit SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C), un syst̀eme paraḿetré incertain. Nous appelons
fonction de duŕee d’ex́ecutionmoyenneune fonction du la forme Cav : A×Q→ R+, telle que :

1. Cav ≤Cwc.

2. Pour toute action a∈ A, la fonction q7→Cav(a,q) est croissante.

SoitSPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C) un système paramétré incertain. Comme nous l’avons faitdans le
chapitre 2, nous étendons la fonction du durée d’exécution moyenneCav : A×Q→ R+ aux couples
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(α,θ) tels queα soit une séquence d’actions etθ soit une affectation de qualité définie surens(α),
de la manière suivante :

Cav(α,θ) = ∑
1≤i≤|α|

Cav(α(i),θ(α(i)).

Nous obtenons ainsi une fonction de durée d’exécution moyenneCav du typeA∗×Θ → R+. Ceci
permet de construire la fonction d’ordonnancementtav

s , et donc la politique de gestion de qualité
moyenne. Puisque nous n’avons pas forcémenttav

s ≤ ts f
s , la politique de gestion de qualité moyenne

n’assure pas que le contrôleur calcule des ordonnancements qui respectent des échéances. Nous allons
voir dans la suite comment mélanger les durées d’exécution moyennes et pire-cas afin de satisfaire
les trois critères auxquels nous nous intéressons, c’est-à-dire le respect des échéances, une utilisation
maximale des ressources de calcul, et une bonne régularit´e des niveaux de qualité.

PROPOSITION 3.7 La fonction de duŕee d’ex́ecution moyenne Cav : A∗×Θ → R+ est croissante au
sens de la d́efinition 3.2. De plus, la politique de gestion de qualité moyenne est conservatrice par
rapport aux duŕees d’ex́ecution moyennes.

Preuve de la proposition :Le fait que la fonction de durée d’exécution moyenneCav : A∗×Θ → R+

soit croissante découle immédiatement du fait que celle-ci est obtenue comme extension de la fonction
Cav : A×Q→ R+.

Nous allons à présent montrer que la politique de gestion de qualité moyenne est conservatrice
par rapport à la fonction de durée d’exécution moyenne, c’est-à-dire :

tav
s (α1α2,q) ≥ t ⇒ tav

s (α2,q) ≥ t +Cav(α1,q).

Nous avons :

tav
s (α1α2,q) ≥ t ⇒ min1≤k≤|α1α2| tav

s (α1α2,q)(k) ≥ t

⇒ min|α1|+1≤k≤|α1α2| tav
s (α1α2,q)(k) ≥ t

⇒ min1≤k≤|α2| tav
s (α1α2)(k+ |α1|) ≥ t

⇒ min1≤k≤|α2| D(α2(k))−Cav(α1α2
k,q) ≥ t

⇒ min1≤k≤|α2| D(α2(k))−Cav(α1,q)−Cav(α2
k,q) ≥ t

⇒ min1≤k≤|α2| tav
s (α2,q)(k) ≥ t +Cav(α1,q)

tav
s (α1α2,q) ≥ t ⇒ tav

s (α2,q) ≥ t +Cav(α1,q). 2

La politique de gestion de qualité moyenne est conservatrice par rapport aux durées d’exécution
moyennes. Au contraire, la politique de gestion de qualitésûre n’est, en général, ni conservatrice par
rapport à la fonction de durée d’exécution moyenne, ni par rapport à la fonction de durée d’exécution
pire-cas. En effet, considérons un système dans lequel, pour toutes les actionsa∈A et tous les niveaux
de qualitéq∈ Q = {0,1}, nous avonsCav(a,q) = Cwc(a,q) = q+ 1 etD(a) = 3. Dans ce cas, sia1

et a2 sont deux actions, alorsts f
s (a1a2,1) = 3−2−1 = 0. Or ts f

s (a2,1) = 3−2 = 1 < 2 = C(a1,1).
Ceci démontre que la politique de gestion de qualité sûren’est pas conservatrice par rapport à aux
fonctions de durée d’exécutionCav etCwc.
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3.3.2 Politique de gestion de qualit é simple

La politique de gestion de qualité simple est construite defaçon à prendre en compte à la fois le
comportement pire-cas de l’application, mais aussi le comportement moyen de l’application. Cette
analyse des comportements possibles de l’application permet à la fois

DÉFINITION 3.11 Nous appelons fonction de durée d’ex́ecutionsimple la fonction Csp : A∗×Θ →
R+ définie par Csp = max{Cav,Cs f }. La politique de gestion de qualité simpleest alors d́efinie par
la fonction d’ordonnancement tsp

s assocíeeà Csp.

PROPOSITION 3.8 La fonction d’ordonnancement tsp
s vérifie tsp

s = min{ tav
s , ts f

s }.

Preuve de la proposition :Nous avons :

tsp
s (α,θ) = min1≤k|α| D(αk)−Csp(αk,θ)

= min1≤k|α| D(αk)−max{Cav(αk,θ),Cs f(αk,θ) }

= min1≤k|α| min { D(αk)−Cav(αk,θ) , D(αk)−Cs f(αk,θ) }

= min{ (min1≤k|α| D(αk)−Cav(αk,θ)) , (min1≤k|α| D(αk)−Cs f(αk,θ)) }

tsp
s (α,θ) = min{ tav

s , ts f
s }. 2

A l’instar de la politique de gestion de qualité sûre, la politique de gestion de qualité simple n’est
conservatrice ni par rapport à la fonction de durée d’exécution moyenne, ni par rapport à la fonction
de durée d’exécution pire-cas. Considérons un systèmedans lequel, pour toutes les actionsa ∈ A
et tous les niveaux de qualitéq ∈ Q = {0,1}, nous avonsCav(a,q) = q+ 1, Cwc(a,q) = 2q+ 1 et
D(a) = 4. Calculons d’abordtsp

s (a1a2,1) :

tsp
s (a1a2,1) = D(a2)−max{Cav(a1a2,1),Cs f(a1a2,1) }

= 4−max {4,4} = 0.

Ensuite, nous calculonstsp
s (a2,1) :

tsp
s (a2,1) = D(a2)−max Cav(a2,1),Cs f(a2,1)

= 4−max {2,3} = 1 < 2 = Cav(a1,1).

Ainsi, la politique de gestion de qualité simple n’est pas conservatrice par rapport à la fonction de
durée d’exécution moyenne. PuisqueCav ≤ Cwc, elle n’est pas non plus conservatrice par rapport à
Cwc.

3.3.3 Les limitations de la politique simple

La politique de contrôle simple présente l’intérêt de tenir compte à la fois d’un critère de sûreté,
du fait de l’utilisation de la fonction des durées d’exécution pire-cas, et d’un critère de régularité
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des niveaux de qualité, du fait de l’utilisation des durées d’exécution moyennes. Cependant, elle
peut conduire dans certains cas à des affectations de qualité très irrégulières, et en particulier à une
réduction du niveau de qualité avant une échéance critique.

Ainsi, le contrôleurΓsp choisit parfois un niveau de qualitéq à un instant donné même s’il n’est
pas capable de tenir ce niveau de qualité par la suite, bien que les durées d’exécution réelles soient
égales ou même inférieures aux durées d’exécution moyennes. Nous considérons que ce phénomène
n’est pas acceptable dans la mesure où, les durées d’exécutions moyennes étant connues d’avance,
le contrôleur devrait être capable d’anticiper et choisir des niveaux de qualité réguliers lorsque les
durées d’exécution réelles s’approchent des durées moyennes.

Considérons un système paramétré incertainSPI(C) composé de trois actions, quatre niveaux de
qualitéQ = {1, . . . ,4}, et une seule échéanceD = 9 (pour touta ∈ A, D(a) = 9). Nous supposons
que les fonctionsC, Cav etCwc sont des fonctions constantes surA, et sont données par la figure 3.4.
Cette même figure donne les différentes affectations de qualité obtenues par l’implémentation des
politiques de contrôle sûre, simple et mixte (définie ci-dessous). Nous remarquons que les niveaux
de qualité obtenus en utilisant la politique de gestion de qualité simple sont plus réguliers que les
niveaux obtenus en utilisant la politique de gestion de qualité sûre, ce qui correspond bien à ce que
nous attendions. Cependant, dans ce cas particulier où lesdurées d’exécution réelles sont égales aux
estimations moyennes, nous nous attendons à une régularité plus importante. Cette amélioration est
réalisée par la politique de gestion de qualité mixte quenous présentons dans la section suivante.
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FIG . 3.4:Comparaison entre différentes politiques de contrôle.

3.4 Politique de contr ôle mixte

Nous présentons ici la politique de gestion de qualité mixte. A l’instar de la politique de gestion
de qualité simple, la politique mixte est construite à partir d’un mélange entre les estimations pire-
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cas et les estimations moyennes, et plus précisément entre les fonctionsCav et Cs f. Cependant, ce
mélange est réalisé de façon beaucoup plus fine dans le cas de la politique mixte. La figure 3.5 illustre
la différence entre le calcul de la fonctionCsp et le calcul de la fonctionCmx. Nous obtenons de la
sorte une meilleure estimation du comportement de l’application, et donc une plus grande régularité
des niveaux de qualité choisis par le contrôleur.

Cs f(α2,q)Cav(α(1),q)

Cs f(α,q)

Cav(α[1,2],q) Cs f(α3,q)

Cs f(α4,q)Cav(α[1,3],q)

. . .

Cs f(α|α|,q)Cav(α[1, |α−1|],q)

Cmx(α,q)

Cav(α,q)

Cs f(α,q)

Cav(α,q)

Csp(α,q)

= max

= max

FIG . 3.5:Comparaison entre le calcul de la politique de contrôle mixte et simple.

3.4.1 Politique de gestion de qualit é mixte

Pour construire la politique de gestion de qualité mixte, nous introduisons d’abord la fonction de
durée d’exécution mixteCmx. Celle-ci permet de construire la fonction d’ordonnancement mixte tmx

s
sur laquelle est basée la politique de gestion de qualité mixte.

DÉFINITION 3.12 Nous appelons fonction de durée d’ex́ecution mixte la fonction partielle Cmx :
A∗×Θ→R+ définie pour les couples(α,θ) tels queα soit une śequence d’actions etθ une affectation
de qualit́e d́efinie surens(α) de la façon suivante. Nous définissons d’abord la quantité Cmx(α,θ)(k)
par :

Cmx(α,θ)(k) = Cav(kα,θ)+Cs f(αk+1,θ).

Nous d́efinissons pour finir Cmx(α,θ) par :

Cmx(α,θ) = max0≤k≤|α| Cmx(α,θ)(k).
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Soit (α,θ) un couple pour lequel la fonction de durée d’exécution mixte est définie. La quan-
tité Cmx(α,θ) est calculée comme le maximum entre la durée d’exécutionmoyenne de(α,θ), c’est-
à-direCav(α,θ), la durée d’exécution sûre de(α,θ), c’est-à-direCs f(α,θ), et toutes les situations
intermédiaires, pour lesquelles lesk premières actions sont comptées avec la fonctionCav et les sui-
vantes sont comptées avec la fonctionCs f (voir figure 3.5).

PROPOSITION 3.9 La fonction de duŕee d’ex́ecution mixte est croissante au sens de la définition 3.2.

Preuve de la proposition :Soientα1 et α2 deux séquences d’actions, etθ une affectation de qualité
définie surens(α1α2). Alors :

Cmx(α1α2,θ) = max1≤k≤|α1α2| Cmx(α1α2,θ)(k)

= max1≤k≤|α1α2| Cav(k(α1α2),θ)+Cs f((α1α2)
k+1,θ)

≥ max1≤k≤|α1| Cav(k(α1α2),θ)+Cs f((α1α2)
k+1,θ)

≥ max1≤k≤|α1| Cav(kα1,θ)+Cs f(α1
k+1,θ). 2

DÉFINITION 3.13 La politique de gestion de qualité mixte est d́efinie par la fonction partielle tmx
s :

A∗×Θ → R assocíeeà la fonction de duŕee d’ex́ecution mixte Cmx.

La politique de gestion de qualité mixte est bien entendu basée sur la fonction de durée
d’exécution mixte. Cette dernière est issue d’un mélange à grain fin entre les fonctions de durée
d’exécution moyenne et sûre. Le but de ce mélange est d’anticiper le sur-coût induit par la sûreté, par
rapport au comportement moyen de l’application. Ce sur-coˆut est mesuré par la fonctionδmax, dont
nous donnons la définition ci-dessous.

DÉFINITION 3.14 Nous d́efinissons tout d’abord la fonctionδ par :

δ(α,θ) = Cs f(α,θ)−Cav(α,θ).

Nous d́efinissons ensuite la fonctionδmax de la façon suivante :

δmax(α,θ) = max1≤k≤|α| δ(αk,θ).

EXEMPLE 3.1 Soit un ordonnancementα = abcde f g et q> qmin un niveau de qualit́e, tels que les
durées d’ex́ecution des actions sont données par la figure 3.6. Dans ce cas, les fonctions k7→ δ(αk,q)
et k 7→ δmax(αk,q) sont repŕesent́ees dans la figure 3.7.

PROPOSITION 3.10 La fonctionδmax satisfait les propríet́es suivantes :

1. δmax≥ 0.

2. Cmx = Cav+ δmax.
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actionx Cwc(x,q)−Cav(x,q) Cwc(x,qmin)−Cav(x,q)

a 100 -10
b 10 -2
c 10 -4
d 80 -10
e 10 -10
f 20 -30
g 10 -10

FIG . 3.6:Durées d’exécution.
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FIG . 3.7:Fonctionsk 7→ δ(αk,q) etk 7→ δmax(αk,q).
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3. δmax(α1α2,θ) ≥ δmax(α2,θ).

Preuve :

1. Il suffit de voir queδ(α,θ) ≥ δ(α|α|,θ) = Cwc(α(|α|,θ)−Cav(α(|α|,θ) ≥ 0.

2. Nous remarquons que :

Cmx(α,θ)(k) = Cav(kα,θ)+Cs f(αk+1,θ)

= Cav(kα,θ)+Cav(αk+1,θ)−Cav(αk+1,θ)+Cs f(αk+1,θ)

= Cav(α,θ)+ δ(αk+1,θ).

Ainsi, Cmx(α,θ) s’écrit :

Cmx(α,θ) = max1≤k≤|α| Cmx(α,θ)(k)

= max1≤k≤|α| Cav(α,θ)+ δ(αk+1,θ)

= Cav(α,θ)+max0≤k≤|α| δ(αk+1,θ)

Puisqueδ(α|α|+1,θ) = δ(ε,θ) = 0, nous pouvons conclure que :

Cmx(α,θ) = Cav(α,θ)+max1≤k≤|α| δ(αk,θ)

Cmx(α,θ) = Cav(α,θ)+ δmax(α,θ).

3. Nous avons :

δmax(α1α2,θ) = max1≤k≤|α1α2| δ((α1α2)
k,θ)

≥ max|α1|+1≤k≤|α1α2| δ((α1α2)
k,θ)

≥ max1≤k≤|α2| δ(α2
k,θ)

δmax(α1α2,θ) ≥ δmax(α2,θ). 2

La politique de gestion de qualité simple n’est par conservatrice par rapport aux estimations
moyennes, ce qui explique le manque de régularité des niveaux de qualité obtenus parfois avec le
contrôleurΓsp. La politique de gestion de qualité mixte est, quant à elle, conservatrice par rapport
aux durées d’exécution moyennes. Elle conduira à une meilleure régularité des niveaux de qualité,
comme nous le verrons dans le chapitre 5 concernant les résultat expérimentaux.

PROPOSITION 3.11 La politique de gestion de qualité mixte est conservatrice par rapportà la fonc-
tion de duŕee d’ex́ecution moyenne.

Preuve de la proposition :Soientα1 et α2 deux séquences d’actions, etq un niveau de qualité. Sup-
posons quetmx

s (α1α2,q) ≥ t, et queC(α1,q) = Cav(α1,q). Nous avons :

tmx
s (α1α2,q) ≥ t

⇒ min1≤k≤|α1α2| D(kα1α2)−Cmx(k(α1α2),q) ≥ t

⇒ min1≤k≤|α1α2| D(kα1α2)−Cav(k(α1α2),q)−δmax(k(α1α2),q) ≥ t

⇒ min|α1|+1≤k≤|α1α2| D(kα1α2)−Cav(k(α1α2),q)−δmax(k(α1α2),q) ≥ t

⇒ min1≤k≤|α2| D(kα2)−Cav(α1,q)−Cav(kα2,q)−δmax(α1(
kα2),q) ≥ t
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Puisqueδmax(α1(
kα2)) ≥ δmax(kα2) etCav(α1,q) = C(α,q), nous obtenons :

min1≤k≤|α2| D(kα2)−C(α1,q)−Cav(kα2,q)−δmax(kα2,q) ≥ t

⇔ tmx
s (α2,q) ≥ t +C(α1,q). 2

3.4.2 Politique d’ordonnancement mixte

Nous avons donné la définition de la politique de gestion dequalité mixte dans la section
précédente. Nous étudions ici le problème de l’optimisation de la politique d’ordonnancement. Soit
SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C) un système paramétré incertain. La politique d’ordonnancement est opti-
male par rapport à la politique de gestion de qualité mixtesi pour toute traceα deG et tout niveau de
qualitéq, le prolongementαq = Best Schedmx deα dans le grapheG maximisetmx

s (αq,q) parmi tous
les prolongementα′ et α (voir section 3.1.2).

Cas d’une échéance unique

Nous nous intéressons en premier lieu au cas où la fonctiond’échéanceD est une fonction
constante. Soitα une trace etαq = Best Schedmx(α,q) le prolongement deα par l’Ordonnanceur
considéré. Dans ce cascritiqueD(αq) = {|αq|}. Puisque la politique de gestion de qualité mixte est
croissante (proposition 3.9), et d’après la proposition 3.1 nous avons :

tmx
s (αq,q) = maxk∈critiqueD(αq)

tmx
s (αq,q)(k) = tmx

s (αq,q)(|αq|) = D−Cmx(αq,q).

Les résultats de la proposition 3.10 permettent de ré-écrire la fonctionCmx à l’aide des fonctionsCav

et δmax :
tmx
s (αq,q) = D−Cav(αq,q)−δmax(αq,q).

Puisque la durée moyenneCav(αq,q) ne dépend que deens(αq), la maximisation de la fonction
d’ordonnancementtmx

s revient à une minimisation de la fonctionδmax. Nous cherchons ainsi un pro-
longementαq = Best Schedmx(α,q) tel que pour tout prolongementα′ deα nous avons :

δmax(αq,q) ≤ δmax(α′,q).

DÉFINITION 3.15 Nous d́efinissons les fonctionη : A×Q→ R+ et β : A×Q→ R de la façon sui-
vante :

η(a,q) = Cwc(a,q)−Cav(a,q)

β(a,q) = Cwc(a,qmin)−Cav(a,q).

Pour une actiona et un niveau de qualitéq, la valeurη(a,q) est la différence entre la durée
d’exécution pire-cas et la durée moyenne dea au niveau de qualitéq. La fonctionη peut être vue
comme une mesure de l’incertitude sur la durée d’exécution d’une action pour un niveau de qualité
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donné. La valeurβ(a,q), quant à elle, est la différence entre la durée d’exécution pire-cas dea au
niveau de qualité minimal, et sa durée moyenne au niveau dequalitéq. Ainsi, la fonctionβ mesure la
capacité d’une action à “récupérer” l’application, lorsque des durées d’exécution réelles trop impor-
tantes conduisent le contrôleur à accélérer l’application en réduisant le niveau de qualité. Pour une
action donnée, plusβ est petit et plus l’action permet de récupérer le système. La fonctionδ peut être
exprimée en fonction des fonctionsη et β :

δ(α,θ) = η(α(1),θ)+ β(α2,θ).

La proposition suivante donne trois règles d’échange desactions d’un prolongementα. L’appli-
cation d’une de ces trois règle permet de baisser la valeur de la fonctionδmax. Dans la suite, ces règles
serviront de base au calcul d’ordonnancement qui minimisent δmax.

PROPOSITION 3.12 Soientα un prolongement d’une traceα0 dans un graphe G, et deux actions a
et b ind́ependantes (voir d́efinition 2.1) et conśecutives, c’est-̀a-dire qu’il existe i tel que a= α(i) et
b = α(i + 1). Consid́erons le prolongementα′ deα dans lequel les actions a et b ontét́e échanǵees,
c’est-̀a-dire α′( j) = α( j) pour tout j /∈ {i, i + 1}, α′(i) = b, α′(i) = b et α′(i + 1) = a. Alors, nous
avonsδmax(α′,q) ≤ δmax(α,q) dans les situations suivantes :
R1 : η(a,q) ≤ η(b,q), β(a,q) ≤ 0 et β(b,q) ≤ 0
R2 : β(a,q) ≤ 0 et β(b,q) ≥ 0
R3 : (η−β)(a,q) ≥ (η−β)(b,q), β(a,q) ≥ 0, etβ(b,q) ≥ 0.

Preuve de la proposition :Nous savons queδmax(α,q) = max1≤ j≤|α| δ(α j ,q) et δmax(α′,q) =

max1≤ j≤|α′| δ(α′ j ,q). Nous allons donc comparer, pour toutj ∈ { 1, . . . , |α| } = { 1, . . . , |α′| }, les

valeursδ(α j ,q) et δ(α′ j ,q). SoientI1 = { i, i +1, } et I2 = { 1, . . . , i −1, i +1, . . . , |α| }.

α′
b a

α a b

i i +11 = |α′
q||αq|

FIG . 3.8:Prolongementsα et α′.

Pour tout j ∈ I2, nous avons :

δ(α j ,q) = η(α( j),q)+ β(α j+1,q)

= η(α( j),q)+
|α|

∑
k= j+1

β(α(k),q).
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Puisque{ α( j +1), . . . ,α(|α|) }= { α′( j +1), . . . ,α′(|α|) }, etα( j) = α′( j) nous obtenonsδ(α j ,q) =
δ(α′ j ,q). Il nous reste à comparer les valeurs deδ pour j ∈ I1{ i, i +1 }. Nous avons :

δ(αi ,q) = η(a,q)+ β(b,q)+ β(αi+2,q)

δ(αi+1,q) = η(b,q)+ β(αi+2,q).

Puisque{ α(i +2), . . . ,α(|α|) } = { α′(i +2), . . . ,α′(|α|) }, nous avons :

δ(α′i ,q) = η(b,q)+ β(a,q)+ β(αi+2,q)

δ(α′ i+1
,q) = η(a,q)+ β(αi+2,q).

Puisqueδmax(α,q) = max j∈I1∪I2 δ(α,q) et δmax(α′,q) = max j∈I1∪I2 δ(α′,q), il suffit de montrer
quemax j∈I1 δ(α′,q) ≤ max j∈I1 δ(α′,q) pour assurerδmax(α′,q) ≤ δmax(α,q). Les résultats suivants
découlent directement des définitions :

β(a,q) ≤ 0 ⇒ δ(α′ i,q) ≤ δ(αi+1,q) (3.1)

β(b,q) ≥ 0 ⇒ δ(α′ i+1
,q) ≤ δ(αi ,q) (3.2)

η(a,q) ≤ η(b,q) ⇒ δ(α′ i+1
,q) ≤ δ(αi+1,q) (3.3)

R1 : Supposons quea et b sont tels queβ(a,q) ≤ 0, β(b,q) ≤ 0 et η(a,q) < η(b,q). Puisque
β(a,q) ≤ 0 etη(a,q) < η(b,q), nous avonsδ(α′ i ,q) ≤ δ(αi+1,q) ≤ max j∈I1 δ(α j ,q) et δ(α′ i+1,q) ≤

δ(αi+1,q) ≤ max j∈I1 δ(α j ,q) (implications 3.1 et 3.3). Ainsi, nous obtenonsmax j∈I1 δ(α′ j ,q) ≤
max j∈I1 δ(α j ,q). Nous pouvons conclure que, dans ce cas, nous avonsδmax(α′,q) ≤ δmax(α,q).

R2 : Puisqueβ(a,q) ≤ 0 et β(b,q) > 0, nous avonsδ(α′ i ,q) ≤ δ(αi+1,q) ≤ max j∈I1 δ(α j ,q)

et δ(α′ i+1,q) ≤ δ(αi ,q) ≤ max j∈I1 δ(α j ,q) (implications 3.1 et 3.2). Ainsi, nous obtenons
max j∈I1 δ(α′ j ,q) ≤ max j∈I1 δ(α j ,q). Nous pouvons conclure que, dans ce cas, nous avons
δmax(α′,q) ≤ δmax(α,q).

R3 : Supposons quea etb sont telles queβ(a) > 0, β(b) > 0, et(η−β)(a) > (η−β)(b). Puisque
β(b,q) > 0, nous avonsδ(α′ i+1,q) ≤ δ(αi ,q) ≤ max j∈I1 δ(α j ,q) (implication 3.2). De plus, puisque
(η−β)(a,q) > (η−β)(b,q) nous avons :

δ(α′ i,q)−δ(αi ,q) = η(a,q)+ β(b,q)− (η(b,q)+ β(a,q))

= (η−β)(a,q)− (η−β)(b,q)

δ(α′ i,q)−δ(αi ,q) ≤ 0.

Ainsi, nous obtenons δ(α′ i,q) ≤ δ(αi ,q) ≤ max j∈I1 δ(α j ,q). Ainsi, nous obtenons
max j∈I1 δ(α′ j ,q) ≤ max j∈I1 δ(α j ,q). Nous pouvons conclure que, dans ce cas, nous avons
δmax(α′,q) ≤ δmax(α,q). 2

La proposition suivante résout le problème de la recherche d’un ordonnancement qui mini-
miseδmax pour un niveau de qualitéq donné, dans cas d’un graphe de précédenceG sans arcs de
précédence, c’est-à-direG = (A, /0). Un tel ordonnancement est obtenu en partitionnant les actions
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selon la valeur de la fonctionβ. En effet, toutes les actionsa telles queβ(a,q) > 0 sont ordonnancées
en premier, et les actionsa telles queβ(a,q) ≤ 0 sont ordonnancées en dernier. De plus, les actionsa
telles queβ(a,q) > 0 sont ordonnancées selonη(a,q) décroissant. Les actionsa telles queβ(a,q)≤ 0
sont ordonnancées selon(η−β)(a,q) croissant. Ce principe est illustré par la figure 3.9, et estforma-
lisé dans la proposition suivante.

ordonnancement parη décroissant ordonnancement parη−β croissant

β > 0 β ≤ 0

αq

FIG . 3.9:Ordonnancement minimisantδmax pour un niveau de qualitéq.

PROPOSITION 3.13 (ordonnancement d’un graphe sans arcs)Soit SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C) un
syst̀eme paraḿetré incertain tel que le graphe de préćedence G= (A,≺) n’ait pas d’arc, c’est-̀a-dire
≺= /0. Soient un prolongementαq d’une traceα, un niveau de qualité q, et un indice i tel que :

1. Pour tout j∈ { 1, . . . , i } nous avonsβ(αq( j),q) > 0, et pour tout j∈ { i + 1, . . . , |α| } nous
avonsβ(αq( j),q) ≤ 0.

2. Pour tout j1, j2 ∈ { 1, . . . , i }, j1 < j2 ⇒ η(αq( j1),q) ≥ η(αq( j2),q).

3. Pour tout j1, j2 ∈ { i +1, . . . , |α| }, j1 < j2 ⇒ (η−β)(αq( j1),q) ≤ (η−β)(αq( j2),q).

Alors le prolongementαq minimiseδmax, c’est-̀a-dire que pour tout prolongementα′
q deα nous avons

δmax(αq,q) ≤ δmax(α′
q,q).

Preuve de la proposition :Soit α′
q un prolongement quelconque de la traceα. Puisque le graphe de

précédence ne comporte pas d’arc, il est possible d’obtenir le prolongementαq à partir deα′
q en

utilisant ré-ordonnançant les actions deα′
q à l’aide des règles de ré-ordonnancement R1, R2, R3 de la

proposition 3.12. Puisqu’à chaque ré-ordonnancement lavaleurδmaxdiminue, nous pouvons conclure
queδmax(αq,q) ≤ δmax(α′

q,q). 2

PROPOSITION 3.14 (ordonnancement dans le casβ ≤ 0) Soit SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C) un
syst̀eme paraḿetré incertain. Soit q un niveau de qualité tel pour toute action a∈ A, β(a,q) ≤ 0.
Nous d́efinissons la fonctionη∗ comme suit :

η∗(a,q) = maxa′=a ∨ a≺a′ η(a′,q).

Soit un prolongementαq d’une traceα tel que pour tout i< j nous avonsη∗(αq(i),q) ≥ η∗(αq( j),q).
Alors le prolongementαq minimiseδmax, c’est-̀a-dire que pour tout prolongementα′

q deα nous avons
δmax(αq,q) ≤ δmax(α′

q,q).

L EMME 3.2 Soient SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C) un syst̀eme paraḿetré incertain, q un niveau de qua-
lit é tel queβ(a,q) ≤ 0 pour tout a∈ A, etα une trace de G. Pour tout prolongementαq de α, nous
avons :

δmax∗(αq,q) = δmax(αq,q),
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où δmax∗ est calcuĺe commeδmax en remplaçant les valeursη par η∗, c’est-̀a-dire :

δmax∗(αq,q) = max1≤i≤|αq| δ∗(αq
i ,q) = max1≤i≤|αq| η∗(αq(i),q)+ β(αq

i+1,q).

Preuve du lemme :Nous allons montrer tout d’abordδmax(αq,q) ≥ δmax∗(αq,q). Puisque
δmax∗(αq,q) = max1≤ j≤|αq| δ∗(αq

j ,q), il existe i ∈ { 1, . . . , |αq| } tel queδ∗(αq
i ,q) = δmax∗(αq,q).

Nous posonsa = αq(i). Nous avonsδ∗(αq
i,q)) = η∗(a,q) + β(αi+1,q). Par définition, nous avons

η∗(a,q) = maxa′=a ∨ a≺a′ η(a′,q). Autrement dit, il existe une actiona′ telle quea′ = a ou a ≺ a′,
et telle queη(a′,q) = η∗(a,q). Puisqueαq est un prolongement, il existe forcémentj ≥ i tel que
αq( j) = a′. Puisqueη(a′,q) = η∗(a,q) nous obtenons :

δ(αq
j ,q) = η(a′,q)+ β(αq

j+1,q)

δ(αq
j ,q) = η∗(a,q)+ β(αq

j+1,q).

Puisqueβ ≤ 0, nous avons :

δ(αq
j ,q) ≥ η∗(a,q)+ β(αq[i +1, j],q)+ β(αq

j+1,q)

δ(αq
j ,q) ≥ δ∗(αq

i,q) = δmax∗(αq
i,q)

δmax(αq,q) ≥ δ(αq
j ,q) ≥ δmax∗(αq

i,q).

Nous avons donc montréδmax(αq,q) ≥ δmax∗(αq
i,q).

Nous montrons à présent queδmax∗(αq,q) ≥ δmax(αq,q). Nous pourrons alors conclure que
δmax∗(αq,q) = δmax∗(αq,q). D’après la définition deη∗, nous avons immédiatement, pour toute ac-
tion a et tout niveau de qualitéq, η∗(a,q) ≥ η(a,q). Ainsi, pour touti ∈ { 1, . . . , |αq| }, nous avons
δ∗(αq

i ,q) ≥ δ(αq
i,q), ce qui démontreδmax∗(αq,q) ≥ δmax(αq,q). 2

Preuve de la proposition 3.14 :En appliquant la règle R1 de la proposition 3.12 aux fonctions
δmax∗ et η∗, nous montrons que le prolongementαq dans lequel les actions sont ordonnancées par
η∗ décroissant maximiseδmax∗, et doncδmax d’après le résultat du lemme précédent.2

PROPOSITION 3.15 (ordonnancement dans le casβ ≥ 0) Soit SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C) un
syst̀eme paraḿetré incertain. Soit q un niveau de qualité tel pour toute action a∈ A, β(a,q) ≥ 0.
Nous d́efinissons la fonction(η−β)∗ comme suit :

(η−β)∗(a,q) = maxa′=a ∨ a′≺a (η−β)(a′,q).

Soit un prolongementαq d’une traceα tel que pour tout i< j nous avons(η−β)∗(αq(i),q) ≤ (η−
β)∗(αq( j),q). Alors le prolongementαq minimiseδmax, c’est-̀a-dire que pour tout prolongementα′

q
deα nous avonsδmax(αq,q) ≤ δmax(α′

q,q).

La preuve de la proposition précédente repose sur le lemmesuivant.

L EMME 3.3 Soient SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C) un syst̀eme paraḿetré incertain, q un niveau de qua-
lit é tel queβ(a,q) ≥ 0 pour tout a∈ A, etα une trace de G. Pour tout prolongementαq de α, nous
avons :

δmax∗(αq,q) = δmax(αq,q),
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où δmax∗ est calcuĺe commeδmax en remplaçant les valeursη par (η−β)∗ + β, c’est-̀a-dire :

δmax∗(αq,q) = max1≤i≤|αq| δ∗(αq
i ,q) = max1≤i≤|αq| ((η−β)∗ + β)(αq(i))+ β(αq

i+1,q).

Preuve du lemme :
Nous allons montrer tout d’abordδmax(αq,q) ≥ δmax∗(αq,q). Puisque δmax∗(αq,q) =

max1leq j≤|αq| δ∗(αq
j ,q), il existe i ∈ { 1, . . . , |αq| } tel queδ∗(αq

i ,q) = δmax∗(αq,q). Nous posons
a = α(i). Nous avons :

δ∗(αq
i ,q) = ((η−β)∗+b)(a,q)+ β(αi+1,q).

Par définition,(η− β)∗(a,q) = maxa′=a ∨ a′≺a (η− β)(a′,q). Ainsi, il existea′ telle quea′ = a ou
a′ ≺ a, et telle que(η−β)(a′,q) = (η−β)∗(a,q). Puisqueαq est un prolongement il existe forcément
j ≤ i tel queαq( j) = a′. Puisque(η−β)(a′,q) = (η−β)∗(a,q) :

δ(αq
j ,q) = η(a′,q)+ β(αq

j+1,q)

δ(αq
j ,q) = η(a′,q)−β(a′,q)+ β(a′,q)+ β(αq

j+1,q)

δ(αq
j ,q) = (η−β)∗(a,q)+ β(a′,q)+ β(αq

j+1,q)

δ(αq
j ,q) = (η−β)∗(a,q)+ β(a′,q)+ β(αq[ j +1, i −1],q)+ β(a,q)+ β(αq

i+1,q).

Puisqueβ ≥ 0, nous avons :

δ(αq
j ,q) ≥ (η−β)∗(a,q)+ β(a,q)+ β(αq

i+1,q)

δ(αq
j ,q) ≥ δ∗(αq

i ,q) = δmax(αq,q)

δmax(αq,q) ≥ δ(αq
j ,q) ≥ δ∗(αq

i ,q).

Ce qui prouveδmax(αq,q) ≥ δmax∗(αq,q).
Nous montrons à présent queδmax∗(αq,q) ≥ δmax(αq,q). Nous pourrons alors conclure que

δmax∗(αq,q) = δmax∗(αq,q). Le résultat découle immédiatement des définitions. Eneffet, pour tout
a nous avons(η−β)∗(a,q) ≥ (η−β)(a,q). Nous en déduisons que pour touti :

(η−β)∗(αq(i),q) ≥ (η−β)(αq(i),q)

⇒ (η−β)∗(αq(i),q)+ β(αq(i),q)+ β(αq
i+1,q) ≥ (η−β)(αq(i),q)+ β(αq(i),q)+ β(αq

i+1,q)

⇒ δ∗(αq
i ,q) ≥ δ(αq

i ,q).

D’où le résultatδmax∗(αq,q) ≥ δmax(αq,q), ce qui termine la démonstration deδmax∗(αq,q) =
δmax∗(αq,q). 2

Preuve de la proposition 3.15 :En appliquant la règle R3 de la proposition 3.12 aux fonctions δmax∗

et (η− β)∗, nous montrons que le prolongementαq dans lequel les actions sont ordonnancées par
(η−β)∗ croissant maximiseδmax∗, et doncδmax d’après le résultat du lemme précédent.2
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Cas général

Le calcul d’un ordonnanceurBest Schedmx optimal par rapport à la politique de gestion de qua-
lité mixte est un problème difficile. Une première heuristique consiste à restreindre l’exploration des
prolongements aux prolongements EDF. Nous allons voir comment utiliser les résultats obtenus dans
le paragraphe précédent afin de optimiser un ordonnanceurBest Schedmx qui se limite aux prolonge-
ments EDF.

DÉFINITION 3.16 Soient SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C) un syst̀eme paraḿetré incertain,α une trace de
G, etαq un prolongement deα. Nous dirons que le prolongementα estEDF-optimal par rapport au
niveau de qualit́e q si :

1. αq est un prolongement EDF deα, c’est-̀a-dire un ordonnancement EDF de G/(A\ens(α))
par rapport à D.

2. αq maximise tmx
s parmi les prolongements EDF, c’est-à-dire :

tmx
s (αq,q) = max { tmx

s (α′,q) | α′ ∈ EDF(G/(A\ens(α)),D) }.

Nous dirons qu’un ordonnanceur BestSchedmx estEDF-optimal par rapport à la politique de
gestion de qualit́e mixte si pour toute traceα de G et tout niveau de qualité q, le prolongement
αq = Best Schedmx(α,q) est EDF-optimal par rapport au niveau de qualité q.

PROPOSITION 3.16 Soient SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C) un syst̀eme paraḿetré incertain,α une trace
de G etαq un prolongement EDF deα. Si pour tout lαq,l est un ordonnancement optimal de G/Al

par rapport au niveau de qualité q, alors le prolongementαq est EDF-optimal par rapport au niveau
de qualit́e q.

Preuve :SoitA1 . . .Al la partition induite parD∗, α = α1 . . .αL etα′ = α′
1 . . .α′

L deux ordonnancements
EDF tels que, pour toutl ∈ {1, . . . ,L}, αl et α′

l sont des ordonnancements deG/Al . Supposons que,
pour toutl , αl est un ordonnancement EDF-optimal par rapport au niveau de qualitéq. En particulier
nous avonsδmax(αl ,q) ≤ δmax(α′

l ,q).
Soit kl la longueur de l’ordonnancementα1 . . .αl , c’est-à-direkl = |α1 . . .αl |. Nous avons

tmx
s (α,q) = min1≤l≤L tmx

s (α,q)(kl ), et :

tmx
s (α,q)(kl ) = tav

s (α,q)(kl )−δmax(α1 . . .αl ,q)

= tav
s (α,q)(kl )−δmax(α1 . . .αl ,q)

= tav
s (α,q)(kl )−max1≤i≤kl δ((α1 . . .αl )

i,q)

= tav
s (α,q)(kl )−max1≤ j≤l δmax(α j ,q)+ β(α j+1 . . .αl ,q).

De plus, puisqueβ(αi+1 . . .αl ,q) = β(α′
i+1 . . .α′

l ,q) et δmax(α j ,q) ≤ δmax(α′
j ,q) pour tout j, nous

avons :

max1≤ j≤l δmax(α j ,q)+ β(α j+1 . . .αl ,q)

= max1≤ j≤l δmax(α j ,q)+ β(α′
j+1 . . .α′

l ,q)

≤ max1≤ j≤l δmax(α′
j ,q)+ β(α′

j+1 . . .α′
l ,q).
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Puisquetav
s (α,q)(kl ) = tav

s (α′,q)(kl ) nous avons, pour toutl , tmx
s (α,q)(kl )≤ tmx

s (α′,q)(kl ). Nous pou-
vons ainsi conclure quetmx

s (α,q) ≤ tmx
s (α′,q). 2

3.5 Diagramme des vitesses

Le diagramme des vitesses est une représentation graphique de l’espace d’état de l’application
contrôlée. Nous introduisons la notion de vitesse, qui est le ratio entre un temps théorique basé sur les
durées d’exécution moyennes, et le temps-réel. Pour un ´etat donné d’un système paramétré incertain,
les choix du gestionnaire de qualité s’interprètent alors en terme de comparaison entre la vitesse
optimale, qui correspond à une utilisation optimale des ressources de calcul à partir de l’état courant,
et les vitesses idéales, qui correspondent aux différents niveaux de qualité. Le diagramme des vitesses
est ainsi scindé en régions.

3.5.1 Interpr étation de la politique de gestion de qualit é moyenne

Soit SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C) un système paramétré incertain, etΓav un contrôleur deSPI(C)
basé sur la politique de contrôle moyenne. Soit(α,θ, t) un état deSPI(C)||Γav. Soitq∈ Q un niveau
de qualité, etαq = Best Schedav(α,q) le prolongementα dansG prévu par la politique d’ordon-
nancement pour le niveau de qualitéq. Soit k l’indice de l’échéance critique du prolongementαq,
c’est-à-dire l’échéanceD(αq(k)).

Nous allons tracer le diagramme des vitesses correspondantà l’échéanceD(αq(k)) et au niveau de
qualitéq. Il s’agit d’une représentation graphique en deux dimensions des états possibles du système,
et des choix de contrôle en fonction de ces états. L’abscisse du diagramme correspond à l’avancée
réelle du temps, ou temps-réelt. Nous avons forcémentD(αq(k)) ≥ t. L’ordonnée du diagramme
correspond à un temps théorique, basé sur le modèle des durées d’exécution moyennes. Ce temps
théorique permet de mesurer l’avancée de l’application dans les calculs. Nous effectuons une norma-
lisation par rapport à l’échéanceD(αq(k)), de telle sorte que le diagramme ait une forme de carré de
côtéD(αq(k)). Plus précisément, l’état(α,θ, t) correspond à la position(t,y(q)) dans le diagramme
des vitesses, oùy(q) est donné par :

y(q) = D(αq(k))
Cav(α,q)

Cav(α(kαq),q)
.

Ainsi, le diagramme des vitesse relie l’avancée réelle dutemps à l’avancée théorique du temps :
lorsque que le point(t,y(q)) est au dessus de la diagonale, nous considérons que l’application est en
avance ; si au contraire le point est en dessous de la diagonale, l’application est jugée en retard.

DÉFINITION 3.17 Nous appelonsvitesseentre deux points du diagramme(t1,y1) et (t2,y2) la pente
du vecteur qui relie ces deux points, c’est-à-dire :

v =
y2−y1

t2− t1
.
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D(αq(k)) tt

vopt(q)vidl (q)

y(q)

D(αq(k))

FIG . 3.10:Diagramme des vitesses pour le niveau de qualitéq, l’échéanceD(αq(k)), et la position(t,y(q)).

Pour un niveau de qualitéq et une position(t,y(q)) dans le diagramme des vitesses, la vitesse
idéalevidl (q) correspond à la vitesse du système dans le cas où les durées d’exécution réelles sont
exactement les durées d’exécution moyennesCav. Pour un niveau de qualitéq donné, la vitesse
idéalevidl (q) ne dépend pas de la position courante(t,y(q)), mais uniquement de l’échéance cri-
tique considérée. Ainsi, tant que l’échéance critiquene change pas, les vitesses idéales restent les
même. Elles correspondent à des valeurs intrinsèques dumodèle de l’application.

DÉFINITION 3.18 Soit SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C), un syst̀eme paraḿetré incertain. Nous appelons
vitesses id́ealesà l’ état (α,θ, t) de SPI(C), par rapport à l’ éch́eance D(αq(k)), les vitesses vidl (q)
définies pour tout niveau de qualité q par :

vidl (q) =
D(αq(k))

Cav(α(kαq),q)
.

Pour un niveau de qualitéq et une position(t,y(q)) dans le diagramme des vitesses, la vitesse
optimalevopt(q) est obtenue comme la vitesse entre la position courante(t,y(q)) et le point de co-
ordonnées(D(αq(k)),D(αq(k))). La figure 3.10 donne un exemple de diagramme des vitesses, dans
lequel les vitesses idéales et optimales ont été représentées pour le niveau de qualitéq. Il s’agit donc
d’un comportement optimal dans la mesure où il correspond `a une qualité constante et une utilisation
maximale des ressources, c’est-à-dire que l’actionαq(k) termine exactement à la dateD(αq(k)) qui
est son échéance.

DÉFINITION 3.19 Soit SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C), un syst̀eme paraḿetré incertain. Nous appelons
vitesses optimales̀a l’ état(α,θ, t) de SPI(C), par rapportà l’ éch́eance D(αq(k)), les vitesses vopt(q)
définies pour tout niveau de qualité q par :

vopt(q) =
D(αq(k))−y(q)

D(αq(k))− t
=

D(αq(k))
Cav(α(kαq),q)

Cav(kαq,q)

D(αq(k))− t
.
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Puisque D(αq(k)) est l’échéance critique du prolongementαq, nous avonstav
s (αq,q) =

tav
s (αq,q)(k). La condition d’admissibilitétav(αq,q)(k) ≥ t associée à la politique de gestion de qua-
lité moyenne peut s’exprimer simplement en terme de comparaison entre la vitesse idéalevidl (q) et la
vitesse optimalevopt(q) associée. Plus précisément, la condition d’admissibilité est vraie si et seule-
ment si la vitesse idéalevidl (q) est supérieure ou égale à la vitesse optimale associée au niveauvopt(q).
Ce résultat est intéressant dans la mesure où il permet detraduire les choix de niveau de qualité ob-
tenus avec la politique de gestion de qualité moyenne, directement dans le diagramme des vitesses.
Par exemple, dans la figure 3.10, l’état du système correspondant à la position(t,y(q)) est tel que le
niveau de qualitéq est admissible. En effet, sur cette figure, la vitesse idéale vidl (q) est supérieure à
la vitesse optimalevopt(q).

PROPOSITION 3.17 Soit (α,θ, t) un état d’un syst̀eme paraḿetré incertain SPI(C) =
(G,Cwc,D,Q;C). Soient αq = Best Schedav(α,q) les prolongements deα dans G pŕevus par
l’Ordonnanceur, et k l’indice de l’́ech́eance D(αq(k)) dans le prolongementαq. Alors la position
(t,y(q)) et les vitesses optimales vopt et idéales vidl (q) assocíeesà l’ état(α,θ, t) sont telles que :

vidl (q) ≥ vopt(q) ⇐⇒ tav
s (αq,q)(k) ≥ t.

Preuve de la proposition :Nous avons :

vidl (q) ≥ vopt(q) ⇐⇒
D(αq(k))

Cav(α(kα),q)
≥

D(αq(k))

Cav(α(kα),q)

Cav(kα,q)

D(αq(k))− t

⇐⇒ 1≥
Cav(kα,q)

D(αq(k))− t

⇐⇒ D(αq(k))−Cav(kα,q) ≥ t

⇐⇒ tav
s (αq,q)(k) ≥ t. 2

Dans le cas d’une politique d’ordonnancement statique, et tant que l’échéance critique ne change
pas, la proposition 3.17 nous permet de représenter l’ensemble des positions(t,y(q)) telles que le
niveau de qualitéq soit admissible par rapport à la politique de gestion de qualité moyenne. Pour
tracer cet ensemble dans le diagramme des vitesses, il suffitde tracer la demi-droite qui passe par
le point (0,0), et dont la pente est donnée par le vecteur de vitesse idéale vidl (q). Ainsi, dans la
figure 3.11, la zone grisée correspond états du système pour lesquelles le niveau de qualitéq n’est
pas admissible. Au contraire, la zone en clair ainsi que la demi-droite de pentevidl (q) correspond aux
états du système pour lesquels le niveau de qualitéq est admissible.

Découpage du diagramme des vitesses en r égions

La diagramme des vitesses doit être construit sur chaque état deSPI(C)||Γav, et pour chaque
niveau de qualité. Nous considérons ici un cas particulier dans lequel nous pourrons comparer les
différents états du système et les différents niveaux de qualité sur un diagramme des vitesses unique.
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t

D(αq(k))

y(q)

vidl (q)

tav
s (αq,q)(k)

D(αq(k))

FIG . 3.11:Diagramme des vitesses pour le niveau de qualitéq et l’échéance critiqueD(αq(k)).

vidl (3)

vidl (2)

vidl (1) vidl (0)

q = 3

q = 2

q = 1 q = 0

D(αq(k))

D(αq(k))
t

FIG . 3.12:Diagramme de vitesses pour des positions(t,y(q)) indépendantes du niveau de qualitéq.



96 CHAPITRE 3. CONCEPTION D’UN CONTR̂OLEUR DE QUALITÉ DE SERVICE

Considérons un système paramétré incertainSPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C), G = (A,≺), et un
contrôleurΓav basé une politique d’ordonnancement statique telle que, pour tout état(α,θ, t) de
SPI(C)||Γav, la position dans le diagramme des vitesses(t,y(q)) associée à cet état ne dépendent
pas deq, c’est-à-dire queq 7→ y(q) est une fonction constante. Nous notons alorsy(q) = y. Nous sup-
posons également que la fonctionD : A→ R+ est constante. Ainsi, l’échéance critique est toujours la
même, pour tous les états du système(α,θ, t) et pour tous les niveaux de qualitéq : il s’agit dans tous
les cas de l’échéance de la dernière action des prolongements calculés par la politique d’ordonnance-
ment.

Connaissant un état du système contrôléSPI(C)||Γav, il devient alors possible déterminer une
position unique(t,y) dans le diagramme des vitesses. Sur cet état, et donc à la position (t,y), le
contrôleur choisit un unique niveau de qualité. Nous pouvons alors découper la diagramme des vi-
tesses en régions, correspondant aux différents niveauxde qualité. La proposition 3.17 nous permet de
construire ces régions : leurs frontières sont linéaires et de pente données par les vecteurs de vitesse
idéalesvidl (q). Ainsi, dans la figure 3.12, la zone grisée correspond aux états pour lesquels aucun
niveau de qualité n’est admissible par rapport à la politique de gestion de qualité moyenne. Les autres
zones correspondent aux différents niveaux de qualité, `a savoir que la frontière supérieure gauche de
la zone du niveau de qualitéq n’appartient à cette zone, mais à celle du niveau de qualité q+1.

Dans le chapitre suivant, nous introduisons la notion deboucle. Nous verrons que l’ordonnan-
cement le plus simple d’une boucle est de la forme{α0}

n = α0α0 . . .α0, où α0 est répétén fois. Or
les positions(t,y(q)) associées aux états(α,θ, t) tels queα soit un “multiple” deα0, c’est-à-dire
α = {α0}

m, sont telles quey(q) est indépendant du niveau de qualitéq. Les résultats étudiés ici se-
ront donc pertinents dans ce cas particulier d’une boucle contrainte par une fonction d’échéanceD
constante.

3.5.2 Interpr étation de la politique de gestion de qualit é mixte

L’utilisation des durées d’exécution pire-cas dans la politique de gestion de qualité mixte permet
d’assurer le respect des échéances. Nous allons voir comment modifier le diagramme des vitesses afin
que la condition d’admissibilitétmx

s (αq,q) ≥ t de la politique de gestion de qualité mixte se traduise
de façon simple en terme de comparaison entre vitesses. Pour ce faire, nous modifions la vitesse
optimale de la manière suivante.

Soit (α,θ, t) un état deSPI(C)||Γmx, etαq = Best Schedmx(α,q) les ordonnancements prévus par
la politique d’ordonnancement pour les différents niveaux de qualité. Soitq un niveau de qualité, etk
l’indice dansαq de l’échéance critique. La définition des vitesses idéalesvidl (q) ainsi que la position
courante(t,y(q)) ne change pas par rapport à ce qui a été donné pour la politique de contrôle moyenne,
dans la section précédente. Nous définissons lesvitesses optimales sûresde la façon suivante.

DÉFINITION 3.20 Soit SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C), un syst̀eme paraḿetré incertain. Nous appelons
vitesses optimales ŝures à l’ état(α,θ, t) de SPI(C), par rapportà l’ éch́eance D(αq(k)), les vitesses
vopt−s f(q) définies pour tout niveau de qualité q par :

vopt−s f(q) =
D(αq(k)

Cav(α(kα),q)

Cav(kα,q)

D(αq(k))−δmax(αq,q)− t
.
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La vitesse optimale sûre est calculée comme la vitesse entre la position courante(t,y(q)), et
le point(D(αq(k))−δmax(αq,q),D(αq(k))). La figure 3.13 représente un exemple de diagramme des
vitesses dans le cas de la politique de contrôle mixte. La proposition suivante donne une interprétation
de la politique de gestion de qualité mixte en terme de comparaison entre les vitesses idéales définie
dans la section précédente, et les vitesses optimales sûres définies ci-dessus.

D(αq(k)) tt

y(q)

D(αq(k))

vopt(q)

δmax(kαq,q)

vidl (q)

FIG . 3.13:Diagramme des vitesses dans le cas de la politique mixte.

PROPOSITION 3.18 Soit (α,θ, t) un état d’un syst̀eme paraḿetré incertain SPI(C) =
(G,Cwc,D,Q;C). Soient αq = Best Schedav(α,q) les prolongements deα dans G pŕevus par
l’Ordonnanceur, et k l’indice de l’́ech́eance D(αq(k)) dans le prolongementαq. Alors la position
(t,y(q)) et les vitesses optimales vopt−s f et idéales vidl (q) assocíeesà l’ état(α,θ, t) sont telles que :

vidl (q) ≥ vopt−s f(q) ⇐⇒ tmx
s (αq,q)(k) ≥ t.

Preuve de la proposition :La preuve est similaire à celle qui a été donnée pour la proposition 3.17 :

vidl (q) ≥ vopt(q) ⇐⇒
D(αq(k))

Cav(α(kα),q)
≥

D(αq(k))

Cav(α(kα),q)

Cav(kα,q)

D(αq(k))−δmax(αq,q)− t

⇐⇒ 1≥
Cav(kα,q)

D(αq(k))−δmax(αq,q)− t

⇐⇒ D(αq(k))−Cav(kα,q)−δmax(αq,q) ≥ t

⇐⇒ D(αq(k))−Cmx(kα,q) ≥ t

⇐⇒ tmx
s (αq,q)(k) ≥ t. 2

Ainsi, l’interprétation de la politique de gestion de qualité mixte en terme de vitesses dans le dia-
gramme des vitesses est similaire à l’interprétation quenous avons donné dans le cas de la politique
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de gestion de qualité moyenne. La seule différence se situe au niveau de la vitesse optimale. Dans le
cas de la politique mixte, nous utilisons en effet la vitesses optimale sûre, qui ne correspond pas à une
utilisation totale des ressources, mais deD(αq(k))−δmax(αq,q) unités de temps sur lesD(αq(k)) dis-
ponibles. Ainsi, plus la valeurδmax(αq,q) sera petite, et plus l’utilisation des ressources sera proche de
l’utilisation maximale. De la sorte, nous faisons apparaı̂tre le fait que le respect des échéances limite
inévitablement la maximisation du budget de temps. Dans lecas de la politique de contrôle mixte,
le contrôleur “prévoit” de perdreδmax(αq,q) unités de temps, si les durées d’exécution réelles sont
identiques aux durées d’exécution moyennes. Bien entendu, selon la valeur des durées d’exécution
réelles, la perte réelle peut être différente de cette valeur.

Découpage du diagramme des vitesses en r égions

Comme nous l’avons fait pour la politique de contrôle moyenne, nous allons nous intéresser à un
cas particulier de système paramétré incertain avec lequel le diagramme des vitesses va pouvoir être
découpé en régions dont les frontières linéaires.

Soit SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C), G = (A,≺) un système paramétré incertain tel qu’il existe un
ordonnancement de la forme{α0}

n. Nous supposons également que la fonction d’échéanceD est
constante. Considérons le contrôleurΓmx utilisant une politique d’ordonnancement statique baséesur
{α0}

n. Nous ne représentons dans le diagramme des vitesses que les points qui correspondent à des
états de la forme({α0}

m,θ, t), m≤ n. Dans ce cas, la position(t,y(q)) associée à l’état({α0}
m,θ, t)

est indépendante du niveau de qualitéq. En effet, nous avons :

y(q) = D
Cav({α0}

m,q)

Cav({α0}n,q
= D

m
n

.

Un point (t,y(q)) correspondant à l’état({α0}
m,θ, t) appartient à la région du niveau de qualitéq si

et seulement si nous avons :

tmx
s ({α0}

n−m,q) ≥ t > tmx
s ({α0}

n−m,q+1) si q < qmax,

et
tmx
s ({α0}

n−m,q) ≥ t sinon.

Les équations des frontières des régions sont donc de la forme tmx
s ({α0}

n−m,q) = t, c’est-à-dire,
puisque la fonction d’échéanceD est constante,Cav({α0}

n−m,q) + δmax({α0}
n−m,q) = t, ou plus

simplement(n−m)Cav(α0,q)+ δmax({α0}
n−m,q) = t.

Dans la section 4.5.1, nous montrons en particulier que, pour un niveau de qualitéq donné,
δmax({α0}

n−m,q) est une fonction linéaire de l’entierm. Ainsi, l’équation d’une frontière d’une région
est linéaire en fonction dem. Puisquemest linéaire en fonction dey(q), nous avons démontré que les
frontières des régions sont linéaires dans le diagrammedes vitesses. La figure 3.14 illustre ce résultat.

Résultat sur l’utilisation du budget de temps

Intuitivement, nous voyons dans le diagramme des vitesse que la valeurδmax est caractéristique
dans la politique de gestion de qualité mixte. En effet, elle mesure la différence entre le comportement
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vidl (3)

vidl (2)

vidl (0)

q = 3

q = 2

q = 1 q = 0

D

D
t

FIG . 3.14:Diagramme de vitesses pour des positions(t,y(q)) indépendantes du niveau de qualitéq.

pire-cas et le comportement moyen, et a donc un lien avec l’incertitude qui existe sur les durées
d’exécution réelles. Nous allons voir que deux facteurs limite l’utilisation du budget de temps. Le
premier est justement l’incertitude sur les durées d’exécution ; il sera mesuré grâce à la fonctionδmax.
Le second concerne la granularité de contrôle. En effet, plus la granularité de contrôle est fine et
plus le contrôleur sera en mesure de maximiser le budget de temps en s’approchant au plus près des
échéances. Dans le diagramme, ceci s’interprète par unemeilleure approximation de la vitesse idéale
par les niveaux de qualité discrets du système paramétr´e incertain.

PROPOSITION 3.19 Soit SPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C), G= (A,≺) un syst̀eme paraḿetré incertain tel
que sa fonction d’́ech́eance D soit constante. Considérons le contr̂oleur Γmx baśee sur la politique de
gestion de qualit́e mixte et une politique d’ordonnancement statique basée sur l’ordonnancementα
de G. Supposons que l’ordonnancement(α,θ) de SPI(C) calcuĺe par le contr̂oleur Γmx soit tel que
q = θ(α(1)) < qmax, et que les duŕees d’ex́ecution ŕeelles C soient telles que C= Cav. Dans ce cas,
nous avons le ŕesultat suivant sur l’utilisation du budget de temps disponible :

D−∆−δmax(α,q+1) ≤C(α,θ) ≤ D,

où ∆ est une valeur caractérisant la granularit́e de contr̂ole, d́efinie par :

∆ = max { Cav(a,min )−Cav(a,q) | q < qmax,a∈ A }.

La preuve de la proposition précédente est donnée dans l’annexe.
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CHAPITRE 4

Mise en œuvre efficace

D
ANS le chapitre précédent, nous avons présenté une technique de contrôle à grain fin d’ap-
plication temps-réel. En agissant sur certains paramètres — les niveaux de qualité —
nous permettons à l’application d’utiliser au mieux les ressources de calcul, le but étant
de maximiser la qualité de service finale par rapport à des contraintes temps-réel de type

échéance. Le contrôle de l’application est obtenu par l’insertion de points de contrôle dans l’applica-
tion, sur lesquels le code correspondant au contrôleur estappelé afin de choisir la prochaine action à
exécuter et fixer son niveau de qualité.
Le contrôleur doit donc s’attacher à la fois à effectuer des choix de contrôle pertinents, mais aussi à ne
pas grever inutilement le budget de temps alloué, de façonà pouvoir activer des niveaux de qualité les
plus élevés possibles. Les performances du contrôleur dépendent donc non seulement de la technique
de contrôle qui est employée, mais aussi de la manière dont celle-ci est implémentée. Par exemple,
dans l’implémentation actuelle, nous avons fait le choix de n’utiliser que des politiques d’ordonnan-
cement statique.
Dans ce qui suit, nous abordons le problème de la génération automatique d’un contrôleur à partir
du modèle de l’application. Ce travail est basé sur l’implémentation d’un prototype d’outil réalisé
au cours de cette thèse. Nous traiterons de la majeure partie des problèmes rencontrés au cours cette
implémentation, et en particulier les points suivants :

– Fonctionnement général de l’outil. Nous verrons comment celui-ci s’intègre au sein d’un pro-
cessus classique de compilation.

– Modélisation de l’application temps-réel. Nous proposons une extension au modèle de système

101
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paramétré incertain présenté dans le chapitre 3. Nous verrons comment construire le modèle
d’une application réelle — un encodeur vidéo — dans la chapitre 5.

– Implémentation d’une politique d’ordonnancement statique pour la politique de contrôle simple
et la politique de contrôle mixte présentées dans le chapitre 3.

– Implémentation efficace du calcul des fonctions d’ordonnancement correspondant à la poli-
tique de gestion de qualité simple et la politique de gestion de qualité mixte. En particulier,
nous chercherons un compromis entre le pré-calcul statique d’informations, qui a tendance à
augmenter la consommation mémoire et la taille de l’exécutable, et le calcul dynamique, qui
augmente la durée d’exécution du contrôleur, et donc de diminuer la qualité de service finale.

4.1 Généralit és sur l’outil

Le flot de compilation et de génération de l’application contrôlée est illustré par la figure 4.1. Pour
nous, l’application qui se trouve en entrée du flot est complètement décrite avec :

– un système paramétré incertain ; la notion de graphe de précédence hiérarchique nous permet-
tra de générer un contrôleur pour des applications qui contiennent des boucles dont le nombre
d’itérations est connu à l’exécution seulement, ce qui est très souvent le cas dans les applica-
tions multimédia ;

– une bibliothèque de fonctions écrites en C ; celle-ci fournie une implémentation des actions du
système paramétré incertain.

A partir de cette description, l’outil génère (statiquement) un ordonnancement de l’application ainsi
qu’un ensemble de tables qui sont utilisées, à l’exécution, pour accélérer l’exécution du code corres-
pondant au contrôleur. Ces tables dépendent bien entendude la politique de gestion de qualité mise
en œuvre. Nous verrons en particulier comment implémenterefficacement un contrôleur basé sur la
politique de gestion de qualité simple et sur la politique de gestion de qualité mixte.

4.1.1 Entr ées du flot de g énération de l’application contr ôl ée

Les entrées du flot de génération de l’application contrˆolée sont de deux types.

Modèle de l’application. Il s’agit d’un système paramétré incertain dont le graphe de précédence est
hiérarchique. Un tel graphe permet de modéliser la répétition d’un sous-ensemble d’actions,
ce qui est particulièrement utile pour modéliser les applications multimédia qui sont souvent
constituées d’algorithmes itératifs.

Biblioth èque de fonctions.Ces fonctions, écrites en langage C dans l’implémentation actuelle,
décrivent l’effet de l’exécution des actions. Dans l’implémentation de l’outil, le lien entre une
action et sa fonction correspondante peut être assuré parune table fournie en entrée.
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Outil

Compilateur

Graphe hiéarchiqueGH
Niveaux de qualit́eQ

void A(int q) {

...

}

void B(int q) {

...

}

...

Bilbioth èque de fonctions

Tables pré-calcuĺeesOrdonnanceur statique
(Best SchedX)

A(Choisir q()) ;

B(Choisir q()) ;

C(Choisir q()) ;

D(Choisir q()) ;

Application Contr ôlée

Modèle de tempsCav Cwc, D

A
B

D

F

C

E

Gestionnaire de Qualit́e

}
...

}
}

Calculer tsX() {

Choisir q() {
Calculer tsX() ;
for(... ;q++) {

m=tsX[q] - t ;
...

générique

Modèle de l’application
(syst̀eme paraḿetré incertain étendu)

(tX
s ≥ t)

FIG . 4.1:Flot actuel de génération de l’application contrôlée.
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Extension du mod èle du graphe de flot de donn ée aux boucles

4.1.2 Génération du contr ôleur

L’outil qui a été développé s’intègre dans le flot de compilation et génération de l’application
contrôlée. Il génère le contrôleur à partir du modèle de l’application. En pratique, deux fichiers sont
générés :

Ordonnancement statique. Un fichier en langage C est généré par l’outil et est de la forme α =
{α1}

n1{α2}
n2 . . .{αm}

nm, où les valeursni ne sont pas connues statiquement, mais sont des
paramètres d’entrée de l’application contrôlée. Dansla suite, nous appelonspoint de contr̂ole
toute position dans le code de l’application contrôlée sur laquelle le contrôleur peut être appelé.
Ces positions correspondent aux états du système paramétré incertain. Puisqu’il s’agit d’une
politique d’ordonnancement statique, il existe également une correspondance directe entre les
suffixes deα = {α1}

n1{α2}
n2 . . .{αm}

nm et les points de contrôle.

Tables pré-calcuĺees statiquement.Ces tables représentent l’implémentation du gestionnaire de
qualité qui est spécifique à l’application. La partie générique, écrite directement en lan-
gage C, est donnée dans un fichier séparé. La générationdes tables pré-calculées ainsi que
l’implémentation du gestionnaire de qualité générique dépend de la politique de gestion de
qualité choisie. Dans la suite, nous allons donner les algorithmes qui permettent la génération
efficace des tables, ainsi que les algorithmes qui permettent calculer efficacement le niveau de
qualité courant sur chaque point de contrôle.

4.1.3 Contr ôleur

Le code C décrivant le fonctionnement du contrôleur est donné dans un fichier séparé. Ce code C
est un code générique, et ne dépend pas de l’application `a contrôler. Bien entendu, il utilise les valeurs
pré-calculées qui sont générées par l’outil. Dans la suite, nous donnerons les algorithmes qui sont à
la base de notre implémentation en C du contrôleur.

4.2 Graphe de pr écédence hi érarchique

Le modèle que nous traitons dans l’outil actuel est une extension de système paramétré incertain.
Dans ce modèle étendu, nous prenons en compte la notion deboucle, c’est-à-dire la répétition d’un
ensemble d’actions appelécorps de boucle. En effet, la plupart des applications multimédia com-
portent des traitements itératifs. En général, ces algorithmes sont implémentés à l’aide de boucles,
comme dans le langage C par exemple. En introduisant une notion de boucle directement dans le
modèle, nous facilitons d’une part la modélisation de l’application, et nous améliorons d’autre part
l’efficacité du contrôleur, en évitant de déplier les boucles. Ainsi, la seule différence entre le modèle
de système paramétré incertain utilisé dans les chapitres 2 et 3, et celui qui est utilisé en entrée de
l’outil est l’utilisation d’un graphe de précédence hiérarchique à la place du graphe de précédence
classique. Un graphe précédence hiérarchique permet destructurer un graphe de précédence en un
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ensemble de boucles, dont les corps de boucle sont des graphes de précédence classique. Le nombre
d’itérations de chaque boucle est alors un paramètre du modèle.

DÉFINITION 4.1 Nous appelonsgraphe de pŕećedence híerarchique un graphe de pŕećedence
GH = (GS,≺,ν) tel que :

1. GS est un ensemble fini de graphes de préćedence, GS= { G1, . . . ,GN } avec Gi = (Ai ,≺i), tel
que les ensembles d’actions A1, . . ., An soient disjoints, c’est-à-dire pour tout i6= j nous avons
Ai ∩A j = /0.

2. (GS,≺) est un graphe de préćedence.

3. ν est un param̀etre du type GS→ N, qui fixe le nombre d’it́erations des graphes de préćedence
G1, . . ., GN du graphe híerarchique.

A partir d’un graphe de précédence hiérarchique et du nombre d’itérations des boucles, il est pos-
sible de construire le graphe de précédence déplié, dans lequel les itérations des différentes actions
sont représentées. Ce graphe est appelésémantiquedu graphe hiérarchique. Il décrit les relations de
précédence qui existent entre les différentes itérations des actions des différentes boucles qui com-
posent le graphe hiérarchique. Il existe une dépendance entre deux itérations de deux actions dans les
trois cas suivants :

– les deux actions sont dans deux boucles différentes et il existent un arc entre ces deux boucles
dans le graphe hiérarchique ;

– il s’agit de la même itération de deux actions différentes d’une même boucle, et il existe un arc
entre ces deux actions dans le graphe hiérarchique ;

– il s’agit de deux itérations différentes d’une même action, telles que le niveau de la première
itération soit inférieur à celui de la seconde.

DÉFINITION 4.2 (śemantique d’un graphe híerarchique) Soient GH = (GS,≺,ν) un graphe
hiérarchique tel que GS= { G1, . . . ,GN } et pour tout i∈ { 1, . . . ,N }, Gi = (Ai,≺i). Nous appelons
alors sémantiquedu graphe híerarchique GH par rapport au param̀etreν, le graphe de pŕećedence
not́e ||GH|| = (AS,≺S) tel que :

1. L’ensemble d’actions A est donné par :

AS =
[

1≤i≤N

(
[

1≤ j≤ν(Gi)

{ (a, j) | a∈ Ai }
)

.

2. La relation de pŕećedence≺S est donńee par :

(a, i) ≺S (b, j) ∈≺⇔







a∈ Ak ∧ b∈ Al ∧ Gk ≺ Gl

a∈ Al ∧ b∈ Al ∧ a≺l b
a = b ∧ i < j.

La sémantique d’un graphe hiérarchiqueGH = (GS,≺,ν) dépend du nombre d’itérations des
boucles qui le composent, c’est-à-dire du paramètreν. Dans la suite, nous cherchons à développer des
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techniques de contrôle qui évitent de construire explicitement la sémantique du graphe hiérarchique,
laissant le nombre d’itérationsν en paramètre. Afin de d’alléger les notations nous noterons ai pour
la ièmeitération(a, i) d’une actiona.

EXEMPLE 4.1 Soit GH= (GS,≺,ν) le graphe híerarchique tel que GS= { G1,G2 }, Gi = (Ai,≺i)
pour i ∈ {1,2}, A1 = {a,b,c} et A1 = {d, f}. Les relations de pŕećedence≺, ≺1 et ≺2 sont
représent́ees dans la figure 4.2. Dans cette figure, la hiérarchie est repŕesent́ee par des rectangles.
Ainsi, les actions a, b, c appartiennent au même rectangle.

a

grapheG2

d

f

bc

grapheG1

n1

n2

FIG . 4.2:Exemple de graphe hiérarchiqueGH.

La śemantique||GH|| du graphe GH pour l’affectation de nombre d’itérations ν : GS→ N,
ν(G1) = ν1 = 3, ν(G2) = ν2 = 2, est repŕesent́ee dans la figure 4.3. Nous rappelons que les
représentations graphiques des graphes de préćedence font apparaı̂tre seulement les arcs de la re-
lation préd́ecesseur-successeur immédiats, afin de ne pas surcharger la représentation (voir la sec-
tion 2.1.1).

Dans la suite, nous travaillerons avec des graphes de préc´edence hiérarchique à la place des
graphes de précédence. Cela ne change pas fondamentalement le problème de contrôle d’un système
paramétré incertain puisque la sémantique d’un graphe hiérarchique est un graphe de précédence.
Lorsque nous parlerons de trace, prolongement ou ordonnancement d’un graphe hiérarchique, nous
ferons en fait référence à la sémantique du graphe hiérarchique. Puisque les itérations d’une même
action sont totalement ordonnées dans la sémantique du graphe hiérarchique, nous ne ferons pas ap-
paraı̂tre les indices correspondant aux différentes itérations. Revenons sur le graphe hiérarchiqueGH
de l’exemple 4.1 (figure 4.2). Siν donne le nombre d’itérations des boucles deGH, et est telle que
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d2

f2f1

d1

a1 a2 a3

c1 b1 c2 b2 c3 b3

FIG . 4.3:Sémantique||GH|| du grapheGH pour l’affectation du nombre d’itérationsν1 = 3 etν2 = 2.

ν(G1) = 3, ν(G2) = 2, alors nous dirons queα = abcabcabcdd f fest un ordonnancement deGH,
puisqu’il correspond à l’ordonnancementα′ = a1b1c1a2b2c2a3b3c3d1d2 f1 f2 de la sémantique||GH||
deGH.

Les techniques de génération de contrôleur que nous allons développer seront indépendantes du
nombre d’itération des boucles. Ceci permet de générer une application contrôlée générique, pa-
ramétrée par le nombre d’itérations connu à l’exécution seulement.

4.3 Ordonnancement d’un graphe hi érarchique

Nous expliquons ici comment générer une politique d’ordonnancement pour un système pa-
ramétré incertain dont le graphe de précédence est hiérarchique. Nous cherchons une technique qui
évite le dépliage du graphe hiárchique, c’est-à-dire qui ne travaille pas sur sa sémantique mais sur le
graphe hiérarchique lui-même. Ceci permet de laisser le nombre d’itérations des boucles comme un
paramètre d’entrée de l’application. De plus, la technique est plus efficace qu’une technique basée
sur un dépliage, surtout lorsque le nombre d’itérations des boucles est grand, ce qui est le cas de
l’application considérée dans le chapitre 5. L’opérateur de répétition suivant est utilisé pour décrire
des ordonnancements dans lesquels le nombre de répétitions d’un sous-ensemble d’actions peut ne
pas être statiquement connu et dépendre du nombre d’itérations des boucles du graphe hiérarchique.

NOTATION 4.1 Soit A un ensemble d’actions etα une śequence d’actions. Nous noterons{α}ν la
séquence de longueurν|α| correspondant̀a la réṕetition de la śequenceα ν fois, c’est-̀a-dire :

{α}ν = {α}ν = αα . . .α
︸ ︷︷ ︸

ν fois

.
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Etant donnée une boucleGi = (Ai,≺i), il est possible d’ordonnancer une seule de ses itérations,
c’est-à-dire ordonnancer le grapheGi. Soitαi un ordonnancement du grapheGi . En répétant cet l’or-
donnancementαi autant de fois que le nombre d’itérations de la boucleGi, c’est-à-direν(Gi), nous
obtenons l’ordonnancement{αi}

ν(Gi) de la boucleGi. Nous obtenons de la sorte un ordonnancement
dont la représentation est très compacte, ce qui n’est pasle cas de tous les ordonnancements possibles
de cette boucle. Cependant, pour pouvoir optimiser l’ordonnancement d’une boucle par rapport à une
politique de gestion de qualité donnée, il peut être nécessaire de ne pas se limiter aux ordonnance-
ment de la forme{αi}

ν(Gi). Dans ce cas, il convient de trouver un compromis entre la compacité de
l’ordonnancement, et son optimalité par rapport à la politique de gestion de qualité choisie.

Soit GH = (GS,≺,ν) un graphe hiérarchique. La forme générale d’un ordonnancement deGH
sera{α1}

ν1{α2}
ν2 . . .{αm}

νm, oùν1, . . .,νm sont des expressions qui peuvent dépendre du paramètre
ν. Dans la suite, nous dirons que la séquence{αi}

νi est uneboucle, même si elle ne correspond pas à
l’ordonnancement d’une boucle du graphe hiérarchique. Nous dirons de plus queαi est lecorps de la
boucle{αi}

νi , puisqu’il s’agit du motif de base qui est répété dans la boucle{αi}
νi .

Politique d’ordonnancement statique EDF

La génération d’un ordonnancement EDF d’un graphe hiérarchique GH = (GS,≺,ν), GS=
{ G1, . . . ,GN }, peut être fait de la manière suivante. SoitD : A1 ∪ . . . ∪AN → R+ une fonction
d’échéance. Supposons que la fonction d’échéanceD est constante sur chaque boucle, c’est-à-dire
D est constante sur chaque sous-ensemble d’actionsAi. Si ce n’est pas le cas, nous transformons le
graphe hiérarchique en découpant chaque boucleGi deGH selon la partition induite par la fonction
D∗

i des échéances rétro-propagées dansGi, ce qui transforme la boucleGi en autant de boucles que
la taille de la partition. Les arcs de précédence entre lesboucles ainsi obtenus sont placés de façon
à respecter la règle EDF et les précédence initiaux. Ce principe est illustré par la figure 4.4, qui re-
prend le graphe hiérarchique de l’exemple 4.1. Les valeursprises par la fonction d’échéanceD ont
été ajoutées, et nous illustrons le découpage de la boucle G1 sur laquelleD n’est pas constante. Après
transformation, les valeurs correspondent aux échéances rétro-propagées.

Puisque la fonctionD est constante sur les bouclesGi deGH, le grapheGH peut être vu comme
un graphe de précédence classique. Il est donc possible deconstruire l’ordonnancement EDFγ =
γ(1) . . . γ(N) deGH vu comme un graphe de précédence, et par rapport à la fonction d’échéanceD.
Les élémentsγ(1), . . ., γ(N) de γ sont donc les bouclesG1, . . .,GN deGH. L’ordonnancement final
α du graphe hiérarchiqueGH est obtenu en concaténant les ordonnancementsαi des bouclesGi de
GH, dans l’ordre donné parα, c’est-à-direα = {α1}

ν1 . . .{αN}
νN , oùαi est un ordonnancement de la

boucleγ(i).

4.4 Mise en œuvre efficace des politiques de gestion de qualit é

Nous allons voir comment implémenter les politiques de gestion de qualité qui ont été proposées
dans le chapitre 3, c’est-à-dire la politique de gestion dequalité simple et la politique de gestion
de qualité mixte. Concernant la politique de gestion de qualité simple, nous introduisons d’abord la
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+∞

n1

n1

FIG . 4.4:Transformation du graphe hiérarchique.

notion de fonction de durée d’exécutionà mise-̀a-jour rapide. Nous allons voir comment implémenter
une politique de gestion de qualité basée sur une fonctionde durée d’exécutioǹa mise-̀a-jour rapide.

4.4.1 Mise en œuvre efficace de la politique de gestion de qual it é simple

Dans cette section, nous introduisons la notion de fonctionde durée d’exécutioǹa mise-̀a-jour
rapide. La fonction d’ordonnancement associée à une fonction dedurée d’exécution à mise-à-jour
rapide possède un certain nombre de propriétés qui permettent calculer facilement la valeur de la
fonction d’ordonnancement sur tous les points de contrôle, dans le cas de l’utilisation d’une politique
d’ordonnancement statique. En effet, dans ce cas la valeur de la fonction d’ordonnancement sur un
point de contrôle est déduite de la valeur au point de contrôle précédent.

Notion de fonction de dur ée d’ex écution à mise- à-jour rapide

Une fonction de durée d’exécutionCX : A∗ × Θ → R+ à mise-à-jour rapide est telle que la
différence entre la durée d’une séquence d’actionα et un de ses suffixesαk, c’est-à-direCX(α,θ)−
CX(αk,θ), est indépendante des actionsα(k+1), . . .,α(|α|).

DÉFINITION 4.3 Soit CX : A∗ ×Θ → R+ une fonction de durée d’ex́ecution. Nous dirons que CX

est une fonction de durée d’ex́ecutionà mise-̀a-jour rapide si pour toutes śequencesα1 et α2, toute
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action a et toute affectation de qualité θ nous avons :

CX(α1a,θ)−CX(a,θ) = CX(α1aα2,θ)−CX(aα2,θ).

PROPOSITION 4.1 Les fonctions de durée d’ex́ecution Cav et Cs f sont des fonctions de durée
d’exécutionà mise-̀a-jour rapide. Plus pŕeciśement :

Cav(αa,θ)−Cav(a,θ) = Cav(α,θ)

Cs f(αa,θ)−Cs f(a,θ) = Cs f(α,θ)+Cwc(a,qmin)−Cwc(a,θ).

Preuve de la proposition :Puisque la fonctionCav : A∗×Θ → R+ est obtenue par extension de la
fonctionCav : A×Q→ R+, nous avons :

Cav(α1aα2,θ)−Cav(aα2,θ) = Cav(α1a,θ)+Cav(α2,θ)− (Cav(a,θ)+Cav(α2,θ))

= Cav(α1a,θ)−Cav(a,θ) = Cav(α1,θ).

En utilisant la définition de la fonctionCs f, nous avons :

Cs f(α1aα2,θ)−Cs f(aα2,θ) = Cwc(α1(1),θ)+Cwc(α1
2a,qmin)+Cwc(α2,qmin)

−(Cwc(a,θ)+Cwc(α2,qmin))

= Cwc(α1(1),θ)+Cwc(α1
2,qmin)+Cwc(a,qmin)−Cwc(a,θ)

= Cs f(α1,θ)+Cwc(a,qmin)−Cwc(a,θ). 2

Les fonctions de durée d’exécutionCav et Cs f sont des fonctions de durée d’exécution à mise-
à-jour rapide. Ainsi, les résultats que nous allons voir dans cette section seront applicables dans le
cas de la politique de gestion de qualité moyenne et sûre. Lorsque nous le jugerons nécessaire, nous
instancierons ces résultats généraux à l’une ou l’autre des politiques.

PROPOSITION 4.2 (calcul incrémental detX
s ) Soit CX une fonction de durée d’ex́ecutionà mise-̀a-

jour rapide, (α,θ) un prolongement et j l’indice de l’éch́eance critique de(α,θ) par rapport à tXs .
Alors, pour tout i≤ j nous avons :

tX
s (αi ,θ) = tX

s (α,θ)+CX(iα,θ)−CX(α(i),θ).

Preuve de la proposition :Tout d’abord, nous exprimons les valeurstX
s (αi ,θ)(k) en fonction des

valeurstX
s (α,θ)(k− i +1) :

tX
s (αi ,θ)(k) = D(k(αi))−CX(k(αi),θ)

= D(α[i,k− i +1])−CX(α[i,k− i +1],θ)

= D(α[i,k− i +1])−CX(α[i,k− i +1],θ)+CX(α[1,k− i +1],θ)−CX(α[1,k− i +1],θ).
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PuisqueCX est une fonction de durée d’exécution à mise-à-jour rapide, nous obtenons :

tX
s (αi ,θ)(k) = D(α[i,k− i +1])−CX(α[1,k− i +1],θ)+CX(α[1, i],θ)−CX(α(i),θ)

= tX
s (α,θ)(k− i +1)+CX(iα,θ)−CX(α(i),θ).

Le résultat précédent nous permet d’écrire :

tX
s (αi ,θ) = max1≤k≤|αi | tX

s (αi ,θ)(k)

= max1≤k≤|αi | tX
s (α,θ)(k− i +1)+CX(iα,θ)−CX(α(i),θ)

= CX(iα,θ)−CX(α(i),θ)+max1≤k≤|αi | tX
s (α,θ)(k− i +1)

Puisque le maximum des valeurstX
s (α,θ)(k− i + 1) est atteint lorsquej = k− i + 1, c’est-à-dire

lorsquek = j − i +1∈ {1, . . . , |αi |}, nous avons :

= CX(iα,θ)−CX(α(i),θ)+max1≤k≤|α| tX
s (α,θ)(k)

= CX(iα,θ)−CX(α(i),θ)+ tX
s (α,θ). 2

La proposition précédente permet de déduire la valeur dela fonction d’ordonnancementtX
s d’un

point de contrôle à un autre. En particulier, entre deux points de contrôle consécutifs, c’est-à-dire pour
i = 1, et pour une affectation de qualité constante, c’est-à-dire θ = q, nous avons :

tX
s (α2,q) = tX

s (α,q)+CX(2α,q)−CX(α(2),q).

Ainsi, si le contrôleur ne remet pas en cause l’ordonnancement prévu, et en particulier si la politique
d’ordonnancement est statique, il est possible de déduirela valeur de la fonction d’ordonnancement
d’un point de contrôle à un autre par un calcul très simple.

PROPOSITION 4.3 (calcul incrémental deCX) Soit CX une fonction de durée d’ex́ecutionà mise-
à-jour rapide. Soientα1 et α2 deux śequences d’actions, etθ une affectation de qualité d́efinie sur
ens(α1α2). Nous notons a la dernière action deα1, c’est-̀a-dire a= α1(|α1|), et b la premìere action
deα2, c’est-̀a-dire b= α2(1). Alors nous avons :

CX(α1α2,θ) = CX(α1,θ)+CX(α2,θ)+CX(ab,θ)−CX(a,θ)−CX(b,θ).

Preuve de la proposition :Nous notonsα′
1 le préfixe deα1 tel queα′

1a= α1, c’est-à-direα′
1 =|α1|−1α1,

et α′
2 le suffixe deα2 tel quebα′

2 = α2, c’est-à-direα′
2 = α2

2. Nous avons alors :

CX(α1α2,θ) = CX(α1bα′
2,θ).

Puisque CX est une fonction de durée d’exécution à mise-à-jour rapide, nous avons
CX(α1bα′

2,θ) − CX(bα′
2,θ) = CX(α1b,θ) − CX(b,θ), c’est-à-direCX(α1bα′

2,θ) = CX(α1b,θ) −
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CX(b,θ)+CX(bα′
2,θ). Ainsi, nous obtenons :

CX(α1α2,θ) = CX(α1b,θ)−CX(b,θ)+CX(bα′
2,θ)

= CX(α′
1ab,θ)−CX(b,θ)+CX(α2,θ)

= CX(α′
1a,θ)−CX(a,θ)+CX(ab,θ)−CX(b,θ)+CX(α2,θ)

= CX(α1,θ)−CX(a,θ)+CX(ab,θ)−CX(b,θ)+CX(α2,θ). 2

COROLLAIRE 4.1 Soit α = {α1}
n1{α2}

n2 . . .{αm}
nm un ordonnancement et CX une fonction de

durée d’ex́ecution à mise-̀a-jour rapide. Nous notons ak et bk les actions qui correspondent aux
premìeres et dernìeres actions des ordonnancementsαk, c’est-̀a-dire ak = αk(1) et bk = αk(|αk|).
Nous avons :

CX({αk}
nk,θ) = nk ·C

X(αk,θ)+ (nk−1) · (CX(bkak,θ)−CX(bk,θ)−CX(ak,θ)).

Nous en d́eduisons l’expression de CX(α,θ) suivante :

CX(α,θ) = ∑
1≤k≤m

nk ·C
X(αk,θ)+ (nk−1) · (CX(bkak,θ)−CX(bk,θ)−CX(ak,θ))

+ ∑
1≤k≤m−1

(CX(bkak+1,θ)−CX(bk,θ)−CX(ak,θ)).

Preuve du corollaire :
La preuve est faite par récurrence surni . SoitP (n) la proposition suivante :

P (n) ⇔ CX({αk}
n,θ) = n·CX(αk,θ)+ (n−1) · (CX(bkak,θ)−CX(bk,θ)−CX(ak,θ)).

Nous démontrons d’abord que la propositionP (1) est vraie. En effet, nous avonsP (1) ⇔
CX({αk}

1,θ) = CX(αk,θ).
Nous montrons à présent queP (n) ⇒ P (n+ 1). Supposons que la propositionP (n) est vraie.

D’après la proposition 4.3, nous avons :

CX({αk}
n+1,θ) =CX({αk}

nαk,θ) =CX({αk}
n,θ)+CX(αk,θ)+CX(bkak,θ)−CX(bk,θ)−CX(ak,θ).

Puisque nous supposons queP (n) est vraie, nous obtenons :

CX({αk}
n+1,θ) = CX({αk}

n,θ)+CX(αk,θ)+CX(bkak,θ)−CX(bk,θ)−CX(ak,θ)

= n·CX(αk,θ)+ (n−1) · (CX(bkak,θ)−CX(bk,θ)−CX(ak,θ))

+CX(αk,θ)+CX(bkak,θ)−CX(bk,θ)−CX(ak,θ)

= (n+1) ·CX(αk,θ)+n· (CX(bkak,θ)−CX(bk,θ)−CX(ak,θ)).

Ainsi, nous avons démontréP (n) ⇒ P (n+ 1), ce qui termine la démonstration par récurrence du
résultat.
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L’expression deCX(α,θ) se déduit du résultat précédent en appliquant une nouvelle fois le résultat
de composition de la proposition 4.3 :

CX(α,θ) = CX({α1}
n1{α2}

n2 . . .{αm}
nm,θ)

= CX({α1}
n1,θ)+ . . .+CX({αk}

nk,θ)+CX(b1a2,θ)+ . . .+CX(bm−1am,θ)

−CX(b1,θ)− . . .−CX(bm−1,θ)−CX(a2,θ)− . . .CX(am,θ).

En remplaçantCX({αk}
nk,θ) par l’expression trouvé dans la première partie du corollaire, nous ob-

tenons le résultat. 2

PROPOSITION 4.4 (invariance de l’́ech́eance critique) Soient CX une fonction de durée
d’exécution à mise-̀a-jour rapide et (α,θ) un prolongement quelconque d’uńetat d’un syst̀eme
paraḿetré incertain SPI(C). Consid́erons l’indice j de l’́ech́eance critique de(α,θ) par rapport à
CX. Alors, pour tout i≤ j, l’indice de l’éch́eance critique de(αi ,θ) par rapport à CX est j− i +1.

Preuve de la proposition :Pour toutk nous avons :

tX
s (αi ,θ)(k) = tX

s (α,θ)(k+ i −1)+CX(iα,θ)−CX(α(i),θ).

Nous en déduisons :

{ k≥ 1 | tX
s (αi ,θ)(k) = tX

s (αi ,θ) } = { k≥ 1 | tX
s (α,θ)(k+ i −1) = tX

s (α,θ) }

⇒ max{ k≥ 1 | tX
s (αi ,θ)(k) = tX

s (αi ,θ)} = max{ k≥ 1 | tX
s (α,θ)(k+ i −1) = tX

s (α,θ)}

⇒ max{ k≥ 1 | tX
s (αi ,θ)(k) = tX

s (αi ,θ)} = max{ k≥ i | tX
s (α,θ)(k) = tX

s (α,θ)}− i +1.

α i j

αi
1 j − i +1

FIG . 4.5:Prolongementsα et αi .

Puisque nous avons l’indice de l’échéance critique de(α,θ) est j et i ≤ j, nous avons :

j = max{ k≥ 1 | tX
s (α,θ)(k) = tX

s (α,θ)} = max{ k≥ i | tX
s (α,θ)(k) = tX

s (α,θ)}.

Nous pouvons donc conclure que :

max{ k≥ 1 | tX
s (αi ,θ)(k) = tX

s (αi ,θ)} = j − i +1,

c’est-à-dire que l’indice de l’échéance critique de(αi ,θ) est j − i +1. 2

La proposition précédente donne un résultat très intéréssant à propos des fonctions de durée
d’exécution à mise-à-jour rapides. En effet, l’indicej de l’échéance critique d’un prolongement(α,θ)
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devient j− i+1 après avoir exécuté lesi−1, i ≤ j, premières actions. Autrement dit, dans le cas d’une
politique d’ordonnancement statique, l’échéance critique ne change tant que l’action qui correspond
à cette échéance n’a pas été exécutée.

Fort de ces résultats sur les fonctions de durée d’exécution à mise-à-jour rapide, nous proposons
dans ce qui suit une implémentation efficace du contrôleurΓX lorsque la politique d’ordonnancement
est statique, et que la fonction de durée d’exécutionCX est à mise-à-jour rapide.

4.4.2 Impl émentation efficace dans le cas d’un ordonnanceur statique

Nous allons voir comment implémenter efficacement un contrôleur basé sur une fonction de
durée d’exécution à mise-à-jour rapide et ne politiqued’ordonnancement statique. Dans un premier
temps nous expliquons comment pré-calculer un certain nombre de valeurs nécessaires, utilisées pour
accélérer l’exécution du contrôleur. Nous donnons ensuite l’algorithme de calcul du contrôleur en
tout point ce contrôle. Il s’agit d’une instanciation efficace de l’algorithme de contrôle abstrait dans
ce contexte particulier. Les optimisations sont basées sur les résultats de la section précédente, et en
particulier sur ceux du corollaire 4.1 et de la proposition 4.4.

Soit SPI(C) = (GH,Cwc,D,Q;C) un système paramétré incertain dont le graphe de précédence
GH = (GS,≺,ν) est hiérarchique. SoitCX une fonction de durée d’exécution à mise-à-jour rapide
et une politique d’ordonnancement statique basé sur l’ordonnancementα = {α1}

n1{α2}
n2 . . .{αm}

nm

du graphe hiérarchiqueGH. Nous notonsα0 l’ordonnancement des corps de boucle, c’est-à-dire
α0 = α1α2 . . .αm.

Valeurs pr é-calcul ées statiquement

Pour plus de clarté dans l’exposé, nous avons choisi de représenter les valeurs pré-calculées avec
une police de caractère de machine à écrire. Tout d’abord, nous définissons la variable représentant le
nombre total de boucles dans l’ordonnancementα :

NOMBREBOUCLES:= m.

Nous définissons ensuite les valeursmaj action X[i,q] pour tout i ∈ { 1, . . . , |α| − 1 }. Celles-ci
permettent de mettre à jour la valeur de la fonction d’ordonnancement entre deux point de contrôle,
lorsque l’échéance critique ne change pas.

maj action X[i,q] := CX(α0[i, i +1],q)−CX(α0(i +1),q).

Pour finir, nous définissons les trois tables de mise à jour suivantes. Elles correspondent au niveau
de granularité des boucles. Ces tables sont utiles lors de l’initialisation de la valeur de la fonction
d’ordonnancement, ainsi que lors du “franchissement” d’une échéance critique, c’est-à-dire après
l’exécution d’une action dont l’échéance correspond àl’échéance critique. Soientak et bk les actions
qui correspondent aux premières actions et aux dernièresactions des corps de bouclesαk, c’est-à-dire
ak = αk(1) etbk = αk(|αk|).

maj echeance X[k,q] := CX(αk,q)
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NOMBREBOUCLES nombres de boucles composant l’ordonnancementα
maj action X[i,q] mise à jour detX

s entre deux actions
maj echeance X[k,q] durées d’exécution des corps de boucle
maj echeance correction intra X[k,q] calcul de la durée d’exécution des boucles
maj echeance correction inter X[k,q] calcul de la durée d’exécution de l’ordonnancement

FIG . 4.6:Valeurs pré-calculées statiquement.

echeances [k] bornes des boucles de l’ordonnancement
nombre iterations [k] valeur des échéances

FIG . 4.7:Paramètres connus à l’exécution.

maj echeance correction intra X[k,q] := CX(bkak,q)−CX(ak,q)−CX(bk,q)

maj echeance correction inter X[k,q] :=

{
CX(bkak+1,q)−CX(bk,q)−CX(ak+1,q) si k < m
0 sinon.

Algorithmes de calcul de ΓX

Nous allons donner les algorithmes de calcul du contrôleurΓX basé sur la fonction de durée
d’exécution à mise-à-jour rapideCX et une politique d’ordonnancement statique. Les algorithmes
présentés concernent essentiellement le calcul de la fonction tX

s . Nous utilisons quatre tableaux glo-
baux afin de mémoriser certaines informations entre les points de contrôle. Ces tableaux sont ini-
tialisés par la fonctionInitialiser tX

s (figure 4.11). Ainsi, la valeurtX
s [q] représente la valeur de la

fonction d’ordonnancement sur le point de contrôle courant au niveau de qualitéq. Le tableautX
s pile

est une pile correspondant au valeurs prises partX
s lors des franchissement des échéances critiques.

La tableautX
s pile indicedonne l’indice des boucles correspondant aux échéances critiques. Pour fi-

nir, le tableautX
s pile taille donne la taille des deux piles précédentes pour les différents niveaux de

qualité. Cette taille est bornée par le nombre de boucle del’ordonnancementα, c’est-à-dire parm.

Le calcul de la fonction tX
s utilise les valeurs statiquement pré-calculées, c’est-

à-dire les tables NOMBREBOUCLES et les tables maj action X, maj echeance X,
maj echeance correction intra X et maj echeance correction inter X. En
outre, la valeur des échéances et le nombre d’itérationsde chaque boucle est connu au démarrage de
l’application. Pour se faire, nous supposons que les tablesnombre iterations et echeances

a1 b1 a2 b2 a3 b3 a4 b4 a5 b5

α1 α2 α3 α4 α5

α0

FIG . 4.8:Ordonnancementα0 = α1α2 . . .αm.
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sont initialisées à l’exécution comme suit :

nombre iterations [k] := nk

echeance [k] := D(αk).

tX
s [q] contient la valeur courantetX

s pour le niveau de qualitéq
tX
s pile[i,q] piles des valeurs detX

s au changement d’échéance critique
tX
s pile indice[i,q] piles des indice des échéances critiques
tX
s pile taille[q] taille des pilestX

s pile et tX
s pile indice

FIG . 4.9:Tableaux globaux utilisés pour le calcul detX
s .

A chaque point de contrôle, un appel à la fonctionChoisir q X (figure 4.11) permet de calculer le
niveau de qualité de la prochaine action à exécuter. Ainsi, la fonctionChoisir q X prend un argument
le triplet (i,k, t) et retourne un niveau de qualité. Le triplet(i,k, t) donne une information sur l’état
courant :i correspond à l’indice de l’action qui vient d’être exécutée, plus précisément à une position
dans l’ordonnancementα0, k correspond à l’indice de la boucle courante, ett est le temps-réel.

La fonctionChoisir q X fait appel àCalculer tX
s . Cette dernière calcule, pour chaque niveau de

qualitéq, la valeur courantetX
s [q]. Tant que l’échéance critique ne change pas, c’est-à-dire tant quek<

echeancecritiqueX , le calcultX
s [q] sur le point de contrôle courant suivant se fait par une simple cor-

rection par rapport à la valeur courante. Cette correctionest réalisée par la fonctionMAJ Action tX
s .

Lorsque l’échéance critique est dépassée, c’est-à-dire lorsquek ≥ echeancecritiqueX [q], la valeur
tX
s [q] sur le point de contrôle suivant ne peut pas être déduite de la valeur courante. Dans ce cas,
tX
s [q] est ré-initialisé avec la valeur qui se trouve au sommet dela pile tX

s pile. C’est la fonction
MAJ BoucletX

s permet cette ré-initialisation.

Choisir q X(i,k, t)
si (i = 0) faire Initialiser tX

s ()
Calculer tX

s (i,k)
qM := qmin

pour tout q∈ Q faire
si (q≥ qM ∧ tX

s [q] ≥ t) faire qM := q
fin pour tout
retourner qM

fin Choisir q X
FIG . 4.10: Algorithme de contrôle du niveau de qualité, c’est-à-dire implémentation d’algorithme de
contrôle abstrait.
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Initialiser tX
s ()

pour tout q∈ Q faire
margemin := −∞
taille := 0
k := NOMBREBOUCLES
tant que (k≥ 1) faire

n := nombre iterations [k]
c := n∗maj echeance X[k,q]
c := c+(n−1)∗maj echeance correction intra X[k,q]
marge:= echeance [k]−c
c := c+maj echeance correction inter X[k,q]
si (marge< margemini−c) faire

taille := taille+1
tX
s pile[taille,q] := margemini
tX
s pile indice[taille,q] := k+1
margemini := marge

sinon faire
margemini := margemini−c

fin si
k := k−1

fin tant que
tX
s pile taille[q] := taille
tX
s [q] := margemini

fin pour tout
fin Initialiser tX

s

FIG . 4.11:Algorithme d’initialisation des variables globales.

Calcul de tav
s

Sur la base des résultats du corollaire 4.1, les tables sontcalculées de la façon suivante dans le cas
particulier detav

s .

maj action av[i,q] := Cav(α0[i, i +1],q)−Cav(α0(i +1),q) = Cav(α0(i),q)

maj echeance av[k,q] := Cav(αk,q)

maj echeance correction intra av[k,q] := Cav(bkak,q)−Cav(bk,q)−Cav(ak,q) = 0

maj echeance correction inter av[k,q] := Cav(bkak+1,q)−Cav(bk,q)−Cav(ak+1,q) = 0.

Puisque les valeurs présentent dans les tablesmaj echeance corrections intra et
maj echeance corrections inter sont toutes nulles, nous pouvons simplifier l’algorithme
Initialiser tav

s . La figure 4.14 donne la version simplifiée deInitialiser tav
s .
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Calculer tX
s (i,k)

pour tout q∈ Q faire
taille := tX

s pile taille[q]
si (k > tX

s pile indice[taille,q]) faire
MAJ BoucletX

s (k,q)
sinon faire

MAJ Action tX
s (i,q)

fin si
fin pour tout

fin Calculer tX
s

FIG . 4.12:Algorithme principal de calcul detX
s .

MAJ BoucletX
s (k,q)

taille := tX
s pile taille[q]

tX
s [q] := tX

s pile[taille,q]
tX
s pile taille[q] := taille−1

fin MAJ BoucletX
s

MAJ Action tX
s (i,q)

tX
s [q] := tX

s [q]+maj action X[i]
fin MAJ Action tX

s

FIG . 4.13:Algorithmes de mise à jour de la fonction d’ordonnancement.

Calcul de ts f
s

Dans le cas de la politique de gestion de qualité sûre, les tables pré-calculées sont définies de la
façon suivante

maj action s f[i,q] := Cs f(α0[i, i +1],q)−Cs f(α0(i +1),q)

= Cwc(α0(i),q)+Cwc(α0(i +1),qmin)−Cwc(α0(i +1),q)

maj echeance s f[k,q] := Cs f(αk,q)

maj echeance intra s f[k,q] := Cs f(bkak,q)−Cs f(bk,q)−Cs f(ak,q)

= Cwc(ak,qmin)−Cwc(ak,q)

maj echeance inter s f[k,q] := Cs f(bkak+1,q)−Cs f(bk,q)−Cs f(ak+1,q)

= Cwc(ak+1,qmin)−Cwc(ak+1,q).

Calcul de tsp
s

Nous avons vu comment calculer efficacement la valeur des fonction d’ordonnancementtav
s et ts f

s

sur tout point de contrôle dans le cas d’un ordonnanceur statique. La fonction d’ordonnancementtsp
s

correspondant à la politique de gestion de qualité simplepeut être obtenue facilement à partir des
fonctions d’ordonnancementtav

s et ts f
s , puisque nous savons que la fonction d’ordonnancementtsp

s

vérifie tsp
s = min tav

s , ts f
s (voir proposition 3.8 de la section 3.3.2).
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Initialiser tav
s ()

pour tout q∈ Q faire
margemin := −∞
taille := 0
k := NOMBREBOUCLES
tant que (k≥ 1) faire

n := nombre iterations [k]
c := n∗maj echeance av[k,q]
marge:= echeance [k]−c
si (marge< margemini−c) faire

taille := taille+1
tav
s pile[taille,q] := margemini
tav
s pile indice[taille,q] := k+1
margemini := marge

sinon faire
margemini := margemini−c

fin si
k := k−1

fin tant que
tav
s pile taille[q] := taille
tav
s [q] := margemini

fin pour tout
fin Initialiser tav

s

FIG . 4.14:Initialisation dans le cas de la politique de gestion de qualité moyenne

EXEMPLE 4.2 Consid́erons l’ensemble des niveaux de qualité Q = {0,1}, l’ensemble d’actions
A = {a,b,c,d,e, f} et un contr̂oleur baśe sur un ordonnancement statiqueα = abcde f . La fonction
d’éch́eance D: A→R+∪{+∞ } et les duŕees d’ex́ecution Cav : A×Q→R+ et Cwc : A×Q→R+ sont
donńees par la figure 4.16. Nous avonscritiqueD(α) = {2,6}. Les valeurs pŕe-calcuĺees sont donńees
dans la figure 4.17. La figure 4.18 donne l’algorithme correspondantà l’application contr̂olée. Dans
celui-ci, les fonctions a, b, c, d, e, g représentent l’impĺementation des actions Actiona, Actionb,
Action c, Actiond, Actione, Action f , Action g. Elles prennent en argument le niveau de qualité q
auquel elle doivent s’exécuter. Nous supposons de plus qu’elles mettentà jour le temps-ŕeel t.

4.5 Calcul de tmx
s

Dans la proposition suivante, nous montrons que la politique de gestion de qualité mixte n’est
issue d’une fonction de durée d’exécution à mise-à-jour rapide. La preuve est faite en exhibant un
contre-exemple dans lequel nous considérons un système paramétré incertain constitué de trois ac-
tions et deux niveaux de qualité.
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Calculer tsp
s (i,k)

Calculer tav
s (i,k)

Calculer ts f
s (i,k)

pour tout q∈ Q faire
tsp
s [q] :=

min(tav
s [q], ts f

s [q])
fin pour tout

fin Calculer tsp
s

Initialiser tsp
s ()

Initialiser tav
s ()

Initialiser ts f
s ()

fin Initialiser tsp
s

FIG . 4.15:Algorithme de calcul detsp
s à partir detav

s et ts f
s .

actionx D(x) Cav(x,0) Cav(x,1) Cwc(x,0) Cwc(x,1)

a +∞ 1 2 3 4
b 10 2 3 4 7
c +∞ 1 4 2 6
d +∞ 4 6 10 14
e 60 3 6 10 12
f 50 10 20 20 30

FIG . 4.16:Echéances et durées d’exécution.

PROPOSITION 4.5 La fonction de duŕee d’ex́ecution mixte Cmx n’est pasà mise-̀a-jour rapide.

Preuve de la proposition :Soit un système paramétré incertainSPI(C) = (G,Cwc,D,Q;C), G= (A,≺
), composé de trois actionsA = { a,b,c } et deux niveaux de qualitéQ = { 0,1 }, tel que le graphe
de précédence soit vide, c’est-à-dire≺= /0. Nous supposons que les durées d’exécution pire-cas sont
données par la figure 4.19.

Si la politique deCmx était une fonction de durée d’exécution à mise-à-jourrapide, nous aurions
en particulier :

Cmx(ab,1)−Cmx(b,1) = Cmx(abc,1)−Cmx(bc,1).

PuisqueCmx = Cav+ δmax, nous aurions :

Cav(ab,1)+ δmax(ab,1)−Cav(b,1)−δmax(b,1) = Cav(abc,1)+ δmax(abc,1)−Cav(bc,1)−δmax(bc,1)

Cav(a,1)+ δmax(ab,1)−δmax(b,1) = Cav(a,1)+ δmax(abc,1)−δmax(bc,1)

δmax(ab,1)−δmax(b,1) = δmax(abc,1)−δmax(bc,1).

Or nous avons :
δmax(ab,1)−δmax(b,1) = 3−2 = 1

et :
δmax(abc,1)−δmax(bc,1) = 9−9 = 0.

Ainsi, nous avons démontré queCmx n’est pas une fonction de durée d’exécution à mise-à-jour rapide.
2
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NOMBREACTIONS:= 6
NOMBREBOUCLES:= 2

echeance [k] 2 6
k 1 2

maj action av[i,q] q = 0 q = 1

i = 1 1 2
i = 2 2 3
i = 3 1 4
i = 4 4 6
i = 5 3 6
i = 6 10 20

maj action s f[i,q] q = 0 q = 1

i = 1 3 1
i = 2 4 3
i = 3 2 2
i = 4 10 12
i = 5 10 -8
i = 6 20 30

maj echeance av[k,q] q = 0 q = 1

k = 1 3 5
k = 2 18 36

maj echeance s f[k,q] q = 0 q = 1

k = 1 7 4
k = 2 42 46

maj echeance2 s f[k,q] q = 0 q = 1

k = 1 0 8
k = 2 0 0

FIG . 4.17:Valeur pré-calculées.

Puisque la fonction de durée d’exécution mixteCmx n’est pas à mise-à-jour rapide, il n’est pas
possible de déduire de façon simple la valeur de la fonction d’ordonnancementtmx

s sur un point de
contrôle donné à partir du point de contrôle précédent, comme nous l’avons fait pour les politique de
gestion de qualité moyenne, sûre et simple. A chaque instant nous allons devoir mémoriser les marges
par rapport à toutes les échéances potentiellement critiques, c’est-à-dire les valeurstmx

s (α,θ)(k) pour
tout k ∈ critiqueD(α). D’après les propositions 3.1 et 3.9 (voir chapitre 3), cesvaleurs seront suffi-
santes pour calculertmx

s (α,θ).
Nous savons quetmx

s (α,θ)(k) = tav
s (α,θ)(k)−δmax(kα,θ). PuisqueCav est une fonction de durée

d’exécution à mise-à-jour rapide, nous pouvons calculer efficacementtav
s (α,θ)(k). Ainsi, ce qui suit

sera essentiellement consacré au calcul efficace la fonction δmax, dans le cas d’une politique d’ordon-
nancement statique.

4.5.1 Calcul efficace de δmax dans le cas d’une échéance unique

Dans un premier temps, nous allons voir comment calculer la fonction d’ordonnancementtmx
s

lorsque la fonction d’échéanceD : A0 → R+∪{ +∞ } est une fonction constante. Nous avons vu que
dans la section 2.4 que, dans ce cas, la fonction d’ordonnancement s’écrit :

tmx
s (α,θ) = tav

s (α,θ)−δmax(α,θ).

PuisqueCav est une fonction de durée d’exécution à mise-à-jour rapide, il est facile de calculer la
valeurtav

s (α,θ). Nous allons voir comment calculer efficacementδmax.
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t := 0
Initialiser tsp

s

Action a(Choisir q sp(0,0, t))
Action b(Choisir q sp(1,0, t))
Action c(Choisir q sp(2,1, t))
Action d(Choisir q sp(3,1, t))
Action e(Choisir q sp(4,1, t))
Action f (Choisir q sp(5,1, t))

FIG . 4.18:Algorithme correspondant à l’application contrôlée.

actionx Cav(x,q) Cwc(x,q)

a q + 1 q + 3
b q + 1 q + 3
c q + 1 10q + 1

FIG . 4.19:Durées d’exécution moyennes et pire-cas.

Propri étés de la fonction δmax relatives aux boucles

PROPOSITION 4.6 (calcul deδmax par bloc) Nous avons les résultats suivant sur la fonctionδmax

présent́ee dans le chapitre 3 :

1. δmax(α1α2 . . .αm,θ) = max1≤k≤m δmax(αk,θ)+ ∑
l>k

β(α j ,θ).

2. Pour tout n> 0 nous avonsδmax({α}n,θ) =

{
δmax(α,θ) si β(α,θ) ≤ 0
δmax(α,θ)+ (n−1)β(α) sinon.

Preuve de la proposition :

1. Nous décomposonsδmax à l’aide des fonctionsη et β définies dans la section 3.4.2 :

δmax(α1α2 . . .αm,θ) = max1≤i≤|α1α2...αm| η((α1α2 . . .αm)(i),θ)+ β((α1α2 . . .αm)i+1,θ)

= max1≤k≤m max1≤i≤|αk| η(αk(i),θ)+ β(αk
i+1,θ)+ ∑

l>k

β(αl ,θ)

= max1≤k≤m (max1≤i≤|αk| δ(αk
i,θ))+ ∑

l>k

β(αl ,θ)

= max1≤k≤m δmax(αk,θ)+ ∑
l>k

β(αl ,θ).

2. La démonstration du second point est un cas particulier du premier résultat. En effet, d’après
ce qui précède, pour toutn > 0, nous avons :

δmax({α}n,θ) = max1≤k≤n δmax(α,θ)+ ∑
l>k

β(α,θ).
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Si β(α,θ) ≤ 0, alors le maximum de l’expression précédente est atteint pourk = n, c’est-à-dire
δmax({α}n,θ) = δmax(α,θ). Dans le cas où nous avonsβ(α,θ) > 0, la maximum est atteint pour
k = 1, c’est-à-direδmax({α}n,θ) = δmax(α,θ)+ (n−1)β(α,θ). 2

La proposition suivante permet de calculer la valeur de la fonction δmax sur un point de contrôle
d’une boucle{α}n. Nous l’exprimons en fonction de la valeur de la fonctionδmax sur des points de
contrôle du corps de boucleα, et de la valeurβ(α,θ).

PROPOSITION 4.7 (calculδmax pour une boucle) Soit {α}n une boucle. Dans la suite, p et r
désignent respectivement le résultat et le reste de la division entière de k− 1 par |α|, c’est-̀a-dire
k−1 = p|α|+ r et 0≤ r < |α|.

1. Siβ(α,θ)≤ 0, alors la valeur de la fonctionδmaxest donńee, pour tout suffixe({α}n)k de{α}n,
par :

δmax(({α}n)k,θ) =

{
δmax(α,θ) si p < n−1
δmax(αr+1,θ) si p = n−1.

2. Siβ(α,θ) > 0, alors la valeur de la fonctionδmaxest donńee, pour tout suffixe({α}n)k de{α}n,
par :

δmax(({α}n)k,θ)=







δmax(α)+ (n− p−1)β(α,θ) si r = 0
δmax(αr+1,θ) si r > 0 et p = n−1
max{ δmax(αr+1,θ)+ (n− p−1)β(α,θ), δmax(α)+ (n− p−2)β(α,θ) } sinon.

Preuve de la proposition :La preuve de la proposition est fait principalement appel aux résultats
énoncés dans la proposition 4.6. Soit({α}n)k de{α}n un suffixe de la boucle{α}n. Nous écrivons ce
suffixe en faisant apparaı̂tre les entiersp et r :

αr+1{α}n−p−1.

Ainsi, grâce au premier résultat de la proposition 4.6 nous avons :

δmax(({α}n)k,θ) = δmax(αr+1{α}n−p−1,θ)

= max{ δmax(αr+1,θ)+ (n− p−1)β(α,θ), δmax({α}n−p−1,θ) }.

1. Supposons tout d’abord queβ(α,θ)≤ 0. Lorsquen− p−1> 0, c’est-à-direp< n−1, le second
résultat de la proposition 4.6 permet d’écrire :

δmax(({α}n)k,θ) = max{ δmax(αr+1,θ)+ (n− p−1)β(α,θ), δmax({α}n−p−1,θ) }

= max{ δmax(αr+1,θ)+ (n− p−1)β(α,θ), δmax(α,θ) }.

Puisqueδmax(αr+1,θ) ≤ δmax(α,θ) et β(α,θ) ≤ 0, nous pouvons conclure que, lorsque
β(α,θ) ≤ 0 et p < n−1 :

δmax(({α}n)k,θ) = δmax(α,θ).

Lorsquep = n−1, nous avons{α}n−p−1 = ε, et donc :

δmax(({α}n)k,θ) = δmax(αr+1,θ).
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2. Supposons queβ(α,θ) ≤ 0. Sir = 0, nous avons :

δmax(({α}n)k,θ) = δmax({α}n−p,θ)

= δmax(α,θ)+ (n− p−1)β(α,θ).

Si r > 0 et p = n−1, nous avons :

δmax(({α}n)k,θ) = δmax(αr+1,θ).

Si p < n−1, nous avons :

δmax(({α}n)k,θ) = max{ δmax(αr+1,θ)+ (n− p−1)β(α,θ), δmax({α}n−p−1,θ) }

= max{ δmax(αr+1,θ)+ (n− p−1)β(α,θ), δmax(α,θ)+ (n− p−2)β(α,θ) }.

Valeurs pr é-calcul ées

Soit SPI(C) = (GH,Cwc,D,Q;C) un système paramétré incertain dont le graphe de précédence
est hiérarchique,GH = (GS,≺,ν). SoitBest Schedmx une politique d’ordonnancement statique basée
sur l’ordonnancementα = {α1}

n1{α2}
n2 . . .{αm}

nm du graphe hiérarchiqueGH. Nous notonsα0 l’or-
donnancement des corps de boucle, c’est-à-direα0 = α1α2 . . .αm. Avant de présenter les algorithmes
qui permettent de calculer efficacement la valeur deδmax en tout point de contrôle de l’ordonnance-
mentα, nous définissons un ensemble de valeurs statiquement pré-calculées. Elle nous serviront à
d’accélérer de manière significative le calcul deδmax. Le principe est de calculerδmax à deux niveaux
de granularité : le niveau de granularité des boucles, et le niveau de granularité des actions, qui est un
raffinement du niveau précédent.

NOMBREBOUCLES nombres de boucles composant l’ordonnancementα
delta max action [i,q] valeurδmax sur un point de contrôle d’un corps de boucle

delta max[k,q] valeurδmax dukièmecorps de boucle

beta [k,q] valeurβ dukièmecorps de boucle

FIG . 4.20:Valeurs pré-calculées statiquement permettant le calcul efficace deδmax.

Tout d’abordNOMBREBOUCLESreprésente le nombre de boucles qui constitue l’ordonnance-
mentα, c’est-à-dire :

NOMBREBOUCLES:= m.

Les tablesdelta max action etdelta maxcontiennent toutes les deux un ensemble de valeurs
de la fonctionδmaxpré-calculées. Ainsi, la tabledelta maxcontient la valeur deδmaxpour lekième

corps de boucle, c’est-à-dire :

delta max[k,q] := δmax(αk,q).

La tabledelta max action contient des valeurs deδmax correspondant à des points de contrôle
des corps de boucles. Plus précisément, sii est un indice dans l’ordonnancementα0, c’est-à-dire
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1 ≤ i ≤ |α0|. Soit k le plus grand indice tel quei > |α1 . . .αk|, alorsdelta max action [i,q] est
défini par :

delta max action [i,q] := δmax(αk+1
i−|α1...αk|,q).

L’algorithmeCalculer delta max action donné dans la figure 4.21 permet de calculer efficace-
ment les valeurs de la tabledelta max action . Il n’est pas utilisé lors de l’exécution de l’ap-
plication contrôlée, mais il est seulement utilisé lorsde la génération du contrôleur afin de pré-
calculer la tabledelta max action . Il utilise l’ensembleDERNIERESACTIONSdes indices
correspondant aux dernières actions des corps de boucle dans l’ordonnancementα0, c’est-à-dire
DERNIERESACTIONS= {|α1 . . .αk| | 1≤ k≤ m}. Pour finir, la tablebeta contient simplement
les valeurs de la fonctionβ pour tous les corps de boucle, c’est-à-dire :

beta [k,q] := β(αk,q) = ∑
1≤i≤|αk|

β(αk(i),q).

Calculer delta max action (α0)
DERNIERESACTIONS:= {|α1 . . .αk| | 1≤ k≤ m}
pour tout q∈ Q faire
i := |α0|
delta max:= −1
sommebeta:= 0
tant que (i ≥ 1) faire

si (i ∈ DERNIERESACTIONS) faire
delta max:= −1
sommebeta:= 0

fin si
a = α(k)
delta:= Cwc(a,q)−Cav(a,q)+sommebeta
si (delta> delta max) faire

delta max:= delta
fin si
delta max action [i,q] := delta max
sommebeta= sommebeta+Cwc(a,qmin)−Cav(a,q)
k := k−1

fin tant que
fin Calculer delta max action

FIG . 4.21:Algorithme de calcul de la tabledelta max action .

Algorithmes de calcul de δmax

Outres les valeurs pré-calculées, le calcul de la fonction δmax requière les tableauxδmax,
δmax pile,δmax pile indice, δmax pile taille et somebeta pile, afin de conserver certaines valeurs



126 CHAPITRE 4. MISE EN ŒUVRE EFFICACE

calculées dynamiquement. Le contenu de ces tableaux est initialisé par la fonctionInitialiser δmax

(figure 4.23).
Le tableauδmaxde dimension|Q| contient, à tout point de contrôle, la valeur de la fonction δmaxde

la séquence d’actions qui reste à exécuter. Les tableauxδmax pile, δmax pile indice, etsomebeta pile
sont utilisés pour empiler certaines valeurs calculées au démarrage de l’application. Leur dimen-
sion maximale estm× |Q|, et l’indice de la prochaine valeur à dépiler est donnée par le tableau de
δmax pile taille de dimension|Q|.

Plus précisément, la pileδmax pile contient les différentes valeurs de la fonctionδmax au niveau
de granularité des boucles. Le tableauδmax pile indicecontient l’indice des boucle après lesquelles
la fonction δmax change de valeur. Enfin, la pilesomebeta pile contient la valeur de la fonctionβ
pour les boucles

δmax[q] valeur deδmax sur le point de contrôle courant
δmax pile[i,q] pile de valeurs deδmax au niveau de granularité des boucles
δmax pile indice[i,q] indice des boucles précédent les changements de valeur
δmax pile taille[q] taille des piles
somebeta pile[i,q] somme des valeursβ des boucles qui suivent la boucle qui maximiseδ

FIG . 4.22:Tableaux utilisés pour le calcul deδmax.

Ces valeurs étant calculées, le calcul de la fonctionδmax pour n’importe quel point de contrôle
est réalisé par la fonctionCalculer δmax, dont l’argument est un triplet de la forme(i,k,n), qui
décrit le point de contrôle courant dans l’ordonnancement α. Plus précisément,i représente la
position de la prochaine action à exécuter dans l’ordonnancementα0, k l’indice de la boucle
en cours d’exécution, etn l’indice de l’itération en cours, la première itérationayant pour in-
dice 1. Autrement dit, le point de contrôle défini par(i,k,n) signifie que la séquence d’actions
{α1}

n1 . . .{αk−1}
nk−1{αk}

n−1αk
i−|α1...αk−1| correspond aux actions qui ont déjà été exécutées.

La fonctionCalculer δmax fait appel à la fonctionMAJ Action δmax (figure 4.25) qui permet de
raffinerδmax lorsque la valeur maximal deδ est atteinte sur le point de contrôle courant de la boucle
courante.
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Initialiser δmax()
pour tout q∈ Q faire

sommebeta:= 0
delta max:= −1
taille := 0
k := NOMBREBOUCLES
tant que (k≥ 1) faire

n := nombre iterations [k]
β := delta max[k,q]
si (β > 0) faire

delta:= delta max[k,q]+ (n−1)∗β+sommebeta
sinon faire

delta:= delta max[k,q]+sommebeta
fin si
si (delta> delta max) faire

delta max:= delta
taille := taille+1
δmax pile[taille,q] := delta max
δmax pile indice[taille,q] := k
sommebeta pile[taille,q] := sommebeta

fin si
sommebeta:= sommebeta+n∗β
k := k−1

fin tant que
δmax[q] := delta max
δmax taille[q] := taille

fin pour tout
fin Initialiser δmax

FIG . 4.23:Initialisation des valeurs pour le calcul deδmax.



128 CHAPITRE 4. MISE EN ŒUVRE EFFICACE

Calculer δmax(i,k,n)
pour tout q∈ Q faire

taille = δmax pile taille[q]
si (k = δmax pile indice[taille,q]) faire

MAJ δmax(i,k,n,q)
si (taille ≥ 2) faire

taille := taille−1
si (δmax[q] < δmax pile[taille,q]) faire

δmax[q] := δmax pile[taille,q]
δmax pile taille[q] := taille

fin si
fin si

fin si
fin pour tout

fin Calculer δmax

FIG . 4.24:Calcul deδ.

MAJ Action δmax(i,k,n,q)
δmax := delta max action [i,q]
β := beta [k,q]
sommebeta:= sommebeta pile[δmax pile taille[q],q]
si (β > 0) faire

δ1 := δmax+(nombre iterations [k]−n)∗β+sommebeta
si (n < nombre iterations [k]) faire

δ2 := delta max[k,q] + (nombre iterations [k] − n − 1) ∗ β +
sommebeta

sinon faire
δ2 := 0

fin si
δmax[q] := max{ δ1, δ2 }

sinon faire
si (n = nombre iterations [k]) faire

δmax[q] := δmax+sommebeta
fin si

fin si
fin MAJ Action δmax

FIG . 4.25:Calcul deδmax d’un point de contrôle d’une boucle



CHAPITRE 5

Résultats expérimentaux

Le travail de thèse présenté dans ce manuscrit a été mené à partir d’une application cible. Il s’agit
d’une application d’encodage vidéo. Dans un premier temps, nous ferons une présentation complète
de l’application vidéo considérée. Nous expliquerons ainsi les principes fondateurs des algorithmes
d’encodage vidéo les plus utilisés. Nous détaillerons ´egalement le modèle de l’application que nous
avons choisi. La deuxième partie de ce chapitre concernerales résultats expérimentaux que nous
avons obtenus. Ces résultats visent à montrer le bien fondé de notre approche.

5.1 Application cible : encodeur vid éo MPEG4

5.1.1 Généralit és sur la compression vid éo de type MPEG4

La compression de données consiste à encoder des donnéesd’une manière particulière qui permet
de réduire l’espace nécessaire à son stockage, ou le temps nécessaire à sa transmission. Ainsi, le terme
encodageest fréquemment utilisé pour désigner le processus de compression. En informatique, les
données d’entrée seront données par une suite de bitsb = b1 . . .bn, bi ∈ { 0,1 }. Si l’on désigne parC
le processus de compression, le but est que la suite de bitsb′ = b′1 . . .b′m = C(b1 . . .bn) soit telle que
m≤ n. Le taux de compression sera donné par le rapportn−m

n . On distingue deux grandes familles de
compressions de donnés.

Les compressions conservatives.Avec une compressionconservative, il est possible de retrouver
les données d’entrée à partir des données compressées, c’est-à-dire la fonctionC est injective.

129
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Ce type de compression est en général utilisé compresserdes données pour lesquels on accepte
aucune modification (texte, exécutable binaire, etc. . .).

Les compression non-conservatives.Avec compressionnon-conservative, il n’est pas possible de
retrouver dans tous les cas les donnée d’entrée à partir des données compressées. Dans ce cas, la
fonctionC n’est pas injective et nous reconstruisons seulement une approximation des données
d’entrée à partir des données compressées. Le but est évidemment que cette approximation soit
la meilleure possible, et cela dépend fortement du type de données que l’on doit compresser.
Plus exactement, à partir de la fonction de décodageD et d’un taux de compressionτ, nous
cherchons à construire une fonctionCτ telle queD(Cτ(b)) soit le plus “proche” possible deb,
et tel que le taux de compression soit deτ.

La plupart des algorithme de compression, qu’ils soient conservatifs ou non-conservatifs, ex-
ploitent les redondances, c’est-à-dire les corrélations, entre les données d’entrée. La façon dont ces
redondances et corrélations apparaissent dépend fortement des données d’entrée et la façon dont elles
sont encodées au départ. C’est pourquoi les algorithmes de compression les plus efficaces sont en
général dédiés à un type d’entrée particulière.

Nous nous intéressons ici à un algorithme de compression vidéo, ou encodeur vidéo, de type
MPEG4. Il s’agit d’une compression non-conservative dédiée à la vidéo. L’algorithme prend en entrée
un flux vidéo, ou flux deframes, issues par exemple d’une caméra vidéo. Ce flux vidéo peutêtre décrit
par un signal à trois dimensions, dont une des dimensions est le temps. Lesframesfournissent donc
un échantillonnage dans le temps du signal.

Le but est alors de générer un flux de bits, oubitstream, qui respecte la norme d’encodage MPEG4.
Le principe dans un encodage MPEG4 est de tirer partie de deuxtypes de corrélations dans le flux de
framesen entrée.

Les corrélations spatiales.Elles désignent toutes les corrélations que l’on trouve `a l’intérieur même
d’une frame. En général, les algorithmes de compression font apparaˆıtre ces corrélations
grâce une représentation fréquentielle telle que la transformée de Fourier discrète. Cette
représentation fréquentielle permet également, pour un taux de compressionτ donné, de mo-
duler les dégradations de laframeencodée en fonction des fréquences et leurs intensités,ce qui
correspond bien à la façon dont l’œil humain perçoit les images.

Les corrélations temporelles.Elles désignent toutes les corrélations qui existent entre lesframes.
En général, on désigne parestimation de mouvementle processus qui permet trouver ces
corrélations. Les standards de compression récents comme H264 [3],[1] ou encore MPEG4
[4],[2] permettent d’encoder différentes sortes de corr´elations temporelles : entre deuxframes
consécutives dans le flux d’entrée, entre deuxframesdistantes de plusieursframesdans le flux
d’entrée, ou encore entre une et plusieurs autresframes. De tels standards permettent d’aug-
menter les taux de compression, pour une qualité d’image donnée, au prix d’algorithmes d’es-
timation de mouvement d’une compleéchantillonnagexitétrès importante.

Soit f la framecourante que l’on cherche à encoder. Il existe ainsi deux manières principales
d’encoder f ou toute partie def . Avec l’encodage de type INTRA , on ne fait pas référence àune
autreframeque f . Ce type de codage n’exploite donc que les corrélations spatiales. Un encodage de
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type INTRA sera utilisé, par exemple, pour encoder lesframesqui correspondent aux changements
de plan dans de la vidéo.

L’encodage de type INTER permet de faire référence à une ou plusieursframesautres quef . Les
framesauquel l’encodage INTER fait référence peuvent être aussi bien située temporellement avant
ou aprèsf . L’encodage de type INTER exploite à la fois les corrélations spatiales du flux d’entrée et
les corrélations temporelles.

Flux de frames

0100100100111010010010010010101001

Bitstream

Compression

FIG . 5.1:Entrées et sorties du processus de compression.

5.1.2 Présentation de l’application

Le travail développé ici est motivé par une application réelle. Il s’agit de l’encodeur vidéo présent
dans un visiophone développé chez STMicroelectronics. Cet encodeur vidéo est unsystem-on-chip
capable de réaliser l’encodage en temps-réel d’un flux vidéo, dans un contexte embarqué tel que la
téléphonie mobile. Les traitements vidéo et en particulier d’encodage vidéo demandent beaucoup
de puissance de calcul. Ainsi, le système est basé sur une architecture parallèle et des accélérations
matérielles. Le logiciel est donc écrit spécifiquement pour cette plate-forme d’exécution.

Il n’a pas été possible d’avoir accès à l’intégralitéde l’application, ainsi qu’à une technologie
de simulation d’une telle application. Afin de mener à bien nos expérimentations, nous avons fait le
choix d’utiliser un logiciel plus générique, ainsi qu’une plate-forme — un basée sur un processeur
XiRisc [7] — pour laquelle nous avons une technologie de simulation rapide. Dans les simulations,
la cadence du processeur a été artificiellement gonflée à11.250 GHz pour plusieurs raisons. D’abord,
les plates-formes dédiées à l’encodage vidéo ont souvent une puissance de calcul très importante, du
fait de l’utilisation d’accélérations matérielles et d’unités de calcul parallèles. Ensuite, le code source
ainsi que le code machine produits par le compilateur ne sontpas très optimisés. Pour finir, nous
avons fait le choix de faire nos essais sur une taille de frameet un débit de frame assez important,
puisque la puissance des plates-formes embarquées est en constante augmentation.

5.1.3 Modélisation de l’application

Nous donnons ici le modèle de l’encodeur vidéo que nous avons utilisé pour les résultats
expérimentaux présenté dans ce chapitre. Le modèle estun système paramétré incertain hiéarchique
SPIE(C,n) = (GH,C,D,Q,Cwc,Cav,n).
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...

écran

vidéo
encodeur

...vidéo
décodeur...

tampon mémoire
de sortie

frames

tampon mémoirecaméra
d’entr ée

frames bitstream

tampon mémoire
d’entr ée

du décodeur
FIG . 5.2: .

Graphe hi érarchique

Le graphe hiérarchiqueGH est représenté dans la figure 5.5. Soitf la frameen entrée de l’algo-
rithme. La première étape de l’algorithme,GrabPicture, est un pré-traitement surf qui permet, en
particulier, de déterminer sif est uneframe INTER ou INTRA. D’autres traitement sont effectués,
comme par exemple la transformation d’un codage des couleurs de type RVB, issu de la caméra vidéo,
en un codage de type YUV.

La suite de l’algorithme est constituée par des traitements qui ne se situe pas au niveau def
tout entier, mais au niveaumacro-bloc. Un macro-bloc est une portion def , un carré 16×16 pixels
dans l’algorithme considéré ici. Tout d’abord, le macro-bloc est récupéré dans laframe f à l’aide de
GrabMacroBlock. Un macro-bloc 16×16 pixels nécessite 384 coefficients entiers pour être encodé.

Le traitement suivant est appelé estimation compensationde mouvement
(MotionEstimationCompensation). Si la frame courante est de type INTRA, l’estimation de
mouvement ne fait rien. Si laframecourante est de type INTER, nous déterminons si le macro-bloc
courant est de type INTRA ou de type INTER. Dans ce dernier cas, l’estimation de mouvement
calcule aussi son vecteur de mouvement, c’est-à-dire le vecteur entre la position du macro-bloc
courant et la position du macro-bloc le plus ressemblant dans laframeprécédente. Cette position peut
être calculée au pixel près, ou au demi-pixel en utilisant des algorithmes d’interpolation d’image, ce
qui améliore la qualité d’image pour un taux de compression donné. Le critère de ressemblance le
plus utilisé est la somme des valeur absolues des différences (ouSAD), calculée sur la luminance
uniquement. Plutôt que d’utiliser une recherche exhaustive du macro-bloc le plus ressemblant, qui
est évidemment très coûteuse même pour une fenêtre de recherche de 16×16 pixels, des heuristiques
sont utilisées. Une fois le vecteur de mouvement calculé,la compensation de mouvement consiste à
calculer la différence entre le macro-bloc courant et le macro-bloc le plus ressemblant. Dans le cas
d’un macro-bloc de type INTER, ce sont les coefficients issues de cette différence qui sont transmis
aux étapes de calcul suivantes.

Le traitement suivant est la transformée de Fourier discr`ete à deux dimensions (DCT). Pour des
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FIG . 5.4:Estimation de mouvement et compensation de mouvement.
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raisons techniques, elle est implémentée pour des blocs d’image de 8×8 pixels. Le macro-bloc cou-
rant est donc découpé en quatre blocs de 8×8 (voir figure 5.4), sur lesquels sont appliqués la trans-
formée de Fourier discrète. A partir des coefficients correspondant au macro-bloc courant, nous ob-
tenons autant de coefficients avec la transformée de Fourier. Il s’agit donc d’une autre représentation
des coefficients de départ, qui correspond à un changementde base. Les coefficients obtenus ne cor-
respondent plus au différents pixels qui compose le macro-bloc, mais aux différentes fréquences qui
compose le macro-bloc.

Le traitement suivant, appeléquantization(Quant), est une opération qui consiste à faire diviser
les coefficients issus de la transformée de Fourier, de façon à réduire leur variabilité. Les coefficients
sont plus ou moins affectés en fonction de la fréquence à laquelle ils correspondent, et en fonction du
taux de compression qui est visé. Puisque ces divisions sont effectuées dans les entiers, cette étape de
l’algorithme est destructrice, et rend la compression non-conservative.

Le reste des traitements sur le macro-bloc courant correspondent à la production dubitstream
(branche de gauche dans la figure 5.5), et la reconstruction de l’image encodée. Concernant la pro-
duction dubitstream, la prédiction des coefficients INTRA (IntraPredict) est utilisée dans le cas des
framesou macro-blocs de type INTRA afin d’exploiter les corrélations spatiales de l’images de façon
à réduire la variabilité des coefficients. L’étape finale consiste à appliquée une compression conserva-
tive (Coding), appelée parfois codage entropique, au coefficients issus des étapes précédentes. Cela
permet d’encoder les coefficients avec le minimum de bits, entenant compte des redondances que
l’on retrouve dans les coefficients. Les algorithmes utilisés ici sont généralement le codage de Huff-
man ou le codage arithmétique. Lebitstreamfinal contient également toutes les informations utiles
pour décoder laframe, comme sa taille, son type, le type de chaque macro-bloc ou encore les vecteurs
de mouvement pour les macro-blocs de type INTER.

La reconstruction de l’image se fait en appliquant les transformations inverses à la quantization, la
transformée de Fourier discrète et l’estimation et compensation de mouvement. Cette étape permet de
construire uneframequi correspond à laframecourante, mais en tenant compte des dégradation lié à
la quantization. Cetteframereconstruite est donc identique à celle qui sera décodéepar un décodeur.
En effet, lors de l’encodage de laframesuivante, l’estimation et la compensation de mouvement se
faire par rapport à laframereconstruite et non laframeissue de la caméra vidéo, puisque un décodeur
a connaissance de la première, et pas de la seconde.

Durées d’ex écution

Après avoir présenté les différentes actions qui composent le modèle de l’application, ainsi que
leur dépendances à l’aide du graphe hiérarchique, nous donnons les durées d’exécution moyennes et
pire-cas. Ces durées d’exécution permettront la génération de l’application contrôlée, selon la tech-
nique présentée dans les chapitre 3 et 4. L’application que nous considérons ici possède huit niveaux
de qualitéQ = { 0,1,2,3,4,5,6,7,8 }. Faute de posséder les outils d’analyse nécessaires, lesdurées
d’exécution moyennes comme les durées d’exécution pire-cas ont été calculées à partir de traces
d’exécution.

Les figures 5.6 et 5.7 donne les durées d’exécution moyennes et pire-cas, pour toutes
les actions et tous les niveaux de qualité. Il est intéressant de noter que seules les actions
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FIG . 5.5:Graphe hiérarchique de l’application d’encodage vidéo.
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MotionEstimationCompensationet DCT sont “contrôlables”. En effet, les actions autres que
MotionEstimationCompensationetDCT ne dépendent pas du paramètre de qualitéq, ce qui se traduit
des durées d’exécution indépendantes du niveau de qualité pour ces actions.

action / niveau de qualitéq 0 1 2 3 4 5 6 7

GrabPicture 17000 17000 17000 17000 17000 17000 17000 17000
GrabMacroBlock 3.2 3.2 3.2 3.2 3.2 3.2 3.2 3.2
MotionEstimationCompensation 0.215 20 40 90 119 130 150 180
DCT 0.500 15 15 15 15 15 15 15
Quant 12 12 12 12 12 12 12 12
IntraPrediction 3.2 3.2 3.2 3.2 3.2 3.2 3.2 3.2
Coding 5 5 5 5 5 5 5 5
IQuant 4 4 4 4 4 4 4 4
IDCT 12 12 12 12 12 12 12 12
Reconstruction 9.5 9.5 9.5 9.5 9.5 9.5 9.5 9.5

FIG . 5.6:Durées d’exécution moyennes des actions en millier de cycles processeur.

action / niveau de qualitéq 0 1 2 3 4 5 6 7

GrabPicture 40000 40000 40000 40000 40000 40000 40000 40000
GrabMacroBlock 5 5 5 5 5 5 5 5
MotionEstimationCompensation 1 100 200 400 500 1500 1500 2000
DCT 1 50 50 50 50 50 50 50
Quant 1 25 25 25 25 25 25 25
IntraPrediction 8 8 8 8 8 8 8 8
Coding 1 100 100 100 100 100 100 100
IQuant 10 10 10 10 10 10 10 10
IDCT 50 50 50 50 50 50 50 50
Reconstruction 19 19 19 19 19 19 19 19

FIG . 5.7:Durées d’exécution pire-cas des actions en millier de cycles processeur.

5.2 Comparaison entre une ex écution contr ôl ée et
une ex écution à une qualit é constante

Nous comparons ici l’application contrôlée par rapport `a l’application dans laquelle nous avons
fixé un niveau de qualité constant. Ceci correspond à la pratique industrielle courante, dans laquelle le
seul contrôle qui est fait par rapport aux contraintes de temps est leframeskip. Le niveau de qualité est
choisi en fonction de l’échéance globale, de façon à obtenir un compromis entre le taux deframeskip
et la qualité de l’encodage. Dans les deux cas, la politiqued’ordonnancement est statique, basée
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l’ordonnancement

α0 = GrabPicture{GrabMacroBlockMotionEstimationCompensationDCT QuantIntraPredictionCodingIQuantIDC

.
Nous avons mesuré la durée d’exécution de l’encodeur surun flux vidéo de plus de 500 frames,

composé de dix séquences vidéo différentes. Dans la figure 5.9, l’abscisse donne l’indice de laframe
dans le flux vidéo, et l’ordonnée la durée de l’encodage dela framecorrespondante. Le tracé en verte
correspond à l’application contrôlée, pour laquelle iln’est pas nécessaire d’avoir une taille de tampon
mémoire d’entrée de plus de 1. Le tracé rouge correspond `a l’application exécutée intégralement au
niveau de qualité 3, pour laquelle nous avons choisi de fixerla taille du tampon mémoire à 2, ce qui
permet de réduire la taux deframeskip.

Nous remarquons qu’il existe neuf sauts communs aux deux tracés. Ceux-ci correspondent aux
changements de plan qui existent entre les différentes séquences vidéo qui composent le flux vidéo
d’entrée. La durée de l’encodage d’uneframequi correspond à un changement de plan, c’est-à-dire
d’une framede type INTRA, est en général très inférieure à celle del’encodage d’uneframede type
INTER. De plus, dans le cas d’uneframe de type INTRA, les choix de contrôle sont très limités
puisque la phase d’estimation et de compensation de mouvement n’existe plus. Ceci explique les
neuf sauts communs aux deux tracés.

Nous remarquons également que, dans le cas de l’application exécutée au niveau de qualité
constant, il existe deux séries de sauts qui ne sont pas présents dans l’application contrôlée. Ceux-ci
correspondent à l’activation duframeskiplorsque le tampon mémoire est plein, ce qui conduit à une
durée d’encodage quasi nul pour lesframesconcernées. Leframeskipcorrespond à une réduction bru-
tale de la qualité. En effet, ne pas encoder pas uneframeréduit la fluidité de la vidéo. Leframeskip
tend également à diminuer la corrélation entre lesframes, ce qui a pour effet d’augmenter la durée
d’encodage. Avec l’application contrôlée, il n’y a pas deframeskip. En effet, le contrôleur évite la
surcharge du système en réduisant progressivement le niveau de qualité durant l’encodage desframes
dont les traitements sont les plus lourds. Le contrôleur assure donc le respect des échéances, ce qui
évite l’utilisation d’un mécanisme deframeskipet/ou d’un tampon mémoire d’entrée. L’utilisation
d’un niveau de qualité constant conduit également à une sous utilisation de la plate-forme lorsque
les traitements desframessont moins lourds. En augmentant le niveau de qualité, le contrôleur tente
d’améliorer la qualité d’encodage de ces mêmesframes, ce qui conduit à une meilleure utilisation de
la plate-forme.

L’observation des tracés nous conduit à penser que l’insertion d’un contrôleur dans l’application
est un réel avantage. En effet, grâce à celui-ci nous obtenons une meilleure exploitation des ressources
de calcul, que ce soit en cas de sous-charge ou de sur-charge du système. Ceci est obtenu par une
adaptation progressive des niveaux de qualité, ce qui évite les fluctuations trop brutales de la qualité de
la vidéo encodée. En considérant les échéances comme strictes, le contrôleur assure que l’application
tourne exactement à la vitesse de la caméra, ce qui évite l’utilisation d’un tampon mémoire en entré
ainsi qu’un mécanisme deframeskip. Or lesframeprennent une place très importante en mémoire, ce
qui devient problématique dans un univers fortement contraint tel que celui de l’embarqué. Pour finir,
l’obtention d’une utilisation de presque 100 % du budget de temps est un résultat particulièrement
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intéressant puisque les contraintes temps-réel sont considérées comme strictes. Il s’agit donc, dans
une certaine mesure, d’une réconciliation entre le monde du temps-réel critique et le monde du temps-
réel souple. Notons que ces bonnes performances s’expliquent par le fait que l’ordonnancementα0

présente des valeursδmax faibles pour les niveaux de qualité qui sont mis en jeux. La figure 5.8 donne
les valeurs deδmax(α0,q) pour les différents niveaux de qualité.

q 0 1 2 3 4 5 6 7
δmax(α0,q) 54.3 148.5 189.3 339.3 410.3 1399.3 1379.3 1849.3
δmax(α0,q) (ms) 0.00482 0.0132 0.01682 0.0301 0.03647 0.12438 0.12260 0.16438

(ms)

FIG . 5.8:Valeursδmax(α0,q) pour tous les niveaux de qualitéq en milier de cycles et en ms.
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FIG . 5.9:Comparaison entre l’application contrôlée et l’application à la qualité 3.

5.3 Optimisation de la politique d’ordonnancement

Dans la section 3.4.2 du chapitre 3, nous avons vu comment optimiser la politique d’ordonnan-
cement par rapport à la politique de gestion de qualité mixte. Dans la section 3.5 du même chapitre,
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nous avons vu que, pour une politique d’ordonnancement statique basée sur un ordonnancementα0, il
existe un lien entre les valeurδmax(α0,q), q∈Q, et l’utilisation du budget de temps. Plus précisément,
nous avons démontré que sous certaines conditions, l’utilisation du budget de temps est d’au moins
(D−δmax(α0,q))/D.

Nous avons comparé l’exécution de l’application contrôlée pour les politiques d’ordon-
nancement statiques basées sur les ordonnancementsα0 = GrabPicture{α1}

n{α2}
n et α′

0 =
GrabPicture{α1α2}

n, où α1 correspond à l’ordonnancement de la branche de droite du grapheG2

du modèle de l’application (voir la figure 5.5), c’est-à-dire :

α1 = GrabMacroBlockMotionEstimationCompensationDCT QuantIntraPredictCoding

et α2 correspond à l’ordonnancement des actions restante, c’est-à-dire :

α2 = IQuantIDCTReconstruction.

Les valeursδmax(α0,q) et δmax(α′
0,q) sont données dans la figure 5.10. La politique de gestion de

qualité utilisée sera la politique mixte.

q 0 1 2 3 4 5 6 7
δmax(α0,q) 86670.8 86765 86805.8 86955.8 87026.8 88015.8 87995.8 88465.8
δmax(α0,q) 7.70407 7.71244 7.71607 7.72940 7.73571 7.82362 7.82184 7.86362

(ms)

FIG . 5.10:Valeursδmax(α′
0,q) pour tous les niveaux de qualitéq, en millier de cycles et en ms.

Comme nous l’avons fait dans le paragraphe précédent, nous avons mesuré la durée d’exécution
de l’encodeur pour le même flux vidéo d’entrée (figure 5.11). Nous remarquons que l’utilisation du
budget de temps est de loin supérieur avec la politique d’ordonnancement statique basée surα0,
qu’avec une politique d’ordonnancement statique basée sur α′

0. Nous avons mesuré une différence
entre le durée d’encodage obtenue avec l’utilisation deα0 et deα′

0 d’environ 7 ms en moyenne. Cette
valeur correspond à la différence entre les valeursδmax obtenues en moyenne pour l’ordonnancement
α0 et α′

0, ce qui correspond bien à ce que nous attendions.
Les résultats expérimentaux montrent que l’optimisation de la politique d’ordonnancement est

un facteur essentiel pour assurer une bonne utilisation de la plate-forme. De plus, la pertinence de
notre critère d’optimisation, c’est-à-dire minimiser les valeursδmax, est confirmé dans la mesure où
les traces d’exécution ont montré qu’il existe un lien direct entre l’utilisation de la plate-forme et la
valeur les valeursδmax correspondant à la politique d’ordonnancement statique.

5.4 Comparaison des politiques de gestion de qualit é

Nous comparons ici différentes exécution de l’application contrôlée pour différentes politiques de
gestion de qualité. Nous présentons les résultats obtenus avec la politique de gestion de qualité sûre,
moyenne et mixte, présentées respectivement dans les section 3.2.1, 3.3.2 et 3.4.1 du chapitre 3.
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FIG . 5.11:Comparaison entre différentes politiques de contrôle.

Choix de la politique d’ordonnancement consid éré

La politique d’ordonnancement choisie est encore statique, basée sur l’ordonnancement suivant :

α0 = GrabPicture{α1}
n{α2}

n,

oùα1 correspond à l’ordonnancement de la branche de droite du grapheG2 du modèle de l’application
(voir la figure 5.5), c’est-à-dire :

α1 = GrabMacroBlockMotionEstimationCompensationDCT QuantIntraPredictCoding

et α2 correspond à l’ordonnancement des actions restante, c’est-à-dire :

α2 = IQuantIDCTReconstruction.

Puisque c’est l’actionCodingqui produit lebitstream, l’ordonnancementα0 est intéressant lorsqu’on
cherche à minimiser la latence entre l’arrivée de laframeet la production dubitstream. Un tel or-
donnancement est d’ailleurs obtenu par la politique d’ordonnancement EDF, lorsque l’échéance des
actions deα1 est plus petite que celle des actions deα2.
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Comparaison sur un diagramme des vitesses

Nous avons exécuté l’application contrôlée pour les politiques de gestion de qualité sûre, simple
et mixte. La séquence vidéo d’entrée est la même que celle qui a été utilisée dans le paragraphe
précédent. La figure 5.12 donne le diagramme des vitesses pour uneframeparticulière de la séquence
d’entrée. Les exécutions de l’application pour la politique de contrôle sûre, simple et mixte sont
représentées respectivement par les tracés rouge, bleuet vert sur le diagramme de la figure 5.12.

Dans le chapitre 3, nous avons vu que les politiques de gestion de qualité sûre, simple et mixte
permettent toutes de respecter les échéances, ainsi que d’obtenir une utilisation élevée du budget de
temps. Nous voyons en effet sur la figure 5.12 que l’utilisation du budget de temps est similaire pour
les trois politique de gestion de qualité.

Concernant la régularité des niveaux de qualité choisispar le contrôleur, la différence est plus
importante. Le diagramme des vitesses est une représentation intuitive pour étudier la régularité des
niveaux de qualité. En effet, nous avons vu dans la section 3.5 que les niveaux de qualité correspondent
à des vitesses constantes dans le diagramme des vitesses, lorsqu’on utilise une politique d’ordonnan-
cement statique et que la fonction d’échéance est constante. Ainsi, si les durées d’exécution réelles
sont proches des durées d’exécution moyennes, une affectations de qualité régulière devrait corres-
pondre à un tracé presque rectiligne dans le diagrammes des vitesses. C’est d’ailleurs ce que nous
constatons dans les expériences que nous avons mené, et enparticulier dans celle qui est représentée
sur le diagramme de la figure 5.12. En effet, les niveaux de qualité obtenus en utilisant la politique
mixte sont presque constants, ce qui se traduit par un tracépresque rectiligne dans le diagramme. Les
discontinuités de vitesse A et B (figure 5.12), présententrespectivement dans le cas de la politique de
gestion de qualité sûre et simple, correspondent à l’activation du niveau de qualité minimal. Ces deux
politiques sont donc trop optimistes au début de l’exécution, ce qui conduit à une réduction de qualité
pour assurer le respect de l’échéance.

Il est évident que la politique de gestion de qualité sûreengendre une moins bonne régularité
des niveaux de qualité que la politique simple et mixte, puisqu’elle ne tient pas compte des durées
d’exécution moyennes, ce qui est confirmé par le diagramme. De plus, la politique de gestion de
qualité sûre est basée sur la fonction de durée d’exécution sûreCs f, avec laquelle la prochaine action
à exécuter est comptées au niveau de qualité courantq, et les actions qui suivent sont comptées au
niveau de qualité minimal. Ceci explique que la politique de gestion de qualité sûre soit trop optimiste
dans ses choix de niveau de qualité pour le premières actions l’ordonnancementα0.

La différence entre la politique de contrôle simple et mixte tient au fait que la politique simple
anticipe mal l’impact de la sûreté sur les choix des niveaux de qualité. En effet, l’ordonnancement
α0 sur lequel est basé la politique d’ordonnancement est tel que les valeursδmax(α0,q) sont élevées
(voir la figure 5.12). Cela signifie qu’il existe des suffixesα0

k deα0, c’est-à-dire des points de contrôle
dans l’application, pour lesquels le comportement pire-cas prédomine fortement sur le comportement,
c’est-à-dire la quantitéCs f(α0

k,q)−Cav(α0
k,q) = δ(α0

k,q) est importante. Puisque la politique de
gestion de qualité simple fait ses choix sans anticiper un tel phénomène, celle-ci se révèle trop op-
timiste pour les premières actions deα0, ce qui est sur les résultats expérimentaux. En effet, surle
diagramme des vitesses de la figure 5.12, nous constatons que, même si la politique de gestion de qua-
lité simple est moins optimiste que la politique de gestionde qualité sûre, elle conduit néanmoins à un
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FIG . 5.12:Comparaison entre différentes politiques de contrôle.

tracé qui présente des discontinuité de vitesse, qui correspond à une affectation de qualité irrégulière.
Le point de discontinuité C, commun aux tracés de la politique sûre et simple, correspond au

point de contrôle de l’application sur lequel il reste à exécuter le suffixeα2 deα0. Or les actions de
α2 ne sont pas “contrôlables”, dans le sens où leurs durées d’exécution sont indépendantes du niveau
de qualité. En effet, ces actions correspondent à des morceaux de code qui ne dépend pas du niveau
de qualité choisi par le contrôleur.

Pour finir, les discontinuité D et E, présentent respectivement sur les tracés de la politique de
contrôle sûre (tracé rouge) et de la politique de contrôle simple (tracé bleu), sont des effets de bords
des discontinuités A et B. En effet, l’activation de la qualité minimale pour la première partie deα0,
c’est-à-dire pour les actions deα1, induit des durées d’exécution très courtes pour les actions deα2

qui correspondent au traitement des même macro-blocs. Ceci s’explique par le fait que les actions de
α2 sont des opérations inverses de certaines actions deα1. De ce fait, il existe un lien entre les durées
d’exécution des actions deα1 et celles deα2.
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Les résultats expérimentaux confirment l’intérêt de lapolitique de contrôle mixte par rapport
à la politique de contrôle simple et la politique de contrˆole sûre. Si les deux dernières assurent le
respect des échéances et une bonne utilisation de la plate-forme pour une politique d’ordonnancement
donnée, elle ne conduisent pas à une bonne régularité des niveaux de qualité choisi par le contrôleur.
En effet, alors que la politique simple et sûre conduisent `a l’activation du niveau de qualité minimal,
la politique de contrôle mixte permet conduit à une affectation de qualité presque constante. Ceci
améliore sensiblement la qualité d’image finale.
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CHAPITRE 6

Conclusion

Nous avons proposé une méthode de contrôle grain fin qui garantit le respect des contraintes
temps-réel d’une application, tout en faisant une utilisation optimale des ressources de calcul. Ainsi,
elle ne présente pas les limitations classiques des approches temps-réel critique dans lesquelles le
respect des contraintes temps-réel conduit inévitablement à une faible utilisation de la puissance de
calcul.

Notre technique de contrôle repose sur des bases théoriques solides. Nous avons donné un cadre
général de construction de contrôleurs et de politiquesde contrôle. Nous avons déterminé la classe
des politiques de contrôle sûres, c’est-à-dire qui garantissent le respect des contraintes temps-réel
sous l’hypothèse raisonnable que l’application est ordonnançable pour le niveau de qualité minimal
et les durées d’exécution pire-cas. Nous avons expliquépourquoi la politique de contrôle retenue —
appelée politique de contrôle mixte — permet une bonne régularité des niveaux de qualité choisis
par le contrôleur. L’étude théorique a également permis de quantifier l’impact du comportement pire-
cas sur l’utilisation du processeur dans le cas de la politique de contrôle mixte. Ainsi, étant donné
un modèle de l’application et des contraintes d’échéance, nous sommes en mesure de donner une
estimation de l’utilisation du processeur. De ce fait, il est possible de prévoir si le contrôleur sera
efficace, pour une application et une plate-forme données.Dans le cas contraire, il convient de revoir
le choix des niveaux de qualité dans l’application et/ou lecalcul des durées d’exécution pire-cas. En
dernier recours, il est envisageable de relâcher le respect de certaines échéances, si l’application le
permet.

L’intérêt de l’approche repose également sur une implémentation efficace qui respecte les critères

145



146 CHAPITRE 6. CONCLUSION

suivants.

Généricit é. L’implémentation du contrôleur se devait d’être la plusgénérique possible quant au
contexte d’exécution. Nous voulions en effet qu’il soit possible de changer la valeur des
échéances ou le nombre d’itérations entre deux exécutions de l’application, ou même entre
deux cycles de calcul différents, sans avoir à recompilerl’application. Dans le domaine de
l’encodage vidéo, nous assurons de la sorte l’indépendance de l’implémentation vis à vis de la
taille d’image ou encore du nombre d’images par seconde (framerate) du flux vidéo d’entrée.
Il s’agit donc d’une propriété essentielle grâce à laquelle il est possible de générer une seule
application pour tous les contextes d’exécution possibles.

Sur-coût faible. Maximiser l’utilisation du processeur a pour but de maximiser les niveaux de qualité
et, donc, la qualité de service offerte par l’application.Si une part trop importante du bud-
get de temps est accordée à l’exécution du contrôleur lui-même, la qualité de service sera
inévitablement dégradée, aussi pertinents puissent être les choix du contrôleur. Il est donc
nécessaire d’avoir une implémentation particulièrement légère du contrôleur. C’est un aspect
critique au niveau de l’implémentation puisque le contrôle de l’application est réalisé à une gra-
nularité très fine. Mais c’est aussi une réelle difficult´e. Les résultats expérimentaux ont montré
qu’une telle implémentation est possible, puisque le sur-coût lié à l’appel au contrôleur est de
moins de moins de 2 % pour l’application d’encodage vidéo, que ce soit en terme de consom-
mation mémoire, durée d’exécution et taille de code généré.

Les résultats expérimentaux menés sur une application d’encodage vidéo confirment l’intérêt de
l’approche. Le comportement de l’application contrôléeest en effet bien meilleur que celui d’une
application s’exécutant à niveau de qualité constant — ce qui correspond à la pratique industrielle
courante. Il en résulte une meilleure qualité de service dans le cas contrôlé, du fait d’une diminution
progressive de la qualité d’image dans les situations de surcharge du processeur. De plus, l’application
contrôlée ne nécessite pas de tampon mémoire d’entrée, autorisant une économie substantielle sur la
quantité de mémoire nécessaire à son exécution. L’intérêt des politiques de gestion de qualité et
d’ordonnancement proposées, notamment au niveau de la régularité de la qualité et de l’utilisation
du processeur, a également été montré par nos résultats expérimentaux, confirmant ainsi l’intérêt de
notre cadre de travail théorique. De même, la mesure théorique de l’utilisation du processeur rejoint
celle que nous avons pu mesurer au cours de nos expériences.Nous estimons que tous ces résultats
sont particulièrement encourageants quant à la validit´e et l’intérêt de ce travail.

Perspectives

Nous avons identifié un certain nombre d’améliorations oud’extensions possibles de l’approche
actuelle. Certaines peuvent facilement s’intégrer dans la technique de contrôle grain fin actuelle,
d’autres nécessitent certainement un travail exploratoire conséquant.

Granularit é de contr̂ole. Nous menons actuellement des travaux au sujet de la granularité de
contrôle. Il s’agit de réduire les appels au contrôleur afin de diminuer le sur-coût lié à l’exécution du
contrôleur. Pour ce faire, nous identifions les états de l’application pour lesquels il n’est pas nécessaire
d’appeler le contrôleur, dans la mesure où nous sommes certain que le niveau de qualité ne peut pas
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changer. Ces états correspondent à des points du diagramme des vitesses suffisamment éloignés des
frontières dans le découpage en régions.
Temps-réel souple.L’approche actuelle considère que toutes les échéancessont strictes, et ne profite
pas de la présence éventuelle d’un tampon mémoire d’entrée. La prise en compte de contraintes
souples permettrait d’augmenter le champ d’application denotre méthode.

Modèle d’entrée.Le modèle d’entrée de l’application est essentiellementun graphe de précédence
paramétré par des niveaux de qualité, augmenté des dur´ees d’exécution moyennes et pire-cas, ainsi
que des échéances. Le modèle des durées d’exécution pourrait être plus riche en étant basé, par
exemple, sur une distribution des durées d’exécution (modèle stochastique).

Le graphe de précédence est une représentation assez naturelle pour les applications multimédia
de type flot de données, qui sont justement visées par notreapproche. Cependant, il subsiste des
efforts à faire pour rendre l’approche utilisable dans le monde industriel. Tout d’abord, le graphe de
précédence ne capte pas la notion de conditionnelle, ce qui ne permet pas une modélisation à un
niveau de granularité intéressant lorsque l’algorithmecomporte des structure conditionnelle à “haut
niveau”. Ensuite, le modèle des niveaux de qualité entierest très pauvre, et ne rend pas compte des
interactions parfois très complexes qui peuvent exister entre le niveau de précision de calculs effectués
dans les différentes parties l’application, et leur influence sur la qualité de service finale. Par exemple,
toutes les zones d’une image ne nécessite pas forcément lemême niveau de qualité d’encodage.
De même, la répartition du budget de temps entre les différentes partie de l’application ne doit pas
nécessairement être faite de manière uniforme, et peut dépendre des données. Pour finir, toutes les
actions ne possèdent pas le même nombre de niveaux de qualité.

A l’heure actuelle, ces aspects doivent être traités à lamain par des choix pertinents quant à la
signification des niveaux de qualité dans le code applicatif. Il serait intéressant de faire évoluer le
modèle de qualité de telle sorte que ces aspect puissent être traités par l’outil et non par le program-
meur de l’application.

Architecture parall èle.A des fin de simplification, nous avons pris l’hypothèse d’une architecture
monoprocesseur. Or ce n’est pas forcément réaliste dans le contexte du traitement multimédia, où l’on
s’oriente le plus souvent vers des plates-formes multiprocesseur. Il serait intéressant de voir comment
notre approche peut être étendue dans ce cas.

Multit âche.Une autre hypothèse simplificatrice dans notre approche impose à l’application d’être
seule à s’exécuter sur le processeur. En particulier, ni l’exécution d’un système opérationnel, ni celle
d’autres tâches ne doit perturber l’exécution de notre application contrôlée.

Différentes pistes s’offrent concernant la prise en compte du multitâche. Une manière simple
est de considérer les échéances non plus comme dates absolues mais comme des contraintes sur
le budget de temps alloué, en nombre de cycles processeur par exemple. Dans ce contexte, notre
approche permet de générer des tâches contrôlées qui assurent une utilisation optimale de leur budget
de temps : non dépassement du budget et maximisation de son utilisation. La répartition du budget de
temps entre les différentes tâches serait faite en fonction du nombre de tâches et de leurs contraintes
temps-réel. Si une nouvelle tâche est admise dans le syst`eme, les tâches contrôlées sont capables de
s’adapter immédiatement au nouveau budget de temps qui leur est alloué. Ainsi, notre approche peut
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être vue comme une technique de génération de composantsrobustes et flexibles.

Apprentissage des duŕees d’ex́ecution. Les techniques d’apprentissage pourraient nous permettent
d’actualiser le modèle des durées d’exécution moyennesen fonction des données d’entrée, afin de
mieux prévoir le comportement de l’application et donc de faire de choix de contrôle plus pertinents.
Il serait même possible de déterminer les durées d’exécution moyennes — et même pire-cas dans un
contexte temps-réel souple — uniquement par apprentissage, facilitant la génération du modèle de
l’application.

Optimisation de la consommation d’́energie.Nous étudions également d’autres pistes comme celles
du contrôle de la fréquence d’horloge du processeur dans le cadre de la réduction de la consomma-
tion d’énergie électrique. Le contrôleur pourrait agirsur les niveaux de qualité et/ou la fréquence du
processeur. La minimisation de la consommation ferait alors partie des critères d’optimisation.



ANNEXE A

Preuves

C
ETTE première annexe est consacrée aux démontrations que nous avons jugées trop longues
ou trop techniques, et qui auraient pu nuire à la lecture du document.

A.1 Complexit é du probl ème d’ordonnancement d’un syst ème
param étr é

Nous donnons d’abord une définition du problème du BIN-PACKING. Une instance de ce
problème est composée d’un ensemble fini d’objetsO, d’une fonctionv : O → N donnant le vo-
lume de chaque objet, et d’un volumeV qui représente le volume du sac-à-dos. Le but est alors de
trouver un sous-ensemble d’objetsv(O ′) tel que son volume total soit borné parV et soit maximal.

DÉFINITION A.1 (problème du BIN -PACKING ) Soit l’instance(O,v,V) telle que :

1. O = { o1, . . . ,on } est un ensemble fini d’objets.

2. v : O → N est une fonction associantà tout objet o son volume v(o).

3. V ∈ N représente le volume du sac-à-dos.

Etant donńe une telle instance, le problème duBIN-PACKING consisteà trouver un sous-ensemble
d’objetsO ′ ⊆O tel que son volume total v(O ′) soit inf́erieur ouégal au volume du sac V , c’est-à-dire :

V ≥ v(O ′) = ∑
o∈O ′

v(o)
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et tel que ce volume soit maximal, c’est-à-dire que s’il existe un sous-ensemble d’objetsO ′′ ⊆ O de
volume total v(O ′′) inférieur ouégal à V , alors le volume total deO ′ est au moins aussi grand que
celui deO ′′ :

V ≥ v(O ′′) ⇒ v(O ′) ≥ v(O ′′).

DÉFINITION A.2 (problème de d́ecision assocíe au problème du BIN -PACKING ) Une ins-
tance du probl̀eme de d́ecision associé au probl̀eme du BIN-PACKING est un quadruplet
(O = { o1, . . . ,on },v,V,W) tel que (O,v,V) est une instance du problème duBIN-PACKING

est W∈ N un volume tel que V≤ WV. Le probl̀eme de d́ecision associé au probl̀eme duBIN-
PACKING consisteà déterminer s’il existe ou non un sous-ensemble d’objetsO ′ tel que son volume
total soit compris entre W et V , c’est-à-dire :

V ≥ v(O ′) ≥ W.

Nous dirons que ce problème est le problème de d́ecision associé au probl̀eme duBIN-PACKING, ou
problèmeD-BIN-PACKING.

DÉFINITION A.3 (problème de d́ecision assocíe au problème d’ordonnnancement 2.2)Une ins-
tance du probl̀eme de d́ecision associé au probl̀eme d’ordonnancement 2.2 est un quintuplet
(G,C,D,Q,q0) tel que(G = (A,≺),C,D,Q) est un syst̀eme paraḿetré et q0 ∈ N un entier positif.
Le probl̀eme de d́ecision associé au probl̀eme duBIN-PACKING consisteà déterminer s’il existe ou
non un ordonnanncement(α,θ) du syst̀eme paraḿetré (G,C,D,Q) tel que∑a∈A θ(a) ≥ q0.

Le problème de décision associé au problème du BIN-PACKING (D-BIN-PACKING) est NP-
complet [cite . . .]. Nous allons montrer que le problème D-BIN-PACKING peut se réduire dans le
problème du décision associé au problème d’ordonnancement 2.2.
Preuve de la proposition 2.8 :Nous utilisons la réduction suivanteψ. Soit I = (O =
{ o1, . . . ,on },v,V,W) une instance du problème D-BIN-PACKING. Considérons l’instance(G =
(A,≺),C,D,Q,q0) = ψ(I ) du problème de décision associé au problème d’ordonnancement de la
section 2.2.1, définie par :

1. L’ensemble d’actions est identique à l’ensemble des objetsO, c’est-à-direA = O.

2. Le graphe de précédence n’a aucun arc, c’est-à-dire≺= /0.

3. L’ensemble des niveaux de qualitéQ correspond à l’ensemble de tous les volumes des objets,
c’est-à-direQ = { 0 }∪{ v(oi) | oi ∈ O }.

4. La fonction de durée d’exécutionC est définie par :

C(oi ,q) =







0 siq = 0
v(oi) si 0< q≤ v(oi)
2D si q > v(oi).

5. La fonction d’écheance est constante égale àV, c’est-à-dire∀oi ∈ A . D(oi) = V.

6. Le niveau de qualitéq0 correspond au volumeW, c’est-à-direq0 = W.
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Affecter le niveau de qualité nul à l’actionoi dans le problème d’ordonnancement, c’est-à-dire
θ(oi) = 0, correspond à ne pas choisir l’objetoi dans le sous-ensemble d’objetO ′ dans le problème
D-BIN-PACKING. Affecter le niveau de qualitév(oi) à oi , c’est-à-direθ(oi) = v(oi), correspond à
choisir l’objet oi . Les niveaux de qualité strictement supérieures àv(oi) ne peuvent être affectée à
oi car ils conduisent à un coût supérieur àD (2D). Il est possible d’affecter les niveaux de qualité
compris strictement entre 0 etv(oi) à l’actionoi , mais ceux-ci ne sont pas intéréssants dans la mesure
où l’on cherche à maximiser les niveaux de qualité, et qu’il ne coûte pas plus cher d’ordonnanceroi à
la qualitév(oi).

q0

v(oi)

v(oi)

2D

C(ai,q)

FIG . A.1: .

Tout d’abord, remarquons que la construction de cette instance du problème d’ordonnancement
peut se faire en un temps polynomial en la taille de l’instance du problème D-BIN-PACKING. Nous
allons démontrer dans la suite que(O,v,V,W) est une instance positive du problème D-BIN-PACKING

si et seulement si(G = (A,≺),C,D,Q,q0) est une instance positive du problème de décision associ´e
au problème d’ordonnancement.

Soit α un ordonnancement quelconque deG. A tout sous-ensemble d’objetsO ′ ⊆ O nous asso-
cions l’affectation de qualitéθO ′ définie par :

θO ′(ai) =

{
v(oi) si oi ∈ O ′

0 sinon.

Nous avons l’équivalance suivante :

V ≥ v(O ′) ≥W

⇔ V ≥ ∑
o∈O ′

v(o) ≥W

⇔ V ≥C(α,θO ′) ≥W

⇔ V ≥C(α,θO ′) ∧ ∑
a∈A

θO ′(a) ≥W

⇔ D ≥C(α,θO ′) ∧ ∑
a∈A

θO ′(a) ≥ q0.
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Ainsi, s’il existe une réponse positiveO ′ à l’instance(O,v,V,W) du problème D-BIN-PACKING, alors
il existe une instance positive au problème de décision associé au problème d’ordonnancement.

Soit (α,θ) est une réponse positive au problème de décision associ´e au problème d’ordonnance-
ment. SoitO ′

θ le sous-ensemble d’objets associé àθ défini par :

O
′
θ = { oi | θ(oi) > 0 }.

Nous avons l’implication suivante :

D ≥C(α,θ) ∧ ∑
a∈A

θ(a) ≥ q0

⇒ D ≥ ∑
o∈O ′θ

v(o) = C(α,θ) ∧ ∑
o∈O ′θ

v(o) ≥ ∑
a∈A

θ(a) ≥W

⇒ V ≥ v(O ′
θ) ≥W.

Ainsi, s’il existe une réponse positive(α,θ) au problème de décision associé au problème d’ordon-
nancement, alors il existe une réponseO ′

θ au problème D-BIN-PACKING.
Ainsi, nous avons montré que le problème D-BIN-PACKING se réduit polynomialement dans

le problème de décision associè au problème d’ordonnancement. Puisque le problème du D-BIN-
PACKING est NP-complet, nous en déduisons que le problème de décision associé au problème d’or-
donnancement est aussi NP-complet, et donc que le probème d’ordonnancement est NP-difficile. 2

A.2 Lemme 3.1

L EMME A.1 Pour tout couple(α,θ) tel queα soit une śequence d’actions etθ une affectation de
qualité d́efinie surens(α), nous avons :

ts f
s (α,θ) ≤ ts f

s (α2,qmin)−Cwc(α(1),θ).

Preuve du lemme A.1 :Nous avons :

ts f
s (α,θ) ≤ min2≤k≤|α| ts f

s (α,θ)(k) (A.1)

où ts f
s (α,θ)(k) = D(kα)−Cs f(kα,θ)

= D(kα)−Cwc(α(1),θ)−Cwc(α[2,k],qmin). (A.2)

Pour toutk≥ 2, nous pouvons réécrire (A.2) de la façon suivante :

D(k−1(α2))−Cwc(k−1(α2),qmin)−Cwc(α(1),θ)

= twc
s (α2,qmin)(k−1)−Cwc(α(1),θ)

= ts f
s (α2,qmin)(k−1)−Cwc(α(1),θ). (A.3)
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D’après (A.1), (A.3), nous obtenonsts f
s (α,θ) ≤ ts f

s (α2,qmin)−Cwc(α(1),θ). 2

Preuve du lemme 3.1 :La démontration est faite par induction sur les états atteignables.
• initialisation : état(ε,⊥,0)
Puisqu’il existe un ordonnancementα0 deG tel que(α0,qmin) est un ordonnancement réalisable de
PS(Cwc), nous avons :

0≤ twc
s (α0,qmin) = ts f

s (α0,qmin).

Soitαqmin = Best Scheds f(ε,qmin) l’ordonnancement prévu par l’ordonnanceur pour le niveaude qua-
lité minimal à l’état(ε,⊥,0). Il est facile de voir que les résultats de la proposition 2.10 s’appliquent
aussi àts f

s et qmin. Puisqueαqmin est un ordonnancement EDF deG et queα0 est un ordonnancement
deG, par la proposition 2.10 nous obtenons :

0≤ ts f
s (α0,qmin) ≤ ts f

s (αqmin,qmin).

• induction : (α,θ, t)
(a,qM)
→ (α′,θ′, t ′)

Soit (α,θ, t) un état atteignable dePS(C)||Γ, et (a,qM) = Γ(α,θ, t). Soit (α′,θ′, t ′) un étatPS(C)||Γ

tel que(α,θ, t)
(a,qM)
→ (α′,θ′, t ′), αq = Best Scheds f(α,q), andα′

q = Best Scheds f(α′,q). Soit qM =

max{q | t ≤ ts f
s (αq,q)}, eta = αqM (1).

Par hypothèse d’induction, nous avonsqmin ∈ {q | t ≤ ts f
s (αq,q)}, c’est-à-diret ≤ ts f

s (αqmin,qmin).
PuisqueqM est le niveau de qualité choisi, nous avons aussit ≤ ts f

s (αqM ,qM). Cette condition peut
être réécrite, d’après le lemme A.1, de la façon suivante :

t ≤ ts f
s (αqM ,qM)

⇒ t ≤ ts f
s (αqM

2,qmin)−Cwc(αqM (1),qM)

⇒ t +Cwc(a,qM) ≤ ts f
s (αqM

2,qmin).

PuisqueC(a,qM) ≤Cwc(a,qM) et t ′ = t +C(a,qM), nous obtenons :

t ′ ≤ ts f
s (αqM

2,qmin).

Puisqueα′
qmin

est un ordonnancement EDF deG/α′
qmin

, et αqM
2 est un ordonnancement du même

graphe de précédence, d’après la proposition 2.10 appliquée àts f
s etqmin, nous avonsts f

s (αqM
2,qmin)≤

ts f
s (α′

qmin
,qmin), et nous obtenonst ′ ≤ ts f

s (α′
qmin

,qmin). Ceci démontre qu’à l’état successeur(α′,θ′, t ′),
nous avons encoreqmin ∈ {q | t ′ ≤ ts f

s (α′
q,q)}. Ainsi, à tout état atteignable(α,θ, t) of PS(C)||Γ, nous

avonsqmin ∈ {q | t ≤ ts f
s (αq,q)}. 2

A.3 Proposition 3.19

L EMME A.2 Soit SPI(C) un syst̀eme paraḿetré incertain etΓmx un contr̂oleur baśe sur la poli-
tique de gestion de qualité mixte et une politique d’ordonnancement statique. Alors,si la fonction
d’éch́eance D est constante et si C= Cav, l’ordonnancement(α0,θ0) calcuĺe par le contr̂oleur est tel
que i 7→ θ0(α0(i)) est une fonction croissante.
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Preuve du lemme :Soit (α1,θ1, t1) et (α2,θ2, t2) deux états accessibles deSPI(C)||Γmx tels que

(α1,θ1, t1)
(a,q)
→ (α2,θ2, t2). PuisqueΓmx est basé sur une politique d’ordonnancement statique, il existe

i tel queα1 =i α et α2 =i+1α. De plus, nous avons, pour toutq∈ Q, Best Schedmx(α1,q) = αi+1 et
Best Schedmx(α2,q) = αi+2. Nous allons montrer

q = θ(α(i +1)) ≤ θ(α(i +2)). (A.4)

Puisqueq est le niveau de qualité choisi par le contrôleur à l’état (α1,θ1, t1), soit il est admis-
sible, soit c’est le niveau de qualité minimalqmin. Dans le second cas, nous obtenons immédiatement
l’inégalité (A.4). Supposons queq est admissible à l’état(α,θ, t). PuisqueD est constante, nous avons
(voir section 3.4.2) :

t ≤ tmx
s (αi+1,q) = D−Cav(αi+1,q)−δmax(α0

i+1,q)

t ≤ D−Cav(αi+1,q)−δmax(αi+1,q)

t ≤ D−Cav(α(i +1),q)−Cav(αi+2,q)−δmax(αi+1,q)

PuisqueC = Cav et que la politique d’ordonnancement est statique, basée sur α, nous avons

t2 = t1 +Cav(α(i +1),q). (A.5)

En utilisant les propriétés de la fonctionδmax (proposition 3.10 de la section 3.4.1), nous avons
δmax(αi+1,q) = δmax(α(i +1)αi+2,q) ≤ δmax(αi+2,q). Ainsi, puisqueD est constante nous obtenons
nous réecrivons l’inégalité A.5 comme suit :

t ≤ D−Cav(α(i +1),q)−Cav(αi+2,q)−δmax(αi+1,q)

t ′ ≤ D−Cav(αi+2,q)−δmax(αi+1,q)

t ′ ≤ D−Cav(αi+2,q)−δmax(αi+2,q)

t ′ ≤ D− tmx
s (αi+2,q).

Nous avons donc montré que, si un niveau de qualitéq est admissible sur un état deSPI(C), alors il
reste admissible par la suite. Ceci montre que la fonctionq 7→ θ(α(i)) est croissante. 2

Preuve de la proposition 3.19 :D’après le lemme A.2,i 7→ θ0(α(i)) est une fonction décroissante. Par
hypothèse, nous avonsθ(α(1)) = q < qmax. Soit i le dernier indice tel queθ(α(i)) = q. Remarquons
que i peut être égal à|α|, auquel cas l’affectation de qualitéθ est constante. Soitt = C(i−1α,θ) =
Cav(i−1α,θ) la valeur du temps-réel après avoir exécuté les actionsα(1), . . .,α(i−1). L’état deSPI(C)
après avoir exécuté les actionsα(1), . . ., α(i − 1) est donc(i−1α,q, t). Soit Best Schedmx(i−1α,q+
1) = αi le prolongement prévu par l’ordonnanceur à l’état(i−1α,q, t) pour le niveau de qualitéq+
1. Puisque le niveau de qualité choisi pour l’actionα(i) estq, le niveau de qualitéq+ 1 n’est pas
admissible à l’état(i−1α,q, t). Ainsi, puisqueD est constante, nous avons :

tmx
s (αi ,q+1) < t

⇒ D−Cav(αi ,q+1)−δmax(αi ,q+1) < Cav(i−1α,q)

⇒ D−Cav(αi ,q+1)−δmax(αi ,q+1) < Cav(i−1α,q).
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D’aprés la proposition 3.10, nous avonsδmax(αi ,q+1) ≤ δmax(α,q+1). Nous en déduisons :

D−δmax(α,q+1) < Cav(i−1α,q)+Cav(αi ,q+1). (A.6)

En posanta = α(i), nous réécrivons la quantitéCav(i−1α,q)+Cav(αi ,q+1) comme suit :

Cav(i−1α,q)+Cav(αi ,q+1) = Cav(iα,q)−Cav(α(i),q)+ Cav(αi+1,q+1)+Cav(α(i),q+1)

= Cav(iα,q)+Cav(αi+1,q+1)+ Cav(a,q+1)−Cav(a,q).

Pour tout j ≤ i, θ(α(i)) = q. De plus, puisquei est le dernier indice tel queθ(α(i)) = q, et grâce au
lemme A.2, nous avons pour toutj > i tel que j ≤ |α| θ(α(i))≥ q+1. Ainsi,Cav(iα,q)+Cav(αi+1,q+
1) ≤Cav(α,θ). De plus, par définition de∆, nous avonsCav(a,q+1)−Cav(a,q) ≤ ∆. Nous transfor-
mons ainsi l’inégalité A.6 de la façon suivante :

D−δmax(α,q+1)−∆ < Cav(α,θ) = C(α,θ). 2
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2.6 Partitionnement du graphe selon les échéances propagées. . . . . . . . . . . . . . . . 41
2.7 Algorithme de calcul de la fonctionD∗. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
2.8 Exemple d’ensemblesRet Sconsidérés par l’algorithmeRetroEcheances. . . . . . . 46
2.9 Algorithme de calcul d’un ordonnancement EDF. . . . . . . . .. . . . . . . . . . . 47
2.10 Algorithme de recherche d’un ordonnancement optimal.. . . . . . . . . . . . . . . 53
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5.11 Comparaison entre différentes politiques de contrôle. . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
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d’un graphe de précédence . . . . . . . . . . . 30
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