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RESUME. Nous proposons un algorithme distribué, asynchrone, silencieuxestabilisant cal-
culant un ensemblg-dominant minimal d'un réseau identifié quelconquendgrocessus. La
taille de I'ensemblé:-dominant calculé est d'au pIu%} processus. A partir d’un trans-
formateur présenté également dans cet article, nous obtenons un@isdanctionnant sous
un ordonnanceur inéquitable (le plus général des ordonnanceN&)e solution stabilise en
O(n) rondes etO(Dn?) pas de calcul, otD est le diamétre du réseau. Enfin, elle nécessite
O(log k + logn + klog &°) bits de mémoire par processus dliest un majorant de.
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computedk-dominating set is at mos{tk%ﬂ processes. Using a transformer also proposed
in this paper, we make our algorithm working under an unfair daemon (thakest schedu-
ling assumption). The complexity of our solution isChin) rounds andO(Dn?) steps using
O(logk + logn + klog %) bits per process wherP is the diameter of the network arid is

an upper bound om.

MOTS-CLES autostabilisation, ensembledominant, systémes distribués.
KEYWORDS self-stabilizationk-dominating set, distributed systems.

D@O.SlGGITSI.31.1273—IZ@ 2012 Lavoisier@

Technique et science informatiques®&9-10/2012, 1273-1299


Sourdillon
Rectangle 

Sourdillon
Note
DOI:10

ne pas mettre d'espace dans le DOI avant les deux points



1274  TSI. Volume 31 —h8-9-10/2012

1. Introduction

Soit G = (V, E) un graphe simple, non orienté et connexe. Pour toute paire de
noeuds,q de 'V, ladistanceentrep etq dansG, notée||p, q||, est la longueur du plus
court chemin dé&- reliantp ag. Un sous-ensemblB de V' estk-dominantdansG si
tous les noeuds dé \ D sont au plus a distanded’un nceud deD.

Dans les réseaux, disposer d'un ensembiiominantD permet de:-partitionner
le réseau, c’est-a-dire de le hiérarchisekegrappes Ié-clusthaque proce@
de D est la téte d'uné:-grappe €lusterheagl et les autres processus appartie
la k-grappe dont la téte est la plus proche d’eux.

a

Une application majeure dikrpartitionnement est de rendre les communications
entre les nceuds d’'un réseau plus efficaces. Généralement, @
la regle suivante est adoptée : les nceuds qui ne sont @
pas des tétes degrappe ne communiguent qu'avec des @ @
membres de leuk-grappe et les tétes degrappe com-
muniquent entre ellegia des « super arétes » consistant @ @
en des chemins dans le réseau. @

Idéalement, il serait souhaitable de disposer d'un en- Figure 1. Exemple
semblek-dominantminimum c’est-a-dire un ensemble yensembld-dominant
k-dominant de plus petite taille (la taille étant le nombrg,inimal de grande taille
de nceuds de I'ensemble). Malheureusement, le calcul
d’un tel ensemble es\P-difficile (Garey, Johnson, 1979). A défaut, nous pou-
vons considérer le probléme consistant & calculer un erleelabominant mini-
mal, c’est-a-dire un ensemble-dominant dont aucun des sous-ensembles propres
n'est k-dominant. Cependant le caractére minimal ne garantit pasl’gnsemble
k-dominant soit de petite taille. Par exemple dans la figute &ingleton{v, } est un
ensembld -dominant minimal, mais I'ensemble complémentaire cométiles nceuds
gris en est également un et sa taille|&8t— 1.

1.1. Etatde l'art

Un algorithme distribué est dautostabilisant(Dijkstra, 1974) si, a partir d’'une
configuration quelconque du systéme, toute exécution dgotithme atteint en un
temps fini (et sans intervention extérieure) une configomadite Iégitime & partir
de laquelle tous les suffixes d'exécution possibles sormects. Cette configuration
quelconque pouvant étre la résultante d'une période finidesifautes transitoires
ont perturbé le systéme, un algorithme autostabilisaatéataturellement ce type de
fautes.

Il existe de nombreux algorithmes distribués, asynchretesitostabilisants cal-
culant un ensemble-dominant d'un réseau, par exemple ceux de (Dettt., 2010 ;
2009 ; Caroret al, 2010). La correction de tous ces algorithmes est prouvéagmo-
sant un ordonnanceur inéquitable. La solution de (Detttd, 2010) stabilise e (k)
rondes en utilisarn® (k log n) bits par processus. Celle de (Dattal., 2009) stabilise
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enO(n) rondes en utilisan®© (log n) bits par processus. L'algorithme proposé dans
(Caronet al, 2010) stabilise e (k.n) rondes en utilisan©(k logn) bits par pro-
cessus. Il faut noter que seul I'algorithme de (Dattal., 2009) calcule un ensemble
k-dominant qui soit minimal. En outre, aucune de ces solatimngarantit d’obtenir
des ensemblgs-dominants de petite taille. Enfin il existe de nombreusésgisas au-
tostabilisantes pour calculer un ensembigominant minimal, par exemple (Shukla
etal, 1995 ; Ikedeet al, 2002). Cependant, ces solutions sont difficiles a gérsérali
en particulier leur généralisation ne donne pas de bordeessante sur la taille de
I'ensemblek-dominant calculé.

Il existe de nombreux algorithmes distribugm autostabilisantpour calculer un
ensemblek-dominant d’'un réseau (Peleg, Upfal, 1989 ; Kutten, Pel®§5% Amis
et al, 2000 ; Fernandess, Malkhi, 2002 ; Ravelomanana, 2005)shlesions déter-
ministes proposées dans (Aneisal., 2000 ; Fernandess, Malkhi, 2002) sont congues
pour des réseauad hoc mobiles asynchronelses complexités en temps et en es-
pace de la solution de (Ammst al, 2000) sontO (k) et O(klogn), respectivement.
La solution proposée dans (Fernandess, Malkhi, 2002) eatgamithme d’approxi-
mation avec un rati@ (k) par rapport & I'optimal. Les complexités en espace et en
temps de l'algorithme distribué de (Fernandess, Malkid22Me sont pas indiquées.
(Peleg, Upfal, 1989) considérent le probleme du calculrdétéste d’'un ensemble
k-dominant de taille au plu$;;+| processus. Leur solution fait I'hypothése d'un
systéme synchrone et a une complexité en tempz(édog™ n) pas de calcul. Cepen-
dant, comme nous le verrons dans cet article, les auteursublié un cas particulier
dans leur preuve, la rendant erronée pour certains rés€atbe erreur minime est
également présente dans plusieurs articles ultérielssjue ceux de (Kutten, Peleg,
1995 ; Penso, Barbosa, 2004). (Ravelomanana, 2005) a grapoalgorithme pro-
babiliste, congu pour des réseaux UDG synchrones dont Iplesité en temps est
O(D) rondes, otD est le diamétre du réseau.

Toutes les solutions non autostabilisantes précédente@peétre transformées
en solutions autostabilisantes en utilisant un ttassformateursexistants tels que
ceux proposeés par (Katz, Perry, 1993 ; Courstaal., 2003). Cependant, les solutions
autostabilisantes ainsi produites sont inefficaces, aitacio espace et en temps, di
aux mécanismes employés (par exemple, une successionaié d'@tat global du
réseau) par ces transformateurs.

1.2. Contributions

Dans cet article, nous proposons un algorithme déterrairdgttribué, asynchrone,
silencieux et autostabilisant calculant un ensenibtidminant minimal contenant au
plus[ 2] processus dans un réseau identifie quelconque.

Nous proposons une correction de la preuve de borne supgseula taille d’'un
ensemblé:-dominant minimum donnée dans (Peleg, Upfal, 1989).
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Puis nous proposons un algorithme asynchrone, silencieantestabilisant, ap-
peléSMDS (k) (pour Small Minimalk-Dominating Set calculant un ensemble-
dominant minimal de petite taille, basé sur notre preuveadbarne. Pour simpli-
fier la conception de notre algorithme, nous I'avons écrincee une composition
de trois modules. Les deux premiers modules composés elesealbulent un en-
semblek-dominantD d'au plus| ;% | processus. Comme I'ensemidlecalculé n’est
pas nécessairement minimal, nous appliquons l'algoritdenéDattaet al, 2009) en
troisieme module, afin de retirer des processusDdpisqu’a obtenir un ensemble
k-dominant minimal. La correction de notre méthode est péewen supposant un or-
donnanceur faiblement équitable. Cette solution st&bdisO(n) rondes et nécessite
O(log k + logn + klog %) bits par processus, otiest la taille du réseau &f est un
majorant den.

Nous proposons ensuite une méthode générale pour tramsfeffimacementout
algorithme autostabilisant sous un ordonnanceur failbhrdguitable en algorithme
autostabilisant malgré un ordonnanceur inéquitable (la falible des hypotheses d’'or-
donnancement). Le transformateur proposé offre plusiewastages par rapport aux
solutions précédentes. (1) Il préserve la propriété dasie(2) Il ne dégrade ni la
complexité en rondes ni 'occupation mémoire de l'alganithen entrée. (3) Il pro-
duit un algorithme efficace en termes de pas de cate(Dq(R + n?)), ou R est le
temps de stabilisation de I'algorithme d’entrée en rondeaj exemple, en utilisant
cette méthode, la version transforn@&81DS (k) stabilise erO(Dn?) pas de calcul.

Enfin nous avons testé notre algorithme sur une plateformel@simulation de ré-
seaux de capteurs sans fil. Les résultats expérimentauxogsepnésentons montrent
que la taille des ensemblésdominants obtenus est, en général, beaucoup plus pe-
tite que la borne supérieure théorique. En particulier, @ain gnportant en taille est
observé aprés la minimisation effectuée par le troisientetier module.

Cet article est organisé comme suit. La section 2 est codsacix définitions et au
modeéle de calcul utilisés dans la suite de cet article. Dasgdtion 3, nous donnons
un contre-exemple de la preuve de borne donnée dans (Pegiéa, 989) et nous
proposons une correction. Nous présentons dans la sectioe 4néthode de com-
position. Cette méthode est utilisée pour construire nalgerithme autostabilisant
SMDS (k) décrit dans la section 5. Dans la section 6, nous montronsnesrtrans-
former notre algorithm& MDS (k) pour obtenir une solution qui fonctionne sous un
ordonnanceur inéquitable. La section 7 est dédiée auxtaésule simulation. Enfin
nous concluons par des perspectives en section 8.

2. Préliminaires

Nous représentons un réseau par un graphe simple, nonéoeieocbnnexes =
(V,E) ouV est un ensemble de processus e’ est un ensemble de liens bidirec-
tionnels. Les processus sont identifiés de maniére unigaies [ suite, I'identité du
processug est simplement notée



Petit ensemblé-dominant 1277

Si b bits sont utilisés pour stocker chaque identité, alors faplexité en mémoire
de notre algorithme sera &(b) par nceud. Dans cet article, tout comme dans une
large partie de la littérature, nous supposonsigaeO (log n).

2.1. Modéle de calcul

Nos algorithmes sont écrits dalesmodéle a étatmtroduit par (Dijkstra, 1974).
Dans ce modéle, chaque processus peut lire ses proprelsieamd celles de ses voi-
sins. En revanche, il ne peut écrire que dans ses proprezblemi L'ensemble des
voisins du processysest Notév,.

Chaque processus exécute poogramme(local). Nous appelonalgorithme(dis-
tribué) A 'ensemble des programmes exécutés par les processus ntmms.A(p)
le programme (local) du processpslans I'algorithme (distribué)l. Le programme
d’'un processus consiste en un ensemble fiactibons Chaque action est de la forme
suivante :(nom) : (garde) — (instruction). Le nomd’une action est un
identifiant utilisé uniqguement dans les raisonnementsgdrale d’'une action est un
prédicat sur les variables gheet de ses voisins. ldstructiond’une action de» met a
jour une ou plusieurs variables geUne action ne peut étre exécutée que si elle est
activable c’est-a-dire si sa garde est vraie. Un processus eatthitablesi au moins
une de ses actions est activableéthtd’'un processus pour I'algorithme est défini
par les valeurs de ses variables dan&Jne configuration du réseau pour I'algorithme
A est une instance des états de tous les processus{paiévaluation des gardes et
I'exécution éventuelle des actions sont supposées at@si@un parle d’atomicité en
lecture et écriture (Dolev, 2000)).

Notons— la relation binaire entre les configurations du réseau pbtelle que
~ +— 7' si et seulement si il est possible que le réseau passe deflguration~y a
la configuratiomy’ en un pas de calcul dd. Une exécutionde A est une séquence
maximale de configurations= ~y7y; ...7; - . . telle quey;_1 — ~; pour touti > 0.
Le terme « maximal » signifie que I'exécution est infinie ourg€te dans une confi-
guration diteterminaledans laquelle plus aucun processus n’est activable. Lors de
chaque pas de calcyl — 4,11, un a plusieurs processus peuvent exécuter une de
leurs actions activables.

Nous supposons que chaque pas de calcul est dirigé pandonnanceur Si un
ou plusieurs processus sont activables, I'ordonnancéectE@nne au moins un de ces
processus pour exécuter une de ses actions activablesdblimanceur est caractérisé
par soréquité Un ordonnanceur e$diblement équitable’il permet a tout processus
continlmentctivable d’exécuter une action en un temps fini. Lhypothdiéquité la
plus faible est celle @héquité : un ordonnanceur inéquitable peut empécher un pro-
cessus d’exécuter une action activable tant que ce prace&st pas le seul activable.

Un processug subit uneneutralisationlors d’un pas de calcu}; — ~; 41 Sip
est activable dans; mais plus dans; 1, alors gu'il n'exécute aucune action entre
ces deux configurations. La neutralisation d’un processpuigsente la situation ot au
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moins un voisin de» change d'état entre; et~; 1, rendant ainsi fausses les gardes
de toutes les actions ge

Pour évaluer la complexité en temps, nous utilisons la nat@onde La premiere
ronde d’'une exécution, notéee’, correspond au plus petit préfixe dadans lequel
chaque processus activable dans la configuration initiedewte une action ou est
neutralisé. Soie” un suffixe dee commencant par la derniére configurationede
La deuxiéme ronde de est la premiére ronde d€/, la troisieme ronde de est la
deuxieme ronde de’, etc.

2.2. Autostabilisation et silence

Soit A un algorithme distribué eP un prédicat sur les configurations de A
stabilise aP s'il existe un sous-ensemble non vifale configurations del tel que :

Correction. Yy € S, P(7);
Fermeture. Pour tout pas de calcyl— +' de A, siy € S alorsy’ € S;
Convergence. Toute exécution del contient une configuration dg. *

Les configurations d& sont alors diteggitimes A contrarig, les autres sont dites
illégitimes
Un algorithme est disilencieux(Dolev et al., 1996) si chacune de ses exécutions

est finie. En d'autres termes, a partir d’'une configuratioglcpnque, le réseau attein-
dra en temps fini une configuration terminale.

Nous nous intéressons en particulier aux algorithmes taltitisants silencieux.
Pour prouver la stabilisation vers un prédi¢atle ce type d'algorithmes, il suffit de
démontrer que (1) toutes les exécutions de I'algorithme Soies et que (2)P est
vérifié dans toute configuration terminale (la propriétéatenture étant trivialement
vérifiée dans une configuration terminale).

3. Borne

Nous présentons une borne supérieure sur la taille d’'um@sieé-dominant mini-
mum dans un réseau connexe quelconque. La preuve de cettedsbrconstructive :
notre algorithmeDS (k) présenté en section 5 s’en inspire. Cette borne est apparue
dans (Peleg, Upfal, 1989). Cependant, la preuve qui y egioga® contient une er-
reur minime. Celle-ci est également présente dans desiaNtgrieurs, par exemple
(Penso, Barbosa, 2004). Ci-aprés, nous présentons ure@xgmple de cette preuve,
puis nous proposons une correction, ne modifiant pas la borne

Un arbre couvrant d& = (V, E) enraciné en un processusest un graphe
connexel' = (Vp,Er) tel queVy = V, Epr C E et|Ep| = |Vpr| — 1 our est

1. Nous rappelons que toute configuration initiale d’'unecaén est quelconque.
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un processus distingué appebrine DansT, la hauteurd’'un processu®, notée
h(p), représente sa distance a la racinea hauteurde 7', notéeh(T), est égale a
max,ev, h(p). La hauteur du sous-arbfgp) enraciné & est notée,(T'(p)).

SoitT un arbre couvrant d& = (V, E) de hauteuf enraciné em. La preuve ori-
ginale consiste a diviser les processus en nivéayx. ., Ty, en assignant au niveau
T; tous les processus de hautéuCes niveaux sont ensuite fusionnéskem 1 en-
semblesDy, ..., Dy tels queD; = szo Ti4j+1)- Notez que les ensembléy sont
disjoints. De plus, chaguB; contient I'ensemble des nceuds dont la hauteur modulo
k + 1 est égale a

Dans le cas o& < h, la preuve de (Peleg, Upfal, 1989) affirme que (1) le plus
petit ensembleD; contient au plug ;5 | processus et que (2) chagle (i € [0..k])
est un ensemblé-dominant. La borne est alors obtenue en considérant lepgitits
des ensembleb;.

En fait, cet ensemble n’est pas toujoérslominant. Par exemple, considérons le
cask = 2 dans le réseau présenté figurel2, est le plus petit ensemble, mais il
n'est pas2-dominant. En effety n’est2-dominé par aucun processus Be car le
plus proche élément dB,, w, est a distance 3. Le probléme en question n'apparait
que lorsque le plus petit des ensemhigs(i € [0..k]), appelons leD,, n’est pas
Dy. Dans ce cas, il est possible qu’un processus feuille ddraugeur est strictement
inférieure & ne soitk-dominé par aucun processusldg comme le montre 'exemple
précédent. Pour corriger ce probléme, nous procédons cauineDans le cas ou
k > h (alors| Do| = 1) ou quand tous leB; (i € [0..k]) ontla méme taille£7+), nous
posonsD = Dy. Dans tous les autres cas, la taille du plus petitBeg: € [0..k]),
disons Dyin, est strictement inférieure g7 | et nous poson®) = Dyin U {7}.
Dans les deux cad) est un ensemblé&-dominant du réseau comme le montre la
preuve suivante.

Figure 2. Contre-exemple de la preuve originale

THEOREMEL1l. — SoitG = (V, E) un réseau connexe deprocessus et > 1. |l
existe un ensembledominantD tel que|D| < [ 25 ].

PREUVE. — Sin = 0, alors[ 251 = 0 = || et{) est un ensemble-dominant.

Supposons maintenant que> 0. Soit’T" un arbre couvrant dé' quelconque,
enraciné en et notonsh sa hauteur. Considérons les ensemlilgs. .., D; définis
précédemment.
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Sik > h, alors D, ne contient que la racine, car tous les autres processus sont
au plus a distanck de celle-ci. AinsiD, est un ensemblé-dominant de taillel <
[l

Supposons maintenant gie< h. Alors, Vi € [0..k], | D;| > 0.

1. Supposons quéi € [0..k — 1], |D;| = [D;11]. Alors, Vi € [0..k], |Di| = 135
Considérons maintenant un processys D, . La hauteur de, h(v), satisfaith(v) =
x(k+1)+yavece > 0et0 < y < k. Soitu 'ancétre dev tel queh(u) = h(v) —y
(un tel processus existe car< h(v)). Par définitionu € Dy et ||u,v| < k. Par

consequent), est un ensemble-dominant tel queDo| = [ 5.

2. Supposons qu'il existee [0..k — 1] tel que|D;| # |D;+1]. Soity € [0..k] tel
quevi € [0..k], |D;| < [D;]. Alors |D;| < [#45]. SoitD = D; U {r} olr estla

racine def". Alors, |D| < [ ]. Considérons un processug D.

a) Sih(v) <k, alorsv est a distance au pldsder etr € D.

b) Sih(v) > k, alorsh(v) = z(k+ 1) +yavece > 0,0 <y < k ety # j.
Siy > j, alors soitu I'ancétre dev tel queh(u) = z(k + 1) + j. Siy < j, soit
u l'ancétre dev tel queh(u) = (z — 1)(k + 1) + j. Par définitionu € D (plus
précisément. € D;) et|ju,v| < k.
Ainsi, D est un ensemble-dominant tel queD| < [ ].

4. Composition collatérale hiérarchique

Pour simplifier notre algorithme, nous utilisons une vaeade lacomposition
collatérale définie dans (Herman, 1992 ; Tel, 2001). Lorsque nous conmsosol-
latéralement deux algorithmes (distribués)et 3, chaque processysexécute ses
programmes (locaux)(p) et B(p) concurremment eB(p) utilise la sortie ded(p)
dans ses calculs. Dans notre variante, nous modifions ledm8ép) de sorte qu’un
processus ne puisse exécuter une actioB(@e que si aucune action dé(p) n'est
activable.

DEFINITION 2. — Soit A et B deux algorithmes tels qu'aucune variable écrite par
B n'apparait dansA. Dans lacomposition collatérale hiérarchigde A et B, notée
B o A, le programme local de chaque procesgud3(p) o A(p), est défini comme
suit :

— B(p) o A(p) contient toutes les variables d&(p) etB(p) ;

— B(p) o A(p) contient toutes les actions d&(p) ;

— pour toute actiorG; — S; deB(p), B(p) o A(p) contient I'action—-C), A G; —
S; ouC,, est la disjonction de toutes les gardes des actiongl(s.

Ci-aprés, nous présentons deux propriétés deofaposition collatérale hiérar-
chique : le théoréme 5 et le corollaire 6. Ces propriétés énoncemtcondition suf-
fisante pour montrer la correction de notre algorithme priésen section 5. Afin de
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prouver ces propriétés, nous définissons au préalable temsalesous-séquence
utile minimale(SUM) et deprojection

DEFINITION 3 (SUM). — Soits une séquence de configurations. d@us-séquence
utile minimalede s, notéeSUM(s), est la sous-séquence maximalesdal il n’y a
pas deux configurations consécutives identiques.

DEFINITION 4 (Projection). — Soity une configuration e#d un algorithme. Lgoro-
jection~y| 4 est la configuration obtenue en supprimantdies valeurs de toutes les
variables qui n’existent pas davs Soite = 7 . . . y; une séquence de configurations,
la projectione| 4 est la séquencey| 4 - - - Yij.a-

THEOREMES. — Soit.4 un algorithme silencieux qui stabilise®P 4 en supposant
un ordonnanceur faiblement équitable. SBiun algorithme tel qu’aucune variable
écrite parB n'apparait dansA. 5o A satisfait les deux affirmations suivantes :

— B o A stabilise &SP 4 en supposant un ordonnanceur faiblement équitable ;

— Bo A atteint en temps fini une configuration a partir de laquelevaleurs de
toutes les variables écrites pat sont figées.

PREUVE. — Soit une exécution de 5 o A en supposant un ordonnanceur faiblement
équitable. Soit’ = SUM (e 4). Dans les configurations dé, aucune variable n’est
écrite par3. Toutes les configurations @ésont des configurations possibles.de

Considérons tout processpisontiniment activable pour I'algorithmé dans une
configurationy dec¢’. Notons quey est continlment activable dés la premiére configu-
ration dee qui générey. Donc, en temps finip exécutera une action dé danse et
ainsi dans’. Donce’ est une exécution possible deen supposant un ordonnanceur
faiblement équitable. Par conséquehstabilise aSP4 et compte un nombre fini de
configurations. Enfire stabilise aSP, et atteint en temps fini une configuration a
partir de laquelle toutes les variables écrites fpi@ont figées. |

Du théoréme précédent, nous déduisons directement ldaicgauivant :

COROLLAIRE 6. — B o A stabilise aSP en supposant un ordonnanceur faiblement
équitable si :

— A est un algorithme (autostabilisant) silencieux en suppbsa ordonnanceur
faiblement équitable ;

— B stabilise aSP a partir de toute configuration ol aucune action den’est
activable en supposant un ordonnanceur faiblement égeitab

5. Algorithme SMDS(k)

Dans cette section, nous présentons un algorithme auilcstabsilencieux, ap-
pelé SMDS(k) pour Small Minimal k-Dominating Setqui calcule un ensemble

2. Pour rappel, la spécification déest satisfaite dans une telle configuration.
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k-dominant minimal d'au plus/ ;5] processus dans un réseau identifie quel-
conque en supposant un ordonnanceur faiblement équitabtealgorithme est une
composition collatérale hiérarchique de trois algoriteraatostabilisants silencieux,
SMDS(k) = MIN (k) o DS(k) o ST, 0U :

— ST est un algorithme qui construit un arbre couvrant enraciné ;

— DS(k) calcule un ensemblé-dominant d’au plus ;%5 | processus utilisant
I'arbre couvrant construit pa¥7 ;

— MZIN (k) rend minimal 'ensembl&-dominant calculé pabS (k).

Nous détaillons chacun de ces trois modules dans les sotisrse5.1 a 5.3. Aprés
avoir prouvé la correction globale d&&\DS(k), nous analysons sa complexité dans
la section 5.4.

5.1. ModuleST

ST est un algorithme autostabilisant silencieux constrdisemarbre couvrant
dans un réseau identifié quelconque. Cet arbre est enradaséa-dire qu’'un des
nceuds de 'arbre, noté est distingué comme racine et que tous les autres distibgue
comme « pére » leur voisin le plus procherd#ans I'arbre. Dans le reste de cet article,
nous supposons que la sortieS# est une macro appel@éerent, définie pour tout
processug. Parent, retournel sip croit étre la racine de 'arbre couvrant, sinon
Parent, désigne un voisig en tant que parent gedans 'arbre couvrant. Ains§7
stabilise au prédica Ps défini comme suit S Ps+ est vrai si et seulement si (1) la
configuration est terminale, (2) il existe un unique proussstel queParent, =1
et (3) le graphd’” = (V, Er) ot Ep = {{p,Parent,},Vp € V \ {r}} estun arbre
couvrant, c'est-a-dire un sous-graphe induit Jatonnexe et sans cycle.

L'algorithme autostabilisant silencieux pour des résadenrtifiés de (Dattat al,
2011) peut étre utilisé comme algorithr8§ . Bien que ce soit un algorithme d’élec-
tion, cet algorithme, comme de nombreux autres algorithaggstabilisant d’élec-
tion, construit aussi un arbre couvrant enraciné. Notezcgtialgorithme fonctionne
sous un ordonnanceur inéquitable, stabiliseén) rondes, nécessi@(logn) bits
par processus et ne requiert aucune connaissapderi d’'un majorant de: ou deD.
D’aprés (Dattaet al, 2011), nous avons :

LEMME 7. — ST est un algorithme silencieux qui stabiliseS&s+ en supposant
un ordonnanceur faiblement équitable.

5.2. ModuleDS (k)

DS(k) (voir I'algorithme 1 pour une description formelle) est siusilencieux et
utilise I'arbre couvrantl’ construit parS7 pour calculer un ensemble-dominant
d'au plus[ 5| processus. Il est base sur la cor?st_ruction pro_poség darmjgepdu
théoréme 1. Informellement, chaque procegsusintient les trois variables suivantes
dansDS (k) :
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Algorithme 1 DS(k), programme pour tout processus

Entrées :
Parent, € AV, U{Ll} Processus parent gedans I'arbre couvrant,

ou L sipestlaracine.

Variables :
p.couleur € [0..k] Couleur dep.
p-popli] € N,Vi € [0..k]  Population de couleus,
dans le sous-arbre enracing.a
p.min € [0..k] Couleur de plus petite population, da¥is
Macros : )
EvaluerCouleur, = si(Parent, = 1) alors0
sinon (Parent.couleur + 1) mod (k + 1)
Fils, = {q € N, |Parenty, =p}
EvaluerPop, (i) = (si(p.couleur = i) alors1sinon0)
+ ZqEFilsp q-popli]
MinPop, = minpo. x) {p-popli] | p.popli] > 0}
CouleurMin, = minggg. g {4 | p-pop[i] = MinPop,,}
EvaluerMin, = si(Parent, = 1) alors CouleurMin, SinonParent,.min
Prédicats :
CouleurAssortie, =  p.couleur = EvaluerCouleury
ComptesRondsp = Vi€ [0..k], p.popli] = EvaluerPop, (i)
MinChoisiy = p.min = EvaluerMin,
EstDominanty = Parentp, = L V p.couleur = p.min
Actions :
Col orer i1 —CouleurAssortie, —  p.couleur < EvaluerCouleur,
Conpt er i1 CouleurAssortie, A — Vi € [0..k], p.pop[i] <— EvaluerPop, (i)
—~ComptesRondsy
Choi sir i CouleurAssortie, A\ —  p.min < EvaluerMin,
ComptesRondsp N
~MinChoisip

— p.couleur € [0..k]. Dans cette variabley calcule h(p) mod (k + 1) (c'est-
a-dire sa hauteur dar®® modulok + 1) de fagon descendante en utilisant I'action
Col or er. Une fois queDS(k) a stabilisé, chaque ensemldlg tel que défini en
section 3 correspond donc a I'ensemfiec V | p.couleur = i} ;

— p.pop estun tableau die+1 entiers naturels. Dans chaque cagep|i], aveci €
[0..%], p calcule le nombre de processus de coutedains le sous-arbrE(p), c'est-a-
dire les processugtels queg.couleur = i. Ce calcul est effectué de fagon ascendante
en utilisant I'actionConpt er . Ainsi, aprés quéS (k) a stabilisé; connait la taille
de chaque ensemble; ;

— p.min € [0..k]. Dans cette variables calcule le plus petit indice d’'un plus
petit ensemble); non vide, c’est-a-dire la valeur la moins utilisée pour cetaes
processus du réseau. Cette valeur est évaluée de facondastzen utilisant I'action
Choi si r a partir des valeurs calculées dans le tableaup. En effet, une fois que
les valeurs de.pop sont exactes; peut évaluer dansmin la couleur la moins utilisée
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(en cas d’égalité, nous choisissons le plus petit indice3uie, la valeur de.min est
propagée dans I'arbre vers les processus feuilles.

D’apres le théoreme 1, une fois qS (k) a stabilisé, I'ensemble des processus
p tel quep = r ou p.couleur = p.min, i.e.'ensemble{p € V' | EstDominant,},
est un ensemblé-dominant d’au plug ;;] processus. AInsiPS(k) o ST stabi-
lise au prédicats Pps (i) défini comme suit SPpg(i) est vrai si et seulement si la
configuration est terminale et 'ensemBlec V' | Est Dominant,} est un ensemble

k-dominant d’au plug ;75 | processus.

Nous prouvons maintenant la correction B& (k). Dans les preuves suivantes,
nous étudions le comportement de notre algorithme a padiredconfiguration ou
aucune action d87 n’est activable. Comm®S (k) n’écrit pas dans les variables de
ST, toutes les variables d&7 sont figées pour toujours a partir d’'une telle configura-
tion. De plus, un arbre couvrant est défini (en utilisanttféeParent, pour chaque
processug), d'aprés le lemme 7. Notoris cet arbre couvrant etsa racine.

LEMME 8. — A partir de toute configuration ol aucune action$f n’est activable,
la variable p.couleur de tout processus est égale pour toujours &(p) mod (k+ 1)
aprés au plus: rondes.

PREUVE. — Remarquons d'abord que :

(@) Pour tout processusp, l'action Col orer, dont la garde est
~CouleurAssortie,, est la seule action dequi modifiep.couleur.

Nous prouvons ce lemme par récurrence sur la hauteur desgsiecdan®.

Soit~ une configuration ou aucune action&# n’est activable.

Cas de base.Considérons la racine(le seul processus de hauteur 0).

(b) Le prédicatCouleur Assortie, ne dépend que de la variableouleur
et de I'entréeParent, qui vaut_L pour toujours depuis la configuration

Supposons qu€ouleur Assortie, soit vrai dansy. Alors, r.couleur = 0. De
plus, par (a) et (b)Y, ouleur Assortie, est vrai pour toujours et, par conséquent,
r.couleur = 0 est vrai pour toujours.

Supposons au contraire qauleur Assortie, ne soit pas vrai dans. Alors,
par (a) et (b), I'actiorCol or er est continlment activable potirComme I'or-
donnanceur est faiblement équitable, I'acti@ml or er est exécutée paren

au plusl ronde. Donc, aprés au plisonde,Couleur Assortie, devient vrai

et nous pouvons alors nous ramener au cas précédent.

Hypothése. Soitj € N*. Supposons que, pour tout procesgusl queh(p) < j, la
variablep.couleur est égale pour toujours/&p) mod (k + 1) aprés au plus
h(p) + 1 rondes depuis.

Récurrence. Considérons tout processpsel queh(p) = .

(c) Le predicatCouleur Assortie, ne dépend que de la varialeouleur,
de I'entréeParent,, qui est égale pour toujours a une valeur dafjs partir de
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7, et deParent,,.couleur qui est égale pour toujourdi@Parent,) mod (k+1)
aprés au plua(p) rondes depuis par hypothése de récurrence.

Supposons qu€ouleur Assortie, Soit vrai apreg(p) rondes depuis. Alors,
p.couleur = (Parent,.couleur + 1) mod (k + 1) = (h(Parent,) mod
(k+1)+1)mod (k +1) = h(p) mod (k + 1). De plus, par (a) et (c),
Couleur Assortie, est vrai pour toujours et, par conséquemtouleur =
h(p) mod (k + 1) est vrai pour toujours.

Supposons au contraire qU&uleur Assortie, ne soit pas vrai aprés(p)
rondes depuig. Alors, par (a) et (c), I'actiorCol or er est continOment acti-
vable poup depuisy. Comme I'ordonnanceur est faiblement équitable, I'action
Col or er est exécutée paren au plusl ronde supplémentaire. Donc, en au
plush(p)+1 rondes depuis, Couleur Assortie, devient vrai et nous pouvons
alors nous ramener au cas précédent.

Comme la hauteur d€ est bornée pat — 1, le lemme est vérifié. |

LEMME 9. — A partir de toute configuration ou :

— aucune action d&7 n’est activable, et

— la variable g.couleur de tout processug est égale pour toujours &(g)mod
(k+1),

pour tout processug et tout indice: € [0..k], la variable p.popl[i] est égale pour
toujours al{q € T(p) | g.couleur = i}| en au plus: rondes.

PREUVE. — Remarquons d’abord que :

(@) Pour tout processusp, l'action Conpter, dont la garde est
CouleurAssortie, A ~ComptesRonds,, est la seule action de qui modifie

p-pop.
Soit~ une configuration ou :
— aucune action d87 n’est activable, et
— la variableg.couleur de tout processugvauth(q) mod (k + 1) pour toujours.

Remarquons que :

(b) A partir de, pour tout processus, CouleurAssortie, est vrai pour tou-
jours et, par conséquent, I'actid@onpt er est activable poup si et seulement si
—~ComptesRonds, est vrai.

Nous prouvons ce lemme par récurrencelgdr(p)) pour tout processuys
Cas de base.Considérons tout processpsel queh(T(p)) = 0 (p est un processus
feuille).

(c) Le prédicatComptesRonds, ne dépend que des variablpgpop et
p.couleur, cette derniére étant égale pour toujoufga) mod (k + 1).

Supposons qu€omptes Ronds,, soit vrai dansy. Alors,Vi € [0..k], p.pop|i] =
SelfPop,(i) = |{¢ € T(p) | q.couleur = i}|. De plus, par (a) et (c),
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ComptesRonds, est vrai pour toujours et, par conséquewt, € [0..k],
p.popli] = |{q € T(p) | g.couleur = i}| est vrai pour toujours.

Supposons au contraire qGemptes Ronds, soit faux dansy. Alors par (a), (b)

et (c), 'actionConpt er est continlment activable. Comme I'ordonnanceur est
faiblement équitable, I'actio@onpt er est exécutée paren au plusl ronde
depuisy. Alors, ComptesRonds, devient vrai et nous pouvons nous ramener
au cas précédent.

Hypothése. Soit j € N*. Supposons que pour tout procespusl queh(T'(p)) <
j et pour tout indicei € [0..k], la variable p.pop[i] est égale d{q €
T(p) | g.couleur = i}| aprés au plua(T(p)) + 1 rondes depuis.

Récurrence. Considérons tout processpisel queh(T'(p)) = j.

(d) Le prédicat ComptesRonds, ne dépend que des variablespop,
p.couleur (Qui est figée par hypothese), @pop de chaque fils; de p dans
T. Ces dernieres variables sont figées apfd4p)) rondes depuis par hypo-
thése de récurrence.

Supposons qu€omptesRonds, est vrai apréd(T'(p)) rondes depuis. Alors,
Vi € [0..k],SelfPop,(i) = true, c'est-a-dire,p.popli] = SelfPop,(i) +
S gcris, {0 € T(q) | ¢ couleur =i} = |{q € T(p) | g.couleur = i},
par hypothese de recurrence. De plus, par (a), (b) et({dptesRonds,
est vrai pour toujours et, par conséquewii, € [0..k],p.popli] = |{q €
T(p) | g.couleur = i}| est vrai pour toujours.

Supposons au contraire qu&mptesRonds, est faux apré&(T'(p)) rondes
depuisy. Alors, par (a), (b) et (d), I'actio@onpt er est contindment activable
pour p. Comme I'ordonnanceur est faiblement équitable, I'act@pt er
est exécutée par en au plusl ronde. Donc, en au plus(T'(p)) + 1 rondes,
ComptesRonds, devient vrai et Nous pouvons nous ramener au cas précédent.

Comme la hauteur d€ est bornée pat — 1, le lemme est vérifié. |
La preuve du lemme suivant suit le méme schéma que la preuesnioe 8.

LEMME 10. — A partir de toute configuration ou :
— aucune action d&7 n’est activable,

— la variable g.couleur de tout processug est égale pour toujours &(g) mod
(k+1), et

— pour tout processuyset tout indice € [0..k], la variablep.popli] est égale pour
toujours a|{q € T'(p) | q.couleur = i}|,

en au plus: rondes, la variables.min de tout processus est égale pour toujours au
plus petit indicei,,;, € [0..k] qui satisfait|C;, ., | = minjeo.4] | o, -0 |C;| oU pour
toutj € [0..k], C; = {¢ € T'| g.couleur = j}.

D’apreés les lemmes 8 a 10, nous déduisons le théoréme suivant

THEOREME11. — A partir de toute configuration ol aucune action 8¢ n’est
activable,DS(k) o ST atteint en au plu$n rondes une configuration terminale ou
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[ pOuUr tOUCPrOCESSUB |
(@) p-couleur = h(p) mod (k + 1), et
(b) pour tout indice; € [0..k], la variablep.pop|i] est égale pour toujours g €
T(p) | q.couleur = i}|,
(€) p.min = imin OUin,, estle plus petitindice dari..k| qui satisfait|C;, .,
minjeo..x) | ¢;20 |C;] ob pour toutj € [0..k], C; = {q € T'| q.couleur = j}.

Nous considérons désormais toute configuration termipale DS (k) o ST (une
telle configuration existe d’apres le corollaire 6, le lemnret le théoréme 11). Sait
I'unique valeur des variableain dansy; (c; est bien définie d’aprés le théoréme 11).
Dansy,, la sortie deDS(k)oST estl'ensembleS°ut = {p € V' | Est Dominant,}.

D’apres le theoréme 11 et la définition du prédiEat Dominant,, nous pouvons
déduire le lemme suivant :

LEMME 12. — Dans~;, DS°“={r} U DS ou DS“={p € V | h(p) mod (k +
1):Ct}.
Nous montrons maintenant que, dans tous les P&t est le méme ensemble

gue celui obtenu en appliquant la construction donnée dapeelive du théoreme 1.
Pour cela, nous réutilisons les ensemblgs. . ., D, définis dans la section 3.

REMARQUE 13. — DS = D,,. O
THEOREME14. — Dans «;, DS°“ est un ensemblé-dominant deG tel que
|DS < T35 1-

PREUVE. — Considérons les trois cas suivants :

— k > h(T). Dans ce cas, la preuve du théoréeme 1 énoncelgiuest un en-
semblek-dominant de taille au plug;%+ |. Par le théoréeme 11.(a); est le plus petit
indice dand0..k] qui satisfait|C.., | = min;c(o..x) | ¢, 0 |C;| OU pour toutj € [0..k],

C; = {q € T | g.couleur = j}. De plus, d’apres le théoréme 11.(a), pour tout
j € [0..k], C; = D,. Donc, ¢, est le plus petit indice dan§..x] qui satisfait
|De,| = minjepo.x) | D, 0 |D;|. Par définitionmin;cio. 1) | p,20 |D;| > 1. Comme
k> h(T), Dy = {r},i.e,|Dg| = 1 ete, = 0. Donc,DS = Dy d’aprés la remarque
13 etDS" = {r} U Dy = Dy, et le théoreme est vérifié dans ce cas.

— k < h(T) et pour touti € [0..k — 1], |D;| = |D;4+1]. Par une preuve similaire
au cas précédent nous prouvons que le théoréme est aufisi dénis ce cas.

— k < h(T) etil existei € [0..k — 1] tel que|D;| # |D;+1]. SOitin., le plus petit
indice tel quelD;,,,,| = minjc(o..x) | D,20 | D;|- Dans ce cas, la preuve du théoreme
1 énonce qugr} U D;,., est un ensemblgé-dominant d'au plug ;;+ | processus.
D’apres le théoréme 11.(g); est le plus petit indice dari8..k] qui satisfait|C., | =
minjeo..x) | ¢;0 |Cj] 00 pour toutj € [0..k], C; = {q € T | q.couleur = j}. De
plus, par le théoréme 11.(a), pour tgute [0..k], C; = D;. Donc,c, est le plus
petit indice dans0..k] qui satisfait| D.,| = min;c(o. x| p,20 |D;|. Par consequent,
¢t = imin, DS = D, , dapres laremarque 13)5°“ = {r} U D etle
théoréme est vérifié dans ce cas.
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D’aprés les théoréemes 11 et 14, nous pouvons déduire leginéssuivant :

THEOREME 15. — A partir de toute configuration ol aucune action$ig n’est acti-
vable, I'algorithmeDS (k) atteint en au plu$n rondes une configuration (terminale)
satisfaisantS Pps i)

D’aprés le corollaire 6, le lemme 7 et le théoréme 15, nous/asi déduire le
théoréme suivant :

THEOREME16. — DS(k) o ST stabilise aSPps(;) enO(n) rondes en supposant
un ordonnanceur faiblement équitable.

La figure 3 montre I'exemple d’un ensembiz Y
dominant calculé paPS(2) o ST. Dans cette figure, les
traits épais représentent les arétes de l'arbre couvrant'et
les traits en pointillés les autres arétes. Dans cet exem|02Ie
aprés la stabilisation d®S(2) o ST, r.pop[0] = 5,
r.pop[l] = 5 etr.pop[2] = 3. Ainsi, r.min = 2, ce qui
signifie que2 est la couleur utilisée le moins souvent :
|D2| = [{ps.pe,p10}| = 3. Dans ce cas, 'ensembfe |
dominant en sortie d®S(2) o ST estSD = {r} U Dy,
c'est-a-dire{r, p4, po, p10}. Cet ensemble-dominant vé-
rifie la borne donnée par le théoréme 1. En effet, la taille
de SD est 4, ce qui est inférieur 512%1 = 5. Néan- o
moins, SD n’est pas minimal. Par exemplér, p1o} est
un sous-ensemble deD qui 2-domine le réseau. Ce der- Figure 3. Ensemble
nier ensemble-dominant est minimal, car aucun de ses calculé parDS(2)
sous-ensembles n'eztdominant. (nceuds gris)

5.3. Module MZN (k)

MZIN (k) est aussi silencieux et calcule un ensentbtibminant minimal qui est
un sous-ensemble de I'ensembtelominant calculé pabS(k). En section 7, nous
verrons que cette minimisation apporte généralement umrgai négligeable.

Ce dernier module de notre algorithme peut étre réaliséksant I'algorithme au-
tostabilisant silencieuMZN (k) de (Dattaet al,, 2009). Cet algorithme prend un en-
semblek-dominant/ en entrée, et construit un sous-ensemblé dei estk-dominant
minimal. La connaissance deest répartie, c'est-a-dire que chaque procepuati-
lise que son entré&st Dominant, pour savoir s'il est dans I'ensembtedominant
ou non. A partir de cette entrég/ZN (k) positionne la variable booléenne de sortie
p.dansD de chaque processpsde sorte qu'en temps fin{p € V | p.dansD} est
un ensemblé-dominant minimal.

En utilisant la sortie de l'algorithm&®S (k) o ST comme entrée pour l'algo-
rithme MZN (k), la taille de 'ensemblé:-dominant minimal ainsi obtenu est tou-
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jours bornée paf 5 |, car MZN (k) ne fait que retirer des membres de I'ensemble
k-dominant calcule paPS (k). Ainsi, SMDS (k) = MZIN (k) o DS(k) o ST stabi-
lise au prédicab Ps y(ps(r) défini comme suit SPsps(r) €st vrai si et seulement
si la configuration est terminale et 'ensemile € V' | p.dansD} estk-dominant
minimal de taille au plus ;25 1.

CommeSMDS(k) = MIN (k) o DS(k) o ST, d'aprés le corollaire 6 et le
théoréme 16, nous pouvons déduire le résultat suivant :

THEOREME 17 (Correction globale). —SMDS (k) stabilise aS Ps y(ps (k) €N sup-
posant un ordonnanceur faiblement équitable.

5.4. Complexité dSMDS (k)

Considérons d’abord la complexité en rondesSde(DS (k). En utilisant I'algo-
rithme de (Datteet al, 2011), le moduleST stabilise enO(n) rondes. Une fois que
I'arbre couvrant est construiDS (k) stabilise enD(n) rondes, comme nous I'avons
montré précédemment, par le théoréme 16. Pour finir, I'ebfemdominant cal-
culé par les trois premiers modules est rendu minimalfd&iN (k) enO(n) rondes,
d’'apres (Dattat al,, 2009). D’ou le théoreme suivant.

THEOREME 18. — SMDS(k) stabilise aSPsyips(r) €nO(n) rondes.

Considérons la complexité en espaceetDS(k). ST et MIN (k) peuvent
étre implémentés ava@(logn) bits par processus (Daté al,, 2011 ; Huang, Chen,
1992 ; Datteet al, 2009). Pour chaque processiiss (k) utilise deux variables d'un
domaine dek + 1 éléments, et un tableau de+ 1 entiers. Cependant, dans une
configuration terminale, la plus petite valeur non nullendcase est au pIJ%}.
Donc DS (k) fonctionne toujours si nous remplagons toute affectatianelvaleuri
a une case panin(\, H%J + 1) ou N est un majorant de. Dans ce cas, chaque
tableau peut étre implémenté en n’utilisant g log %) bits. Il faut bien noter que
cette complexité ne peut étre obtenue qu’en faisant I'Hygs® que chaque processus
a connaissance d’'un majorant. Cependameut étre calculé dynamiquement a partir
de l'arbre couvrant.

THEOREME19. — SMDS(k) peut étre implémenté en utilisa®log k + logn +
klog %) bits par processus ofy est un majorant de.

6. Transformateur

Dans la section précédente nous avons montréSqueDS (k) stabilise au prédi-
catS Ps vps(k) €N supposant un ordonnanceur faiblement équitable. Nopegons
maintenant une méthode automatique pour transformer lgartithme autostabilisant
supposant un ordonnanceur faiblement équitable en digweiautostabilisant suppo-
sant un ordonnanceur inéquitable (pour la méme spécifigatio
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Parmi les méthodes similaires préexistantesplaposition croiséde (Beauquier
et al, 2001) ne préserve pas le silence de I'algorithme en entrée @mmplexité
de l'algorithme transformé n’a pas, a notre connaissanéeasalysée. (Kosowski,
Kuszner, 2006) proposent un transformateur qui présersielece, mais pour lequel
I'algorithme transformé stabilise efi(n* x R) pas de calcul, olR est le temps de
stabilisation de I'algorithme en entrée en rondes. Enfifaut remarquer que la com-
plexité en rondes de I'algorithme transformé est beaucdup grande que celle de
I'algorithme en entrée (du méme ordre que la complexité srdpacalcul).

A la différence des approches précédentes, notre méthdddpss, préserve le
silence (éventuel) de I'algorithme en entrée, et ne déguadda complexité en rondes
de l'algorithme en entrée. De plus, la complexité en pas tukde I'algorithme
transformé esO(Dn(R + n?)) ol R est le temps de stabilisation de I'algorithme en
entrée en rondes.

Soit A un algorithme distribué qui stabiliseP4 en supposant un ordonnanceur
faiblement équitabl& Soitp un processus. Nous rappelons que nous natps le
programme local d@ dans.A. A(p) a x actions, indicées de jusqu'az — 1. Ces
actions sont de la forme suivanted; :: G; — S;. Nous notonsA4! la version
transformée ded. ConcrétementA® est obtenu en composadt avec une horloge
de phase autostabilisante. Cette derniére est considéméae une boite noire, appe-
léeld (U (p) dénote le programme local du procesgudansl/(), ayant les propriétés
suivantes :

— chaque processysa une variable comptegttemps, membre d’un groupe cy-
cliqgueZ,, ou« est un entier positif ;

— I'norloge de phase est autostabilisante en supposantdomanceur inéqui-
table, c’'est-a-dire qu’une fois stabilisée, il existe uordtion entieref, pour chaque
processus, telle que :

- f(p) mod a = p.temps ;
- pour tout processysetq, | f(p) — f(q)| < [[p,all ;

- pour tout processuys f(p) estincrémenté de 1 infiniment souvent par I'ins-
truction Incr,, ;

— dans chaque programme lo¢é(p), il existe une actionf :: Can_Incr, —
Incr, telle que, aprés stabilisation d& I est la seule action gue peut exécuter.
Celle-ci incrémente I'horloge locale ge De plus, I'exécution d’action$ n’est pas
nécessaire a la stabilisationde

Un algorithme qui réunit ces conditions peut étre trouvésd@oulinieret al, 2004).

Voici les détails de la composition4{) entreA et I'horloge de phase autostabili-
santd/. Pour tout processys :

— A’(p) contient toutes les variables dp) etl{(p) ;

3. En particulier, si4 est silencieux, alors toute configuration satisfaisaR, est terminale.
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— A*(p) contient toutes les actions éip) saufl qui est remplacée par :
- A} :: Can_Incr, A G; — Incry,, S; pour tout; € [0..z — 1] ;
- L :: Can_Incry A Stable, A Late, — Incry, ou
Stable, = (Vi € [0..x — 1] | =G;) et Late, = =(Vq € N, | g.temps = p.temps).

Notre transformateur impose I'équité entre les procesausant activables dans
A. En effet, ils ne peuvent exécuter qu’'un seul pasddear tic d’horloge. Aprés
stabilisation deA, si A est silencieux, alors chaque procesgisatisfaitStable, et,
une fois que toutes les horloges ont la méme valeur, plusnauaation n’est plus
activable, ainsi la propriété de silence.desst préservée.

Les deux théoréemes suivants établissent la correctiontte tnansformateur.
THEOREME 20. — A’ stabilise aSP,4 en supposant un ordonnanceur inéquitable.

PREUVE. — Par construction, toute exécution dé atteint en un nombre fini de pas
de calcul une configuratiom qui est légitime pout/. Considérons maintenant toute
configuratiormy’ atteignable depuis. Supposons que le prédic‘@(tie[o_w_l] G, soit
continment vrai au processps partir dey’ mais quep n’exécute plus aucune action
A’. Dans ce cas3table, est faux pour toujours et aingitemps n'est plus jamais in-
crémentée. Comnig fonctionne malgré un ordonnanceur inéquitable, tout pause

q # p finit par ne plus étre activable. Dées logg;p) est un minimum du systeme et,
en particulierCan_Incr, est vrai. Dong est activable pour exécuter 'une des ses
actionsA;. Commep est le seul processus activable, il exécutera une de seas4fi
activables lors du prochain pas de calcul. Par conséqumprsédicat\/ie[Ouw_l] G;
soit continment vrai au processus partir dey’, alorsp exécute une de ses actions
A’ activables aprés un nombre fini de pas de calcul a partjf d@ommeA stabilise
en supposant un ordonnanceur faiblement équitadiistabilise a la méme spécifica-
tion en supposant un ordonnanceur inéquitable. ]

THEOREME21. — Si A est silencieux, alorst? est silencieux.

PREUVE. — D’abord, par le théoréme 20 et sa prewd, converge vers une confi-
gurationy depuis laquelle la spécification de I'algorithrixeet le prédicatStable,
(pour tout nceugh) sont vrais pour toujours. Donc, a partir geseule I'actionl peut
étre exécutée par les nceuds. Sdit= max,cy f(p), etm = min,ey f(p). Tant
que M # m, seuls des nceudstels quef(q) # M peuvent étre activables pour
exécuter I'actionL. De plus, lorsqu’ils exécutent I'actiob, ils incrémentenyf(¢) de

1. Par conséquend/ = m en un temps fini, aprés quoi plus aucune action n’est plus
activable dans le systéme. |

Ci-apres, nous présentons la complexité de I'algorithrmesfiormé. Ces résultats
supposent qu& est I'algorithme de (Boulinieet al., 2004). D'apres (Boulinieet al,,
2004),2n — 1 états par nceuds (en fait, la portée de I'horloge de phase}sfiisants
pour que I'algorithmé/ fonctionne dans n'importe quelle topologie (le pire casitta
une topologie de cycle). De plus, en utilisant — 1 états, le temps de stabilisation
deld est enO(n) rondes (Boulinier, 2007) & (Dn?) pas de calcul (Devismes, Petit,
s. d.). Ainsi, nous avons le théoréme suivant :
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THEOREME22. — L’occupation mémoire del’ estO(logn) + M EM bits par pro-
cessus o/ EM est I'occupation mémoire d4.

Ci-aprés, nous montrons une propriété supplémentairaliptithmel/ :

LEMME 23. — Une fois qud/ a stabilisé, tout nceud avance son horloge de phase
deD tics au plus tous [e8D rondes.

PREUVE. — Soit f;“i“ = min,cy f(p) dans une configuration située apres la
stabilisation del{. Soit un processug et f? la valeur def(q) dans~y. On a :
fmin < fa < fmin 4 D2D rondes aprés, on a :f(q) > fi*" + 2D. Donc,
flq) = f4 > f2 + 2D — (fI*™ + D), c'est-a-diref(q) — f¢ > D. D'ou, g avance
son horloge d’au moin® tics pendant cette période. |

THEOREME24. — A’ stabilise aSP4 enO(n + [£] x 2D) rondes ouR est le
temps de stabilisation del en rondes; et sid est silencieux, alorsd® atteint une
configuration terminale en un nombre de ronde du méme ordre.

PREUVE. — Dans un premier temps4’ stabilise a la spécification d& en O(n)
rondes. PuisA’ doit émuler au plusz rondes de4 pour stabiliser & P4. D’aprés le
lemme 23, cela nécessite au p[Ué] x 2D rondes.

Supposons maintenant qué est silencieux. Ensuite, considérons la premiére
configurationy de A! qui est légitime vis-a-vis d& P4 et de la spécification d&.
Soit les valeurs\/ = max,cv f(p), etm = minyey f(p) dansy. M —m < D.
D’ou, d’aprés le lemme 23, aprés au p® rondes supplémentaired! atteint une
configuration terminale. [ ]

Le lemme suivant donne une borne sur le nombre de pas de naleegsaire pour
émuler une ronde dd, aprés qué/ soit stabilisé.

LEMME 25. — Une fois qué/ a stabilisé, tout nceud contintiment activable ddhs
exécute une action aprés au pRE(n — 1) pas de calcul.

PREUVE. — Considérons une configuratienou I/ a stabilisé et un nceydqui soit
continiment activable a partir de

Tout nceudg # p satisfait f(p) — [|p,qll < f(q) < f(p) + llp,qll. Donc tout
nceudg # p peut incrémenteg.temps au plus2||p, ¢|| fois avant quep.temps soit
incrémenté. Donc au plJs, - (., 2[|p, gl pas de calcul peuvent étre effectués avant
guep exécute une action. Qr i,y 2[lp, ql| < (n — 1) x 2D. [ |

THEOREME26. — A! stabilise aSP4 enO(Dn(R + n?)) pas de calcul ol est
le temps de stabilisation dé en rondes; et sid est silencieux, alorsd® atteint une
configuration terminale en un nombre de pas du méme ordre.

PREUVE. — Tout d’abord, A! stabilise a la spécification dé en O(Dn?) pas de
calcul. Apres quoiR rondes ded sont émulées pad’ en O(DnR) pas de calcul
d'aprés le lemme 25.
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Supposons maintenant qué est silencieux. Ensuite, considérons la premiére
configurationy de .A? qui est légitime vis-a-vis d& P4 et de la spécification di.
Soit les valeurs\ = max,cy f(p), etm = min,ey f(p) dansy. M —m < D.
D’ou, aprésO(Dn) pas supplémentairesg|! atteint une configuration terminale.l

A titre d’exemple SMDS (k)" stabilise & Ps pmps(x) €nO(n) rondes eO(Dn?)
pas ave©(log k+logn+klog %) bits par processus, d’apres les théorémes 18-19 et
22-26. Ceci illustre que notre transformateur ne dégraddgpeomplexité en rondes
ni I'occupation mémoire tout en offrant une complexité Sfaisante en pas de calcul.

o =

7. Simulations
7.1. Modéle et hypothéses

Tous les résultats fournis dans cette section provienreW{8Net (Hamidat al,,
2008), un simulateur événementiel pour les réseaux saiofis avons adapté notre
algorithme au modéle a passage de messages, en utilisamétiesdes similaires a
celles proposées dans (Delaétl., 2005).

Dans WSNet, les processus sont déployés aléatoirement uianircarré. Les
processus sont immobiles et équipés d'une interface r&tiaque processus envoie
périodiguement un paqueel | 0. Ces paquets servent a découvrir le voisinage, cons-
truire et maintenir une structure logique a travers le nésBeeux processus et v
peuvent communiquer si et seulement si la distance euchidientre eux est au plus
rad, oUrad est la portée de transmission d’une radio. Ainsi, la topieldg réseau est
isomorphe a un graphe de disques unitaires (UDG i Disk Graph). Par souci
de simplicité, nous considérons les couches physiques & &bfnme idéales :iln'y
a ni interférence ni collision. Néanmoins, comme le mornt(&elaétet al., 2005),
notre algorithme fonctionne méme si les communications son fiables. En outre,
les processus sont concurrents et asynchrones.

Dans nos simulations, nous considérons des réseaux UDG@xemide taillen
variant entres0 et 400 noeuds. Ceux-ci sont distribués aléatoirement dans un plan d
100 m de c6té selon une loi uniforme. Nous faisons varier la poissae transmission
selon le nombre de nceuds, afin d’obtenir un degré moyen Ehet50. Par exemple,
en fixantn 2200 et en réglant la portée de transmission ettren et 26 m, le degré
moyen du réseadi est compris entre 10 et 50. Enfin, nous avons fait varige 1 46.

Les performances d8 MDS (k) pouvanta priori dépendre du type d’arbre cou-
vrant utilisé en second module, nous avons testé notre qmiet@vec trois types
d’'arbre couvrant différents : un arbre couvrant en profomdarbre DFS), en largeur
(arbre BFS) et un arbre couvrant quelconque.
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7.2. Motivations

Dans le contexte des réseaank hocet des réseaux de capteurs, il est intéressant
d'étudier les performances moyennes des algoriththg&:) et MZN (k) dans des
topologies aléatoires, au-dela du pire cas. En particudigtFce que le choix d'un
arbre couvrant spécifique influe de maniére significativelaaille de 'ensemble
k-dominant construit paDS(k) ou MZN (k) o DS(k) ? Quel est le gain di a
MIN (k) ? Ce gain est-il le méme avec tous les arbres couvrants ? Cainvae
rie la taille de 'ensemblé-dominant de sortie par rappor&aan et au degré moyen
du réseau ?

7.3. Résultats

Nous mettons ici en évidence les performances de notreithlga, en termes de
taille de 'ensemblé:-dominant construit pabS (k) et MZN (k) o DS(k) dans des
topologies aléatoires, par rapport &, d et & I'arbre couvrant choisi. Notez que pour
chaque paramétrage, nous avons effectué 50 expériences.

La figure 4a montre I'évolution de la taille de I'ensemblelominant en fonction
dek, aprés stabilisation de I'algorithn2S (k). Nous observons une forte différence
entre les ensemblésdominants calculés, selon le type d’arbre couvrant. kaFS,
par construction, induit un grand nombre de procegsdeminants. Dans ce cas, la
taille moyenne obtenue par simulation est ainsi proche dmitae supérieure théo-
rique. En revanche, de meilleures performances sont obsesur des arbres quel-
conques ou BFS. Dans ces résultats, la hauteur de I'arbralenégnt un impact ma-
jeur sur la taille de I'ensemble-dominant.

Linfluence du degré moyed peut étre observée dans la figure 5a. La taille de
I'ensemblek-dominant construit sur un arbre DFS est constante et élal@s que la
taille d’'un tel ensemble construit sur un autre arbre estaigsante. En effet, quand
le degré moyen augmente, le diamétre du réseau diminue.l®eaas des arbres quel-
conques et BFS, cela conduit a une diminution de la hautedwret a une baisse de
la taille de 'ensemblé-dominant.

Quel que soit I'arbre couvrant, la taille de 'ensemilelominant construit par @
DS (k) dans un UDG est proche du pire cas (figure 4a et figure. 5a),psaufle

BFS. Dans ce contexte, il est intéressant d'étudigvigiN (k) est capable de réduire
significativement la taille de 'ensembledominant calculée paPS (k).

La figure 4b illustre a la fois le gain obtenu par le troisiemadoie en termes de
taille de I'ensemblé:-dominant et les différences entre les ensemble®minants
minimisés parMZAN (k) selon I'arbre a partir duquel ils ont été calculés. Pour les
trois types d’arbres couvrants et pour< k < 4, la diminution moyenne obtenue
est supérieure @ %. Pour des valeurs plus élevéesiides bonnes performances
de DS(k) sur l'arbre BFS limitent les possibilités d’obtenir desrgaimportants en
appliquantMZN (k). Ici, la taille de 'ensemblé-dominant obtenue paMZN (k)
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est assez similaire quel que soit le type d’arbre considdaégré un léger avantage
pour les arbres quelconques.

Le troisieme module fourni paMZN (k) permet d’homogénéiser la taille des en-
sembles:-dominants quel que soit le degré moyen. La figure 5b illusttee propriété
pour k = 2. Les simulations montrent également qu'il est efficace sus les types
d’arbres considérés : poér= 2, n = 200 et un degré moyen dani0, 20], la mini-
misation permet de réduire la taille de I'ensembldominant de’5 % en moyenne.

Pour résumer, nos simulations montrent que la taille des€erblek-dominant
calculé parDS(k) est influencée par le type d'arbre couvrant utilisé. Ellagignent
surtout le fait que la taille de I'ensembtedominant minimisé paMZN (k) est si-
gnificativement plus petite que la borne théorique dansdadg majorité des cas. Par
exemple, le tableau 1 montre le gain moyen obtenu par la meation des ensembles
k-dominants calculés pd?S (k) pourk = 2, n = 200 etd €]10, 20|.

Enfin, sur 'ensemble des simulations que nous avons faitess observons que
notre algorithme en trois moduleS MDS(k), calcule des ensemblésdominants
minimaux dont la taille moyenne est radicalement plus @efite la borne théorique,
comme le montre par exemple la figure 4b. Plus précisément,pe= 200, 1 <
k < 6 etd €]10,20], la taille des ensemblésdominants que nous obtenons est en
moyenne’9 % plus petite que la borne théorique.

Tableau 1. Gain moyen obtenu grace a la minimisation

Arbre Avant minimisation| Aprés minimisation| Gain moyen

BFS 56.93 9.93 83 %

DFS 65.87 8.93 86 %

Quelconque 59.17 7.83 87 % @

8. Conclusion

Dans cet article, nous avons proposé un algorithme détatenmistribué, asyn-
chrone, autostabilisant et silencieux pour calculer uegtttei-dominant minimal de
taille au plus[kij dans un réseau quelconque. Nous avons montré sa corregation e
considérant un ordonnanceur faiblement équitable. Noassagnsuite proposé une
méthode pour transformer un algorithme fonctionnant stygpdbthése faiblement
équitable en un algorithme fonctionnant sous I'hypothageguitable. En appliquant
notre transformateur sur notre premiere solution, nousmasts un algorithme qui
reste silencieux, qui stabilise €(n) rondes eD(Dn?) pas de calcul, et qui requiert
O(logk + logn + klog %) bits par nceuds, of? est le diamétre du réseau Etest
un majorant dex. Nos résultats de simulation montrent que la taille de Benmislek-
dominant obtenu par notre solution est généralement bepyslas petite que 7+ |.

Une extension envisageable de ce travail est d’étudieestipossible d’améliorer
le temps de stabilisation &n(k) rondes (I'optimal). Dans de futurs travaux, nous sou-
haiterions trouver un algorithme distribué autostahiligaour calculer un ensemble
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k-dominant minimal dont la taille est une approximation ¢ante de la taille du mi-
nimum, c’est-a-dire un algorithme qui calcule un ensentbtlominant minimal de
taille s tel quei < ¢ ou ¢ est une constante at,; est la taille d’'un ensemble
k-dominant minimum du réseau.
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