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Objectif

La réutilisation d’algorithmes est une préoccupation majeure en
génie logiciel.

En autostabilisation, cette réutilisation se matérialise par la
notion de composition.

Lobjectif principale des techniques de composition est de
simplifier I’écriture des algorithmes autostabilisants.
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Remarque fondamentale

On définit une composition a I'aide d’'un opérateur, noté ici o.

La sémantique de I'opérateur ne doit pas augmenter la
puissance du modele.

Il doit exister des regles de réécriture pour traduire la
composition de plusieurs algorithmes en un seul algorithme
n’utilisant pas la composition et ayant exactement le méme
comportement.
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démon central.
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Emuler le comportement d’'un démon plus faible

1. Créer un algorithme autostabilisant qui émule le
comportement d’'un démon considéré comme plus simple
sous I'hypothése d’un démon plus fort.

1.1 Par exemple, émuler un démon synchrone, central, ou
localement central sous I'’hypothése d’un démon distribué.
2. Puis, écrire un algorithme autostabilisant qui résout la
tache voulue en supposant le démon plus simple.

3. La composition des deux algorithmes permet alors de
résoudre la méme tache sous I’hypothése du démon le
plus général.

Exemple : utiliser une circulation de jeton pour émuler un
démon central.
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Calculer puis utiliser un sous-graphe couvrant
particulier

1. Résoudre le probléme avec algorithme autostabilisant en

supposant une topologie particuliére.
1.1 Par exemple, un arbre ou un anneau.

2. Puis, écrire un algorithme qui construit cette structure au
dessus du réseau réel (généralement quelconque).

3. La composition permet alors d’obtenir un algorithme
autostabilisant résolvant le probléme posé sur une
topologie plus complexe.

La composition collatérale hiérarchique permet de réaliser
cela!
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ldées

Soit A et B deux algorithmes.

Chaque processus p exécute ses programmes (locaux) A(p) et
B(p) concurremment.

B(p) utilise la sortie de A(p)

Localement a p, les regles de A sont prioritaires sur les regles
de B.

Exemple : A calcule un arbre couvrant et B utilise la structure
de l'arbre pour faire un calcul global.



Définition

Définition 1
Soit A et B deux algorithmes tels qu’aucune variable écrite par
B n’apparait dans A.
Dans la composition collatérale hiérarchique de A et B, notée
B o A, le programme local de chaque processus p, (B o A)(p),
est défini comme suit :
> (B o A)(p) contient toutes les variables de A(p) et B(p);
» (B o .A)(p) contient toutes les actions de A(p) ;
» pour toute action G; — S; de B(p), (B o .A)(p) contient
I'action -Cp A G; — Sj ou Cp, est la disjonction de toutes
les gardes des actions de A(p).
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Propriété admise sans preuve

Théoreme 1
B o A stabilise a SP en supposant un démon faiblement
équitable si :
> A est un algorithme (autostabilisant) silencieux en
supposant un démon faiblement équitable ;

> I3 stabilise a SP a partir de toute configuration ou aucune
action de A n’est activable en supposant un démon
faiblement équitable. !

1. Pour rappel, la spécification de A est satisfaite dans une telle
configuration.
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Calcul du maximum (1/2)

Soit G = (V, E) un réseau connexe et enraciné en R € V ou
chaque processus p dispose en entrée une constante entiére Ep.

Hypothése supplémentaire : chague processus p connait son
numéro de canal dans I'ensemble N, de chacun de ces voisins q.

p pourra tester si, par exemple, le pointeur pere, le désigne comme
le pére de q dans l'arbre.

Dans la suite, un tel test sera simplement écrit pere; = p.



Calcul du maximum (1/2)

On souhaite écrire un algorithme
> autostabilisant et silencieux
» sous I'hypotheése d’un démon distribué faiblement équitable

» ou tous les processus p calculent dans la variable de sortie
Sortiep, la valeur maximum parmi 'ensemble des entrées

Dans la configuration terminale, tout processus p doit vérifier
Sortiep = maxgev{Eg}.
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Décomposition du probléme

1. Calcul silencieux d’arbre couvrant T enraciné en R.

Dans le suite, T(p) dénotera le sous-arbre de T enraciné
en p, Hrp dénotera la hauteur de T(p); la hauteur de T
sera noté simplement H.

2. Un algorithme silencieux qui affecte la variable MaxT, de
chaque processus p @ maxqe7(p){ Eq} €n supposant que T
est bien défini par les sorties pere du premier algorithme.

3. Un algorithme silencieux qui diffuse la valeur de MaxTg
dans les variables Sortie de tous les processus en
supposant que la valeur de MaxTg est constante et T est
bien défini par les sorties pere du premier algorithme.



Partie 1

Nous utilisons 'algorithme silencieux de calcul d’arbre
couvrant en largeur d’abord vu précédemment.



Partie 1

Nous utilisons 'algorithme silencieux de calcul d’arbre
couvrant en largeur d’abord vu précédemment.

Dans la suite, cet algorithme est nommé BFS.



Partie 2

Algorithme MSA :

MaxT, # max({Ep} U {MaxTq,q € Ny A pereq = p})
_>

MaxT, < max({Ep} U {MaxTq,q € Ny A péreq = p})
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Schéma de la preuve

Pour démontrer que MSA o BFS stabilise, sous I'hypothese
d’'un démon distribué faiblement équitable, nous devons
montrer que :

1. A partir de toute configuration terminale de BFS (ou T est
bien défini), MS.A converge en un nombre fini de
rondes vers une configuration terminale.

2. Dans toute configuration terminale de MSA o BFS,
MaxT, = maxgeT(p){ Eq} pOUr tout processus p.



Preuve (1/3)

Lemme 1
A partir de toute configuration terminale de BFS, MS.A converge en
H + 1 rondes vers une configuration terminale.

Preuve. Par récurrence sur la hauteur des sous-arbres.

Soit ¢ une configuration terminale de BFS.
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Cas de base

Soit p un processus tel que Hr(,) = 0 dans ~;.

Par définition, p est une feuille de T, qui est bien défini.
Donc {MaxT,,q € N, A péreq = p} = 0.

Ainsi, si p vérifie MaxT, = E,, alors p est inactivable pour
toujours car Ep est constante.

Sinon, p est continlment activable car le prédicat de la regle de
p ne dépend que des variables de p. Ainsi, MaxT, est affecté a
E, lors de la premiére ronde a partir de ~; et nous retrouvons le
cas précédent. Ainsi, p est inactivable pour toujours au plus 1
ronde apres ;.



Hypothése de récurrence

Supposons que tout processus p tel que Hr(,) < k est
inactivable pour toujours au plus k + 1 rondes aprées ~;.
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Soit p un processus tel que Hr(,) = k + 1 dans ;.

Au début de la k + 2 rondes, la valeur de
{MaxT,, q € Ny A péreq = p} est fixe pour toujours, par
hypothése de récurrence.



Pas de récurrence

Soit p un processus tel que Hr(,) = k + 1 dans ;.

Au début de la k + 2 rondes, la valeur de
{MaxT,, q € Ny A péreq = p} est fixe pour toujours, par
hypothése de récurrence.

Ainsi, la valeur de prédicat de la regle de p ne dépend que de
MaxT), et de constantes.

Ainsi, si p est activable, il 'est continlment et exécute sa regle
lors de la ronde : a la fin de la ronde, p devient inactivable pour
toujours.

En posant, kK = H, nous obtenons l'intitulé du lemme. |



Preuve (2/3)

Lemme 2
Dans toute configuration terminale de MSA o BFS, nous
avons MaxTp = maxgeT1(p){ Eq} pour tout processus p.

Preuve. Par récurrence sur la hauteur des sous-arbres.

Soit v une configuration terminale de MSA o BFS.
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Cas de base

Soit p un processus tel que Hr(p,) = 0 dans ;.
Par définition, p est une feuille de T (qui est bien défini).
Donc {MaxTq,q € Np A péreq = p} = 0.

Par suite, MaxT, = Ep. Puisque T(p) = {p}, le lemme est
veérifié dans ce cas.



Hypothése de récurrence

Supposons que tout processus p tel que Hr(,) < k vérifie
MaxTy, = maxgeT(p){ Eq} dans ;.
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Pas de récurrence

Soit p un processus tel que Hr(,) = k + 1 dans .
Par définition, T(p) = {p} U quNpApé,eq:p T(q)} dans .

Or, pour processus q tel que g € N, A péreg = p dans ~; vérifie
Hr(q) < k.

Donc, par hypothése de récurrence, MaxTy = maxye1(q){ Ex}-

Par suite, MaxT, = max({Ep} U {MaxTq,q € Ny A péreq =
p}) = max({Ep} U {maxyc1(q){Ex}, q € Np A pereq = p}).

Or, par définition, T(p) = {p} U quNpApé,eq:p T(q).
Donc, MaxTp = maxge(p){ Eq} dans 7.

En posant, k = H, nous obtenons l'intitulé du lemme.



Preuve (3/3)

D’apres le corollaire 1, les deux lemmes précédents, et le fait
que BFS calcule en au plus D + 2 rondes un arbre couvrant de
hauteur D (le diameétre du réseau), nous avons :

Théoreme 2
MSA o BFS est autostabilisant et silencieux dans un réseau
enraciné connexe.

Son temps de stabilisation est au plus 2D + 3 rondes.

Dans toute configuration terminale de MSA o BFS, nous
avons MaxTp = maxge1(p){ Eq} poOUr tout processus p.



Partie 3

Algorithme MAX :

Reégle pour la racine R :

Sortier # MaxTgr — Sortieg <+ MaxTg

Reégle pour les autres processus p :

Sortiep # Sorti€pyre, — Sortiep < Sortiepye,
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Schéma de la preuve

Pour démontrer que MAX o MSA o BFS stabilise, sous
I'hypothése d’'un démon distribué faiblement équitable, nous
devons montrer que :

1. A partir de toute configuration terminale de MSA o BFS
(ou T est bien défini et MaxT, = maxge1(p){ Eq} poUr tout
processus p), MAX converge en un hombre fini de
rondes vers une configuration terminale.

2. Dans toute configuration terminale de
MAX o MSA o BFS, Sortiep, = maxgcy{Eq} pour tout
processus p.



Preuve (1/3)

Lemme 3
A partir de toute configuration terminale de MSA o BFS, MAX
converge en H + 1 rondes vers une configuration terminale.

Preuve. Par récurrence sur le niveau dans I'arbre.

Soit v+ une configuration terminale de MSA o BFS.
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Cas de base

Soit p un processus de niveau 0 dans ~;.

Par définition, p = R, c’est-a-dire, p est la racine de T (qui est
bien défini).

Si p vérifie Sortie, = MaxT), alors p est inactivable pour
toujours car MaxT, est constante.

Sinon, p est continiment activable car le prédicat de la régle de
p ne dépend que des variables de p. Ainsi, Sortie, est affecté a
MaxT, lors de la premiére ronde a partir de ~; et nous
retrouvons le cas précédent.

Ainsi, p est inactivable pour toujours au plus 1 ronde apres ;.



Hypothése de récurrence

Supposons que tout processus p de niveau inférieur ou égal a
k est inactivable pour toujours au plus k + 1 rondes apres ~;.
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Pas de récurrence

Soit p un processus de niveau k + 1 dans ;.

Au début de la k + 2 rondes, la valeur de Sortiepye, est fixe
pour toujours, par hypothése de récurrence.

Ainsi, la valeur de prédicat de la regle de p ne dépend que de
Sortiep et d’une constante.

Ainsi, si p est activable, il I'est continment et exécute sa regle
lors de la ronde : a la fin de la ronde, p devient inactivable pour
toujours.

En posant, k = H, nous obtenons l'intitulé du lemme. O



Preuve (2/3)

Lemme 4
Dans toute configuration terminale de MAX o MSA o BFS,
nous avons Sortie, = maxgev{Eq} pour tout processus p.

Preuve. Par récurrence sur le niveau dans I'arbre.

Soit v une configuration terminale de MAX o MSA o BFS.
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Cas de base

Soit p un processus de niveau 0 dans ~;.

Par définition, p = R, c’est-a-dire, p est la racine de T (qui est
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D’aprés le lemme 2, Sortiep = maxqev{Eq}. Ainsi, le lemme est
vérifié dans ce cas.



Hypothése de récurrence
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Pas de récurrence

Soit p un processus de niveau k + 1 dans ~;.

p#R

Puisque p est inactivable, nous avons Sortie, = Sortiepye,
dans ~;.

Or, par hypothese de récurrence, Sortieyye, = maxqev{ Eq}
dans ~;.

En posant, k = H, nous obtenons l'intitulé du lemme.



Preuve (3/3)

D’apres le corollaire 1, les deux lemmes précédents, le
théoreme 2 et le fait que BFS calcule en au plus D + 2 rondes
un arbre couvrant de hauteur D (le diametre du réseau), nous
avons :

Théoreme 3
MAX o MSA o BFS est autostabilisant et silencieux dans un
réseau enraciné connexe.

Son temps de stabilisation est au plus 3D + 4 rondes.

Dans toute configuration terminale de MAX o MSA o BFS,
nous avons Sortie, = maxgev{Eq} pour tout processus p.
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