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Exercice 1 (EXO 108 : Egalité) Prouver les formules suivantes :
1. R(a,c)N(a=b)= R(b,c).
2. x=y= f(x,2) = f(»2).

3. Vxdy(x=y).
4. IAVyx=y=>VxVyx=y. (¥
Réponse:

1. R(a,c) A(a=Db)=R(b,c).

contexte | numéro | preuve regle
1 1 Supposons R(a,c) A(a=D)
1 2 R(a,c) AET1 1
1 3 a=b AE2 1
1 4 R(b,¢) Congruence 2,3
5 Donc R(a,c) A(a=D) = R(b,c) | =114
2. Preuvede x=y = f(x,z) = f(y,2).
contexte | numéro | preuve regle
1 1 Supposons x =y
1 2 F(x,z) = f(x,2) Réflexivité
1 3 flx,z)=rf(,z2) Congruence 1,2
L’égalité 1 permet de remplacer dans 2 T’occurrence qui est soulignée en 3
] | 4 | Doncx=y= f(x,2)=f(n2) [ =113
3. Preuve de VxJy(x =y).
contexte | numéro | preuve regle
1 xX=x Réflexivité
2 Fy(x=y) 31, x
3 Vxdy(x=y) | VI2

Pour la deuxieéme ligne, remarquez que x =x = (x =y) < y:=x >.

4, AVyx=y="xVyx=y



contexte | numéro | ligne regle

1 1 Supposons IxVyx =y

1,2 2 Supposons Vyx =y

1,2 3 X=u VE 2, u

1,2 4 xX=y VE 2,y

1,2 5 u=y Congruence 3,4

1,2 6 Yyu=y vl 5

1,2 7 YuVyu=y VI 6

1,2 8 VaVyx=y Copie 7

1 9 DoncVyx=y=WVxVyx=y =128

1 10 VaVyx =y JE 8,9
11 Donc AVyx=y=VaVyx=y | = 11,11

O

Exercice 2 (EXO 109 : Egalité,**) Prouver que la deuxiéme définition de « il existe un et un seul x » : IxP(x) A

VxVy(P(x) AP(y) = x=y) = Ix(P(x) AVY(P(y) = x=1y)).
Réponse:

contexte | numéro | preuve regle

1 1 Supposons JxP(x) AVxVy(P(x) AP(y) =x=1y)

1 2 IxP(x) AET1 1

1 3 VxVy(P(x) AP(y) = x=1y) NE2 1

1,4 4 Supposons P(x)

14,5 5 Supposons P(y)

1.4,5 6 P(x)AP(y) N 4,5

1,4,5 7 Yy(P(x) AP(y) =x=1y) VE 3, x

1,4,5 8 P(x)AP(y)=>x=y VE 7,y

1,4,5 9 xX=y =FE 6,8

1,4 10 Donc P(y) = x=y =159

1,4 11 Yy(P(y) = x=y) VI 10

1,4 12 P(x) AVy(P(y) = x=1y) N 4,11

1,4 13 Ax(P(x) AVy(P(y) = x=1y)) 12, x

1 14 Donc P(x) = Ax(P(x) AVy(P(y) = x=1y)) =14,13

1 15 x(P(x) AVY(P(y) = x=1y)) JE 2,14
16 Donc dxP(x) AVxVy(P(x) AP(y) = x=y) = x(P(x) AVy(P(y) = x=y)) | =11,15

Exercice 3 (EXO 112 : Examen 2012) Prouver les formules suivantes par déduction naturelle au premier ordre.

1. ~VxP(x) v ~350(3) = ~(¥xP(x) A 3Q().
2. Va¥y(P(y) = R(x)) = IyP(y) = VxR(x).
3. =Vx=P(x) = 3xP(x).
Réponse:
L —¥P(x) V-3y0(y) = ~(¥P(x) A Q()).



contexte | numéro | preuve regle

1 1 Supposons —WVxP(x) V =3y0(y)

1,2 2 Supposons VxP(x) A3yQ(y)

1,2,3 3 Supposons —VxP(x)

1,2,3 4 VxP(x) ANE12

1,2,3 5 1 =E34

1,2 6 Donc —WVxP(x) = L =735

1,2,7 7 Supposons —3AyQ(y)

1,2,7 8 IO®y) NE22

1,2,7 9 1 =E34

1,2 10 Donc =3yQ(y) = L =135

1,2 11 1 VE 1,6,10

1 12 Donc —(VxP(x) A JyQ(y)) =12,11
13 Donc —VxP(x) vV -3y0(y) = -(VxP(x) AIyQ(y)) | = 11,12

2. ¥x¥y(P(y) = R(x)) = 3yP(y) = VxR(x).

contexte | numéro | preuve regle
1 1 Supposons VaVy(P(y) = R(x))
1,2 2 Supposons JyP(y)
1,2 3 Vy(P(y) = R(x)) VE 1, x
1,2 4 P(y) = R(x) VE 3,y
1,2,5 5 Supposons P(y)
125 |6 R(x) = E45
1,2,5 7 VxR(x) VI 6
12 8 Donc P(y) = VaR(x) =157
1,2 9 VxR(x) JE 2.8
1 10 Donc JyP(y) = VxR(x) =129
11 Donc VaVy(P(y) = R(x)) = JyP(y) = VxR(x) | =1 1,10
3. =Vx—P(x) = IxP(x).

contexte | numéro | preuve regle

| 1 Supposons —Vx—P(x)

1,2 2 Supposons —3xP(x)

1,2,3 3 Supposons P(x)

1,23 4 IxP(x) 13

1,2,3 5 1 =E24

1,2 6 Donc —P(x) =135

1,2 7 Vx—P(x) VI 6

1 8 1 =ET71

1 9 Donc ——3xP(x) =182

1 10 IxP(x) RAA9

11 Donc =Vx—P(x) = 3xP(x) | =11,10

Exercice 4 (EXO 113 : Examen 2013) Prouver les formules suivantes par déduction naturelle au premier ordre.
1. Ix(Q(x) = P(x)) AVxQ(x) = IxP(x).
2. Yx Vy(R(x,y) = —R(y,x)) = Yx—R(x,x).

Réponse:
1. 3x(Q(x) = P(x)) AVxQ(x) = IxP(x).



contexte | numéro | preuve regle
1 1 Supposons Jx(Q(x) = P(x)) AVxQ(x)
1 2 (Q(x) = P(x)) AET 1
1 3 VxQ(x) NE2 1
1,4 4 Supposons Q(x) = P(x)
14 5 o) VE 3,x
1.4 6 P(x) S E45
1,4 7 IxP(x) 16, x
1 8 Donc (Q(x) = P(x)) = IxP(x) =147
1 9 IxP(x) JE 2,8
10 Donc Ix(Q(x) = P(x)) AVxQ(x) = xP(x) | =119
2. Vx Vy(R(x,y) = —R(y,x)) = Vx—R(x,x).
contexte | numéro | preuve regle
1 1 Supposons Vx Vy(R(x,y) = —R(y,x))
1 2 Vy(R(x,y) = —R(y,x)) VE 1,x
1 3 R(x,x) = —R(x,x) VE 2, x
1,2 4 Supposons R(x,x)
1,2 5 =R (x,x) =E34
1,2 6 1 =E54
1 7 Donc —R(x,x) =14,6
1 8 VxR (x,x) V17
9 Donc Vx Vy(R(x,y) = —R(y,x)) = Vx—R(x,x) | =11,8

O

Exercice 5 (EXO 114 : Quelques questions posées en examen) Démontrer les formules suivantes par déduction na-

turelle.
1. 3x(P
2. Vx(P

(x)
(

3. (P (x) V=P (x)) = VxP(x).

Réponse:

V Q(x)) AVx—=Q(x) = FxP(x).
x) = 0(x)) AIx(P(x) AR(x)) = 3x(0(x) AR(X)).

1. 3x(P(x) VvV Q(x)) AVx—Q(x) = IxP(x).

contexte | numéro | preuve regle

1 1 Supposons Ix(P(x) V Q(x)) AVx—Q(x)

1,2 2 Supposons P(x) V Q(x)

1,2,3 3 Supposons P(x)

1,2,3 4 IxP(x) dr3, x

1,2 5 Donc P(x) = JxP(x) =134

1,2,6 6 Supposons Q(x)

1,2,6 7 Vx=Q(x) AE2 1

1,2,6 8 -0(x) VE 7, x

1,2,6 9 1 = FE 6,8

1,2,6 10 IxP(x) Efq9

1,2 11 Donc Q(x) = 3xP(x) =16,10

12 2 ENZE) VE 25,11

1 13 Donc P(x) V Q(x) = IxP(x) =12,12

1 14 x(P(x) vV O(x)) NE1 1

1 15 P(x) JE 13,14
16 Donc Ix(P(x) V Q(x)) AVx—Q(x) = IxP(x) | = 1,15




2. Vx(P(x) = O(x)) ATx(P(x) AR(x)) = 3x(Q(x) AR(x)).

contexte | numéro | preuve regle
1 1 Supposons Vx(P(x) = Q(x)) A Ix(P(x) AR(x))
1,2 2 Supposons P(x) AR(x)
12 3 P0x) NE12
1,2 4 Vx(P(x) = 0(x)) AE1 1
1,2 5 P(x) = Q(x) VE 4, x
12 6 o) —E35
12 7 R(x) NE22
12 8 0(x) AR(x) N 6,7
1,2 9 x(Q(x) AR(x)) 318, x
1 10 Donc P(x) AR(x) = Ix(Q(x) AR(x)) =129
1 11 (P(x) AR()) NE2 1
I 12 TH0() AR()) 3E 10,11
13 Donc Yx(P(x) = Q(x)) AIx(P(x) AR(x)) = Ix(Q(x) AR(x)) | =11,12
3. Ix—(P(x) V-P(x)) = VxP(x).
contexte | numéro | preuve regle
1 1 Supposons Jx—(P(x) V —P(x))
1,2 2 Supposons —(P(x) V —P(x))
1,2,3 3 Supposons —P(x
1,2,3 4 P(x) V—P(x) VI2 3
1,23 5 1 =E24
1,2 6 Donc ——P(x) =135
12 7 POx) RAA 6
1,2 8 P(x)V—P(x) VI17
1,2 9 1 =FE28
1 10 Donc ~(P(x) V—P(x)) =L =129
1 11 1 JE 1,10
1 12 VxP(x) Efq1l
13 Donc dx—(P(x)V—P(x)) = VxP(x) | =11,12




