Solutions des Exercices de la Séance du 29 avril 2020

Stéphane Devismes

20 avril 2020

Exercice 1 (EXO 102 : Déductions naturelles) Prouver en déduction naturelle du premier ordre les formules sui-
vantes :

1.

9.

N D LA W

le fameux syllogisme, « Tout homme est mortel, Socrate est un homme, donc est mortel », que nous formalisons
par Nx(H(x) = M(x)) A H(socrate) = M (socrate).

. VxP(x) = JyP(y).
. VxP(x) = 3xP(x).

Vx(P(x) A Q(x)) = VxP(x) AVxQ(x).

x(P(x) vV Q(x)) = IxP(x) V IxQ(x).

Vx(P(x) = Q(x)) A3xP(x) = IxQ(x).

IxP(x) VIxQ(x) = Ix(P(x) V Q(x)). (**)

Vx(P(x) = O(x)) AVx(Q(x) = R(x)) = Vx(P(x) = R(x)).
Vx (P(x) = Q(x)) A 3x =Q(x) = Ix =P(x).

NQ
Vo

Dans cet exercice, les formules P(x) et Q(x) peuvent étre remplacées par des formules quelconques.
Réponse:

1.

2.

3.

Le syllogisme fameux, tout homme est mortel, Socrate est un homme, donc est mortel, que nous formalisons
par Vx(H (x) = M(x)) A H(socrate) = M(socrate).

contexte | numéro | preuve regle
1 1 Supposons Vx(H (x) = M(x)) A H(socrate)
1 2 H (socrate) NE2
1 3 Vx(H(x) = M(x)) AE1
1 4 H (socrate) = M (socrate) VE 3, socrate
1 5 M (socrate) =E24
6 Donc Vx(H (x) = M(x)) AH (socrate) = M(socrate) | = 11,5

VxP(x) = JyP(y).

contexte | numéro | preuve regle

1 1 Supposons VxP(x)

1 2 P(y) VE 1,y

1 3 JyP(y) d12,y
4 Donc VxP(x) = 3yP(y) | =113

VxP(x) = IxP(x).

contexte | numéro | preuve regle

1 1 Supposons VxP(x)

1 2 P(x) VE 1,x

1 3 IxP(x) 12, x
4 Donc VxP(x) = 3xP(x) | =114




4. Yx(P(x) AQ(x)) = VxP(x) AVxQ(x).

contexte | numéro | preuve regle
1 1 Supposons Vx(P(x) AQ(x))
1 2 P(x) A Q(x) VE 1,x
1 3 P(x) AE12
1 4 o) NE22
1 5 VxP(x) VI3
1 6 VxQ(x) VI 4
1 7 VxP(x) AVxQ(x) N 5,6
8 Donc Yx(P(x) AQ(x)) = VxP(x) AVxQ(x) | =117
5. Ix(P(x) vV QO(x)) = AxP(x) V IxQ(x).
contexte | numéro | preuve regle
1 1 Supposons Ax(P(x) V Q(x))
1,2 2 Supposons P(x) V Q(x)
1,2,3 3 Supposons P(x)
1,2,3 4 AxP(x) d13,x
1,2,3 5 IxP(x) V Ix0(x) V14
1,2 6 Donc P(x) = 3xP(x) vV IxQ(x) =135
1,2,7 7 Supposons Q(x)
1,2,7 8 x0(x) ar7, x
1,2,7 9 IxP(x) V IxQ(x) V28
1,2 10 Donc Q(x) = 3xP(x) vV IxQ(x) =179
1,2 11 IxP(x) V IxQ(x) VE 2,6,10
1 12 Donc (P(x) V Q(x)) = IxP(x) V IxQ(x) =12,11
1 13 JxP(x) V IxQ(x) JF 1,12
14 Donc dx(P(x) VQ(x)) = IxP(x) VIxQ(x) | = 11,13
6. Vx(P(x) = O(x)) AIxP(x) = 3xQ(x).
contexte | numéro | preuve regle
1 1 Supposons Vx(P(x) = Q(x)) A JxP(x)
1 2 Vx(P(x) = 0(x)) AE1 1
1 3 AxP(x) AE2 1
1,4 4 Supposons P(x)
1,4 5 P(x) = O(x) VE 2, x
14 6 o) SE45
1,4 7 O (x) 76, x
1 8 Donc P(x) = 3xQ(x) =147
1 9 O (x) JE 3,8
10 Donc Vx(P(x) = Q(x)) A3xP(x) = 3xQ(x) | =119

7. 3xP(x) vV IxQ(x) = Ix(P(x) V O(x)).




contexte | numéro | preuve regle
1 1 Supposons JxP(x) V IxQ(x)
1,2 2 Supposons JxP(x)
1,2,3 3 Supposons P(x)
1,2,3 4 P(x)V O(x) VIl 3
1,2,3 5 Ix(P(x) vV O(x)) ar4, x
1,2 6 Donc P(x) = 3x(P(x) V Q(x)) =135
1,2 7 Ix(P(x) vV O(x)) JE 2,6
1 8 Donc IxP(x) = Ix(P(x) V O(x)) =127
1,9 9 Supposons JxQ(x)
1,9,10 10 Supposons Q(x)
1010 | 11 POV O VI2 10
1,9,10 12 Ix(P(x) vV O(x)) il x
1,9 13 Donc Q(x) = x(P(x) vV Q(x)) =110,12
1,9 14 Ix(P(x) vV O(x)) 3E 9,13
1 15 Donc IxQ(x) = 3x(P(x) vV Q(x)) =19,14
1 16 x(P(x) VvV O(x)) VE 1,8,15
17 Donc IxP(x) V3IxQ(x) = Ix(P(x) VO(x)) | =11,16
8. Vx(P(x) = O(x)) AVx(Q(x) = R(x)) = Vx(P(x) = R(x)).
contexte | numéro | preuve regle
1 1 Supposons Vx(P(x) = Q(x)) AVx(Q(x) = R(x))
1 2 Vx(P(x) = 0(x)) AE11
1 3 Vx(Q(x) = R(x)) AE2 1
1 4 P(x) = Q(x) VE 2, x
1 5 0(x) = R(x) VE 3, x
1,6 6 Supposons P(x)
1.6 7 o) S E64
1,6 g R(x) SE75
1 9 Donc P(x) = R(x) =168
1 10 Vx(P(x) = R(x)) vI9
11 Donc Vx(P(x) = O(x)) AVx(Q(x) = R(x)) = Vx(P(x) = R(x)) | =119
9. Vx (P(x) = Q(x)) A3x =Q(x) = Ix —P(x).
contexte | numéro | preuve regle
1 1 Supposons Vx (P(x) = Q(x)) Adx -Q(x)
1 2 Vx (P(x) = Q(x)) AE1 1
1 3 Ix =0(x) NE2 1
1,4 4 Supposons —Q(x)
1,4 5 P(x) = Q(x) VE 2
1,4,6 6 Supposons P(x)
146 |7 o) S ESG
1,4,6 8 1 =E 4,7
1.4 9 Donc —P(x) =168
1,4 10 Ix —P(x) 319
1 11 Donc —Q(x) = Ix —P(x) =14,10
1 12 Ix —P(x) 3E 3,11
13 Donc Vx (P(x) = Q(x)) Adx =Q(x) = Ix =P(x) | =11,12

Exercice 2 (EXO 103 : Déductions naturelles) Prouver les formules suivantes :




1. VxVyP(x,y) = VyVxP(x,y).
2. IxIyP(x,y) = JyIxP(x,y).
x,).

x

—~ o~

3. IxVyP(x,y) = Vy3xP(x,

4. Vx(Q(x) = Vy(R(y) = P(x,y))) = Vy(R(y) = Vx(Q(x) = P(x,y))). (*)

Dans cet exercice, la formule P(x,y) peut étre remplacée par une formule quelconque. Par contre Q(x) peut étre
remplacée seulement par une formule n’ayant pas y comme variable libre, et R(y) peut étre remplacée par une formule
n’ayant pas x comme variable libre : expliquez la raison de ces contraintes.

Réponse: Tout d’abord, les contraintes sur les formules sont nécessaires, car si elles ne sont pas respectées, nous ne
pouvons pas généraliser, ¢’est-a-dire, introduire le « V ».

1. VxVyP(x,y) = VyVxP(x,y).

contexte | numéro | preuve regle
1 1 Supposons VxVyP(x,y)
1 2 VyP(x,y) VE 1,x
1 3 P(x,y) VE 2,y
1 4 VxP(x,y) VI3
1 5 VyWxP(x,y) VI 4
6 Donc VxVyP(x,y) = VyVxP(x,y) | =11,5
2. 3x3yP(x,y) = FyIxP(x,y).
contexte | numéro | preuve regle
1 1 Supposons IxJyP(x,y)
1,2 2 Supposons JyP(x,y)
1,23 3 Supposons P(x,y)
1,2,3 4 IxP(x,y) I3, x
1,23 5 Jy3xP(x,y) a4,y
1,2 6 Donc P(x,y) = 3y3P(x,y) =153
1,2 7 Jy3xP(x,y) JE 6,2
1 8 Donc JyP(x,y) = Jy3P(x,y) =172
1 9 Jy3xP(x,y) JE 8,1
10 Donc Jx3yP(x,y) = JyaxP(x,y) | =119
3. 3xVyP(x,y) = Vy3xP(x,y).
contexte | numéro | preuve regle
1 1 Supposons IxVyP(x,y)
1,2 2 Supposons VyP(x,y)
1,2 3 P(x,y) VE 2,y
1,2 4 IxP(x,y) 13, x
1,2 5 Vy3xP(x,y) VI 4
1 6 Donc VyP(x,y) = Vy3xP(x,y) =152
1 7 VydxP(x,y) JE 6,1
8 Donc JxVyP(x,y) = VyaxP(x,y) | = 11,7
4. Vx(Q(x) = Vy(R(y) = P(x,y))) = Vy(R(y) = Vx(Q(x) = P(x.y))).



contexte | numéro | preuve regle
1 1 Supposons Vx(Q(x) = Vy(R(y) = P(x,y)))
1 2 O(x) = Vy(R(y) = P(x,y)) VE 1,x
1,3 3 Supposons R(y)
1,34 4 Supposons Q(x)
1,34 5 Vy(R(y) = P(x,y)) =E24
1,34 6 R(y) = P(x,y) VE,y
134 |7 P(x,y) S E63
1,3 8 Donc Q(x) = P(x,y) =174
1.3 9 VxQ(x) = P(x,y)) VI8
1 10 Donc R(y) = Vx(Q(x) = P(x,y)) =193
1 11 Vy(R(y) = VYx(Q(x) = P(x,y))) vI 10

12 Donc Vx(Q(x) = Vy(R(y) = P(x,y))) = Vy(R(y) = Vx(Q(x) = P(x,y))) | =1 1,11

Exercice 3 (EXO 104 : Chercher la faute) Considérons la formule suivante :

Jx P(x) AVx Q(x) = Ix (P(x) A Q(x)).

Parmi les trois preuves suivantes une seule est correcte par déduction naturelle. Identifier la preuve correcte et
Jjustifier pourquoi les deux autres ne le sont pas.

1.

contexte | numéro | preuve regle

1 1 Supposons Jx P(x) AVx Q(x)

1 2 Ix P(x) NEI 1

1 3 Vx O(x) NE2 1

1.4 4 Supposons P(x)

1,4 5 0o(x) VE 3, x

14 6 P A Q) N 45

14 7 (P(x) AQ(x)) 16, x

1 8 Donc P(x) = 3x(P(x) A Q(x)) =147

1 9 (P(x) AQ(x)) JE 2,8
10 Donc Ix P(x) AVx Q(x) = Ix(P(x) ANQ(x)) | =119

contexte | numéro | preuve regle

1 1 Supposons Ix P(x) AVx Q(x)

1 2 Ix P(x) NEI 1

1 3 Vx Q(x) NE2 ]

1,4 4 Supposons P(x)

14 5 0(x) VE 3, x

14 6 P A Q) N 45

1 7 Donc P(x) = P(x) AQ(x) =146

1 8 P(x) A Q(x) 3E 2,7

1 9 x(P(x) AQ(x)) 8 x
10 Donc Ix P(x) AVx Q(x) = Ix(P(x) ANQ(x)) | =119




contexte | numéro | preuve regle

1 1 Supposons Jx P(x) AVx Q(x)

1 2 dx P(x) INID

1 3 Vx O(x) NE2 1

1,4 4 Supposons P(x)

1 5 Donc P(x) = P(x) =144

] 6 P(x) 3E 25

1 7 0(x) VE 3, x

1 8 P(x) A Q(x) N 6,7

1 9 Ix(P(x) AQ(x)) s, x
10 Donc Ix P(x) AVx Q(x) = Ix(P(x) AQ(x)) | =119

Réponse: Les démonstrations de 2 et 3 sont ERRONEES.
1. 3x P(x) AVx Q(x) = Ix(P(x) AQ(x)).

contexte | numéro | preuve regle

1 1 Supposons Jx P(x) AVx Q(x)

1 2 Ix P(x) AET 1

1 3 Vx Q(x) NE2 1

1,4 4 Supposons P(x)

1.4 5 0(x) VE 3, x

1.4 6 P(x) AO() N 45

14 7 Ix(P(x) AQ(x)) a6, x

1 8 Donc P(x) = 3x(P(x) A Q(x)) =147

1 9 Ix(P(x) AQ(x)) JE 2,8
10 Donc Ix P(x) AVx Q(x) = Ix(P(x) ANQ(x)) | =119

2. 3x P(x) AVx Q(x) = Ix(P(x) AQ(x)).

contexte | numéro | preuve regle

1 1 Supposons Jx P(x) AVx Q(x)

1 2 Jx P(x) AE1 1

1 3 Vx Q(x) AE2 1

1,4 4 Supposons P(x)

1,4 5 0(x) VE 3, x

4 6 P)AOM) N 45

1 7 Donc P(x) = P(x) AQ(x) =146

I 8 P)AQOW) SE 2,7 ERREUR

1 9 Ax(P(x) AQ(x)) 8, x
10 Donc Jx P(x) AVx Q(x) = Ix(P(x) AQ(x)) | =119

11y a une erreur a la ligne 8 car x est libre dans P(x) A Q(x).
3. 3x P(x) AVx Q(x) = Ix(P(x) AQ(x)).




contexte | numéro | preuve regle

1 1 Supposons Ix P(x) AVx Q(x)

1 2 x P(x) AE1 1

1 3 Vx Q(x) AE2 1

1,4 4 Supposons P(x)

1 5 Donc P(x) = P(x) =144

i 6 P(x) 3E 2,5 ERREUR

1 7 O(x) VE 3, x

1 8 P(x) AQ(x) N 6,7

1 9 Ax(P(x) AQ(x)) 8, x
10 Donc Jx P(x) AVx Q(x) = Ix(P(x) AQ(x)) | =119

Il y a une erreur a la ligne 6, car x est libre dans P(x).

O

Exercice 4 (EXO 105 : Copie) Prouver par déduction naturelle que VxVyP(x,y) = VxVyP(y,x) en utilisant la régle

de copie un minimum de fois.

Réponse:

contexte | numéro | preuve regle

1 1 Supposons VxVyP(x,y)

1 2 VyP(z,y) VE 1,z

1 3 P(z,x) VE 2, x

1 4 VzP(z,x) VI 3

1 5 VxVzP(z,x) VI 4

1 6 VxVyP(y,x) Copie 5
7 Donc VxVyP(x,y) = Vx¥yP(y,x) | =116

Exercice 5 (EXO 106 : Déduction naturelle)
que Q est une variable propositionnelle) :

1. Vx(QAP(x)) = Q AVxP(x).
O AVxP(x) = Vx(Q A P(x)
Vx(QVP(x)) = QVVxP(x
OV VxP(x) = Vx(QV P(x)
W(QAP(x)) = QA3xP(x
O AIxP(x) = Ix(QAP(x)
I (QVP(x))=QVIxP(x
8. OV IxP(x) = x(QVP(x)). (*)

NS R LN

—_—

O

Prouver les formules suivantes grdce a la déduction naturelle (notez

Dans cet exercice, la formule P(x) peut étre remplacée par une formule quelconque. Par contre, Q peut étre remplacée
seulement par une formule n’ayant pas x comme variable libre.

Réponse:
1. Vx(QAP(x)) = QAVxP(x).

contexte | numéro | preuve regle

1 1 Supposons Yx(Q A P(x))

1 2 ONP(Y) VE 1, x

1 3 0 NET2

I i P NE22

1 5 VxP(x) VI 4

1 6 O AVxP(x) N 3,5
7 Donc Vx(QAP(x)) = QAVxP(x) | =11,6




2. QAVxP(x) = Vx(QAP(x)).

contexte | numéro | preuve regle
1 1 Supposons Q A VxP(x)
1 2 0 AET 1
1 3 VxP(x) AE2 1
1 4 P(x) VE 3, x
I 5 OAP(x) N 24
1 6 Vx(Q A P(x)) VIS5
7 Donc QAVxP(x) = Vx(QAP(x)) | =11,6
3. Vx(QVP(x)) = QVVxP(x).
contexte | numéro | preuve regle
1 1 Supposons Vx(Q V P(x))
1,2 2 Supposons —(QV VxP(x))
1,2 3 OV P(x) VE 1, x
1,24 4 Supposons —P(x)
1,2,4,5 5 Supposons —=Q
1,2,4,5 6 L VE 34,5
1,2,4 7 Donc —=—Q =156
1,24 8 0 RAA T
124 |9 OV VxP(x) VITS
1,24 10 L =E29
1,2 11 Donc ——P(x) =14,10
12 2 Pk RAA 11
1,2 13 VxP(x) VI 12
1.2 14 OV VxP(x) VI2 13
1,2 15 1 =E 214
1 16 Donc =—(QV VxP(x)) =12,15
l 17 0 VVxP(x) RAA 16
18 Donc Vx(QV P(x)) = QVVxP(x) | =11,17
4. QVVxP(x) = Vx(QV P(x)).
contexte | numéro | preuve regle
1 1 Supposons QV VxP(x)
1,2 2 Supposons Q
1.2 3 OV P[) VIT2
1 4 Donc Q = QV P(x) =123
1,5 5 Supposons VxP(x)
1,5 6 P(x) VE 5, x
L5 7 0V P[) VIZ 6
1 8 Donc VxP(x) = QV P(x) =185
I 9 OV P(x) VES,14
1 10 Vx(QV P(x)) V19
11 Donc QVVxP(x) = Vx(QVP(x)) | =11,10

5. 3x(QAP(x)) = QA IxP(x).




contexte | numéro | preuve regle

1 1 Supposons Ix(Q A P(x))

1,2 2 Supposons QA P(x)

12 3 0 NE12

12 4 P(x) NE2 2

1,2 5 IxP(x) 4, x

1,2 6 O A3IxP(x) Al 3,5

1 7 Donc QA P(x) = Q AJxP(x) =126

1 8 O A3IxP(x) JE 7,1
9 Donc x(QAP(x)) = QA3xP(x) | =118

6. OAIxP(x) = Ix(Q A P(x)).

contexte | numéro | preuve regle

1 1 Supposons Q A AxP(x)

1 2 0 AET 1

1 3 IxP(x) NE2 1

1,4 4 Supposons P(x)

1.4 5 ONP(Y) N 24

1,4 6 W(QAP(x)) ars, x

1 7 Donc P(x) = 3x(Q A P(x)) =14,6

1 8 W(QAP(x)) 3E 3,7
9 Donc QA 3xP(x) = Ix(QAP(x)) | =118

7. X(QVP(x)) = QVIxP(x).

contexte | numéro | preuve regle

1 1 Supposons 3x(Q V P(x))

1,2 2 Supposons QV P(x)

1,2,3 3 Supposons Q

1,2,3 4 OV 3xP(x) VI3

1,2 5 Donc Q = QV JxP(x) =134

1,2,6 6 Supposons P(x)

1,2,6 7 AxP(x) 76, x

126 |8 0V P(y) V27

1,2 9 Donc P(x) = QV 3xP(x) =168

1,2 10 OV 3xP(x) VE 2,59

1 11 Donc QV P(x) = QV 3xP(x) =12,10

i 2 OV P(y) SE 111
13 Donc Ix(QV P(x)) = QV3IxP(x) | =11,12

8. OV 3IxP(x) = Ix(QVP(x)).




contexte | numéro | preuve regle

1 1 Supposons QV 3xP(x)

1,2 2 Supposons Q

12 3 0V P[) VIT2

1,2 4 x(QVP(x)) 3r3,x

1 5 Donc O = 3x(QV P(x)) =124

1,6 6 Supposons JxP(x)

1,6,7 7 Supposons P(x)

1,6,7 8 OV P(x) VI27

1,6,7 9 x(QVP(x)) Jr8, x

1,6 10 Donc P(x) = Jx(QV P(x)) =179

1.6 I OV PH)) 3E 6,10

1 12 Donc dxP(x) = Ix(QV P(x)) =16,11

I 3 OV PH)) VE 1,512
14 Donc QV IxP(x) = I(QVP(x)) | =11,13

O

Exercice 6 (EXO 107 : Preuve) Prouver la formule —3xP(x) = VYx—P(x). Vérifier que P(x) peut étre remplacée par

une formule quelconque.
Réponse:

contexte | numéro | preuve regle
1 1 Supposons —3xA
1,2 2 Supposons A
1,2 3 dxA a2, x
1,2 4 € =E13
1 5 Donc —A =124
1 6 Vx—A VIS

7 Donc -IxA=Vx—A | = 11,6

Remarquez que dans cette preuve nous utilisons le fait que x est libre pour lui-méme.



