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Exercice 1 (EXO 80 : Domaine de Herbrand) Soient ¥ la signature composée de la constante a et des symboles de
fonctions f et g respectivement a un et deux arguments.

— Donner 5 éléments différents du domaine de Herbrand de cette signature.

— Définir inductivement ce domaine.
Réponse: Voici cinq éléments du domaine de Herbrand : a, f(a),g(a,a), f(f(a)),g(a, f(a)). Le domaine de Herbrand
D est défini inductivement par les trois seules régles suivantes :

— a€eD.

— Sid € D alors f(d) € D.

— Sid,e e Dalors g(d,e) € D.

Exercice 2 (EXO 81 : Signature, domaine et base de Herbrand) Pour chacun de ces ensembles de formules :
— 't ={P(x) VQ(x) VR(x),~P(a),~Q(b), ~R(c)}.
— I ={P(x),~0(x),~P(f(x)) VQ(f(x))}.
— I3 ={P(x),Q(f(x), "R(f (£ (x))), ~P(f(f(x))) V =Q(x) VR(f (x)) }.

1. Donner la signature, le domaine de Herbrand ainsi que la base de Herbrand.

2. Prouver si leur fermeture universelle a un modele ou pas.
Réponse:
1. Les signatures des ensembles de formules sont :
— 3, = {a/°,b/0,¢/0 Pt ot R,
. 21_2 — {afO,Pr17er,ffl}.
— ¥p, = {a0, P, Q" R FIY.
Les domaines de Herbrand des ensembles de formules sont :
— Dy = {a,b,c}.
— Dy, ={f"(a),n €N}
— Dy, = {f"(a).neN}.
Les bases de Herbrand des ensembles de formules sont :
- BZrl = {P(a),P(b),P(c%Q(a),Q(b),Q(c),R(a),R(b),R(c)}.
— By, ={P(f"(a)),n € N}U{Q(f"(a)),n € N}.
— By, = {P(f"(a)),n € N}U{Q(f"(a)),n € N} U{R(f"(a)),n € N}.
2. Nous regardons les fermetures universelles de ces ensembles de formules.
— V(I';) aun modele : Soit E = {P(b),0(c),R(a)}. Hyp. £ estune interprétation de Herbrand qui est modele
de I’ensemble des instances fermées de I'; ¢’est-a-dire modele de :

{P(a)VQ(a)VR(a),P(b)V Q(b) VR(b),P(c)VQ(c) VR(c),~P(a),~Q(b),~R(c)}.
— V(I',) est contradictoire car I’ensemble fini d’instances fermées suivant est insatisfaisable :

{P(f(a),=0Q(f(a)), ~P(f(a)) v Q(f(a))}-



— V/(I'3) est contradictoire car I’ensemble fini d’instances fermées suivant est insatisfaisable :

{Pf(f(f()))), 0(f(a)), ~R(f(f(a))), ~P(f(f(f(@)))) V=Q(f(a)) VR(f(f(a)))}-

O

Exercice 3 (EXO 82 : Méthode de Herbrand) Utiliser la méthode de Herbrand pour démontrer que I’ensemble de
formules suivant est insatisfaisable :

1. VxR(x, f(x))

2. Vay(=S(x,y) VR(x,y) VR(y,x))
3. Vavy(S(x,y) V—R(x,y))

4. Vxvy(S(x,y) V-R(y,x))

5. Vy=S(y,a)
Réponse: Nous obtenons les instances contradictoires suivantes :
— R(a, f(a))
— S(f(a),a)V—-R(a, f(a))
- jS(f(a%a)
Par résolution propositionnelle nous avons la preuve :
(1) R(a,f(a)) Hyp
) S(f(a).a)V-R(a.f(a)) Hyp
3)  —S(f(a),a) Hyp
@)  S(f(a),a) Résolvant 1,2
o L Résolvant 3,4

O

Exercice 4 (EXO 83 : Méthode de Herbrand,*) Utiliser la méthode de Herbrand pour démontrer que ’ensemble
de formules suivant est insatisfaisable :

1. Vx(Q(x) V=P(f(x)))

2. W(Q(y) = R(y))

3. V2(~P(2) = 0(z) VR(2))
4. Yu—R(u)

En particulier, vous devez transformer votre ensemble d’instances insatisfaisable en un ensemble de clauses équi-
valent. Puis, vous devez démontrer la contradiction via une preuve par résolution propositionnelle a partir de ce
dernier ensemble.

Réponse: Nous obtenons les instances contradictoires suivantes :

L. Q(a)V—P(f(a))
2. Q(a) = R(a)
3. O(f(a)) = R(f(a))
4. ~P(f(a)) = Q(f(a)) VR(f(a))
5. =R(a)
6. ~R(f(a))
L’ensemble de clauses équivalent :
L. Q(a) vV —P(f(a))
2. =Q(a)VR(a)
3. =0(f(a)) VR(f(a))



4. P(f(a)) Vv O(f(a)) VR(f(a))

5. —R(a)
6. ~R(f(a))
Par résolution propositionnelle nous avons la preuve :

(1) =0(a)VR(a) Hyp
2)  —R(a) Hyp
3) —0(a) Résolvant 1,2
@) Qla)V—P(f(a)) Hyp
35  —P(f(a)) Résolvant 3,4
©)  —0O(f(a)) VR(f(a)) Hyp
(M) —R(f(a)) Hyp
®) —0(f(a)) Résolvant 6,7
@) P(f(a))VO(f(a)) VR(f(a)) Hyp
(10)  Q(f(a)) VR(f(a)) Résolvant 5,9
(11)  R(f(a)) Résolvant 8,10
(12) L Résolvant 7,11

Exercice 5 (EXO 84 : Méthode de Herbrand,*) Soit I" I’ensemble de formules suivant :
=S(x,y) V=M (z,x) V M(z,y)
- S(xy) VM(f(x,y),x)

2

3. S(x,y)VaM(f(x,y),)
4. S(c,a)
5
6

~

. S(a,b)
. —S8(e,b)

Déterminer un ensemble fini insatisfaisable d’instances fermées de ces formules.
On peut en déduire quelque chose a propos d’un ensemble de formules du 1¢ordre : lequel et que peut-on conclure ?
Réponse: Nous obtenons les instances contradictoires suivantes :

I = {=S(c,a)V-M(f(c,b),c)VM(f(c,b),a),~S(a,b)V-M(f(c,b),a)VM(f(c,b),b), (deux instances)
S(c,a),S(a,b),=S(c,b),M(f(c,b),c)VS(c,b),— ( (¢,0),b) vV S(c,b)}

Par résolution propositionnelle nous avons la preuve :

(1 =S(c,b) Hyp
@ M(f(e,b),c)VS(c,b) Hyp
(3) —|M(f(c7b)7b)\/S(c7b) Hyp
“ M(f(c,b),c) Res 1,2
(5)  —M(f(c,b),b) Res 1,3
©)  —S(c,a)V-M(f(c,b),c)VM(f(c,b),a) Hyp
M =S(a,b)V-M(f(c.b),a)V M(f(c.b),b) Hyp
®  S(c,a)Vv ( ( b),a) Res 4,6
9 =S(a,b)V-M(f(c,b),a) Res 5,7
(10)  —=S(c,a)V —\S(a b) Res 8,9
(1) S(c a) Hyp
(12)  —S(a,b) Res 10,11
(13)  S(a,b) Hyp

(14 L Résolvant 12,13



Donc I’ensemble de formules
1. VaVy(=S(x,y) V=M(z,x)VM(z,y))
2. Vavy(S(x.y) V M(f(x,3),%))
3. VaVy(S(x,y) V=M (f(x,y),y))
4. S(c,a) AS(a,b) N=S(c,D)
est insatisfaisable.
(]

Exercice 6 (EXO 86 : Skolémisation et forme clausale) Skolémiser les formules suivantes (attention aux négations!)
puis les mettre en forme clausale.

1. =(3xP(x) V3IxQ(x) = Ix(P(x) V O(x))).

2. ~(VxVyVz(e(x,y) Ne(y,z) = —e(x,z)) = ~IxVy e(x,)).

3. =(=VxP(x) V =VxQ(x) = = (VxP(x) AVxQ(x))).

4. Vx((IyP(x,y) = IxQ(x)) AJyP(x,y) A —~IxQ(x)).

5. 2(IVyVz((P(y) = Q(z)) = (P(x) = Q(x))))-

Réponse:

1. =(3xP(x) V IxQ(x) = Ix(P(x) V O(x))).
Forme normale : (3xP(x) V 3xQ(x)) AVx(=P(x) A —0(x))
Forme propre : (IxP(x)V IyQ(y)) AVz(—=P(z) A—=Q(z))
Elimination de 3: (P(a)V Q(b)) AVz(=P(z) A=0(z))
Forme de Skolem : (P(a)V Q(b)) A (—P(z) A—Q(z))
Forme clausale : {P(a)V Q(b),~P(z),—0Q(z)}

2. = (VxVyVz(e(x,y) Ae(y,2) = —e(x,z)) = =IVy e(x,y)).
Forme normale : (VxVyVz(—e(x,y)V —e(y,z) V —e(x,z))) A IVy e(x,y)
Forme propre : (VxVyVz(—e(x,y) V —e(y,z) V —e(x,z))) AJuVv e(u,v)
Elimination de 3 : (VaxVyVz(—e(x,y)V —e(y,z) V —e(x,z)) AVv e(a,v)
Forme de Skolem : (—e(x,y)V —e(y,z) V —e(x,2)) Ae(a,v)
Forme clausale : {—e(x,y)V —e(y,z) V —e(x,z),e(a,v)}

3. = (=VxP(x) V =VxQ(x) = —(VxP(x) AVxQ(x))).
Forme normale : (Ix—P(x)V 3x—0(x)) AVxP(x) AVxQ(x)
Forme propre : (Ix—P(x)V Iy—=0(y)) AVuP(u) AVvQ(v)
Elimination de 3: (—P(a)V —Q(b)) AVuP(u) AVvQ(v)
Forme de Skolem : (—P(a)V —Q(b)) AP(u) AQ(v)
Forme clausale : {—P(a)V-Q(b),P(u),0(v)}

4. Vx((IyP(x,y) = 3xQ(x)) AyP(x,y) A —3xQ(x)).
Forme normale : Vx((¥Yy—P(x,y) vV 3xQ(x)) A JyP(x,y) AVx—Q(x))
Forme propre : Vx((Vy—P(x,y) vV 3z0(z)) A3rP(x,r) AVs—0(s))
Elimination de 3 : Vx((Vy—P(x,y) vV Q(a)) AP(x, f(x)) AV¥s—O(s))
Forme de Skolem : (—P(x,y)V Q(a)) AP(x, f(x)) A=Q(s)
Forme clausale : {—P(x,y)V Q(a),P(x, f(x)),70(s)}



5. ~(EHVE((POY) = 0(2)) = (P(x) = O(x))).
Forme normale : Vx3y3z((—P(y) V Q(z)) A P(x) A—Q(x))
Forme propre : idem
Elimination de 3 : Vx((=P(f(x)) vV Q(g(x))) AP(x) A=Q(x))
Forme de Skolem : (—P(f(x))V Q(g(x))) AP(x) A —Q(x)
Forme clausale : {-P(f(x))V Q(g(x)),P(x),=0(x)}



