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Exercice 1 (EXO 73 : Expansion et contre-modéle) Trouver, par la méthode des expansions, des contre-modeles
des formules suivantes :

1. 3xP(x) = Ix(P(x) AQ(x)).

6.

LR BN

Vx(P(x) = 0(x)) = 3xQ(x).

Vx(P(x) = 0(x)) = (IxP(x) = VxQ(x)).
(3xF (x) = IxG(x)) = Vx(F (x) = G(x)).
Vx3yR(x,y) = IxR(x,x).

Vxvy(R(x,y) = R(y,x)) = VxR(x,x).

Indication : il suffit de construire des 1 ou 2 expansions.
Réponse:

1.

IxP(x) = Ix(P(x) A Q(x)), construisons la 1-expansion de cette formule :
P(0) = P(0).0(0)

Cette expansion vaut 0 pour I’assignation P(0) = 1,0(0) = 0, ce qui donne le contre-modele / de domaine {0}
avec P ={0},0;={}.
Vx(P(x) = Q(x)) = 3xQ(x), construisons la 1-expansion de cette formule :

(P(0) = 0(0)) = Q(0).
Cette expansion vaut 0 pour 1’assignation P(0) = 0,Q(0) = 0, ce qui donne le contre-modele I de domaine {0}
avec P = {},0r = {}.
Vx(P(x) = Q(x)) = (IxP(x) = ¥xQ(x)), construisons la 2-expansion de cette formule :
(P(0) = 0(0)).(P(1) = O(1)) = (P(0) + P(1) = ©(0).Q(1))

Cette expansion vaut O pour 1’assignation P(0) = 1,P(1) = 0,0(0) = 1,Q(1) = 0, ce qui donne le contre-
modele 7 de domaine {0, 1} avec P; = {0},Q; = {0}.

(3xF (x) = 3xG(x)) = Vx(F (x) = G(x)), construisons la 2-expansion de cette formule :
(F(0)+F(1)=G(0)+G(1)) = (F(0) = G(0)).(F(1) = G(1))

Cette expansion vaut 0 pour I’assignation F(0) = 1,F(1) = 1,G(0) = 0,G(1) = 1, ce qui donne le contre-
modele / de domaine {0, 1} avec F; = {0,1},G; = {1}.

Vx3yR(x,y) = IxR(x,x), construisons la 2-expansion de cette formule :
(R(0,0)+R(0,1)).(R(1,0) +R(1,1)) = R(0,0) +R(1,1)

Cette expansion vaut 0 pour I’assignation R(0,0) = 0,R(0,1) = 1,R(1,0) = 1,R(1,1) = 0, ce qui donne le
contre-modele / de domaine {0, 1} avec R; = {(0,1),(1,0)}.



6. VxVy(R(x,y) = R(y,x)) = VxR(x,x), construisons la 1-expansion de cette formule :
(R(0,0) = R(0,0)) = R(0,0)

Cette expansion vaut O pour I’assignation R(0,0) = 0, ce qui donne le contre-modele / de domaine {0} avec

R ={}.

Exercice 2 (EXO 74 : Raisonnement incorrect) Considérons les hypotheses suivantes :
1. IxP(x).
2. Ix0(x).
3. Vx(P(x) AQ(x) = R(x)).
Montrer, en utilisant la méthode des expansions, qu’il est incorrect de déduire a partir de ces trois hypothéses la
conclusion suivante : IxR(x).
Réponse: Nous construisons une 2-expansion des hypotheses et de la conclusion.
— Hypotheses :
1. P(0)+P(1).
2. Q(0)+Q(1).
3. (P(0).2(0) = R(0)).(P(1).Q(1) = R(1)).
— Conclusion : R(0) +R(1).
L’assignation P(0) = 1,P(1) = 0,0(0) =0,0(1) = 1,R(0) = 0,R(1) = 0 est modele des expansions des hypo-
théses et n’est pas modele de la conclusion. Revenons au premier ordre, I’interprétation / de domaine {0,1} avec

Pr={0},0r = {1},R; = {} est modele des hypotheses et contre-modele de la conclusion. Donc le raisonnement est
incorrect.

O

Exercice 3 (EXO 75 : Contre-modeéles avec relation) Construire des contre-modeéles des formules suivantes, oi F
est une relation :

1. VxFy(x =y) = FVx(y = x).

2. Fla)N(a#b)= —F(b).

3. I(F(x)AF () Ax#£y) = VxF (x).

4. VxVy(F(x,y) = x=y) = 3xF(x,x).
Réponse:

1. Vx3y(x =y) = IyV¥x(y = x), nous construisons la 2-expansion de cette formule :
(0=0)+(0=1).(1=0+(1=1))=(0=0).(0=1)+(1=0).(1=1)

En tenant compte du sens de 1’égalité, I’expansion vaut 0, donc toute interprétation avec au moins 2 éléments
est contre-modele de la formule.

2. F(a) A (a # b) = —F(b). Remplacons a et b par 0 et 1, nous obtenons la formule F(0) A (0 # 1) = =F(1).
En tenant compte du sens de 1’égalité, elle se simplifie en F(0) = —F(1). L’assignation F(0) = 1,F (1) =1
lui donne la valeur 0. Donc Iinterprétation I de domaine {0, 1} telle que a; = 0,b; = 1,F; = {0, 1} est contre-
modele de la formule donnée.

3. IxIy(F(x) ANF(y) Ax #y) = VxF (x). La formule « raconte » que s’il a deux éléments (au moins) qui vérifient
la propriété F, alors F est toujours vérifiée. Avec cette lecture de la formule, la solution saute aux yeux : Soit
I de domaine {0, 1,2} avec F; = {0,1}. L’interprétation / est un contre-modele de la formule donnée. Par la
méthode des expansions, c’est plus long, puisqu’il faudrait construire une 3-expansion, nous laissons au lecteur
le soin de calculer cette 3-expansion.



4. Yx¥y(F(x,y) = x =y) = 3xF(x,x), nous construisons la 1-expansion : (F(0,0) = 0=0) = F(0,0). En tenant
compte du sens de 1’égalité, cette formule devient (F(0,0) = 1) = F(0,0). Pour I’assignation F(0,0) =0, elle
vaut 0. Donc I’interprétation I de domaine {0} avec F; = {} est contre-modele de la formule.

O

Exercice 4 (EXO 76 : Contre-modeles avec fonction) Construire, en utilisant la méthode des expansions, des contre-
modeles des formules suivantes, ou f est une fonction et P une relation :

1. Wy3x(f(x) =y).

2. Vxvy(f(x) = f(y) = x =)

3. 2O (F(y) =x).

4. Vx(P(x) = P(f(x)).
Réponse:

1. ¥y3x(f(x) =y), la 2-expansion est :

((f(0) = 0) + (f(1) = 0))-((f(0) = 1) + (f(1) = 1))
11 suffit de rendre une des clauses fausses, on choisit arbitrairement le premier. Il n’y a alors pas le choix :
fO)=r1)=1
2. VaVy(f(x) = f(y) = x=1y), la 2-expansion est :

(f(0) = f(0) = 0=0).(f(0) = (1) = 0=1).(f(1) = f(0) = 1 = 0).(f(1) = f(1) = 1 = 1)

qui se simplifie en —(f(0) = f(1)).=(f(1) = £(0)). On choisit arbitrairement f(0) = 0 et alors f(1) = 0 nous
donne le contre-modele.

3. 3xVy(f(y) = x), la 2-expansion est :
(f(0)=0).(f(1) =0)+ (f(0) = 1).(f(1) =1)

On choisit arbitrairement f(0) = 0, ce qui rend le second mondme faux. Pour rendre le premier faux également,
on doit alors prendre f(1) = 1.

4. Vx(P(x) = P(f(x)), la 2-expansion est :

(P(0) = P(£(0)))-(P(1) = P(f(1)))

11 faut qu’une des deux implications soit fausse, on choisit pour cela P(0) = 1 et P(f(0)) = 0. Ceci impose que
f(0) #£0etdonc f(0) =1,d ot P(1) =0. La valeur de f(1) est laissée libre.

Exercice 5 (EXO 77 : Equivalences) Prouver que :
1. =Vx3yP(x,y) = IyVx—P(y,x).
2. (P(x) = O(x)) = VxP(x) = IxQ(x).

3. La phrase « aucun malade n’aime les charlatans » a été traduite en logique du premier ordre par deux étudiants
par les 2 formules suivantes :
— VaVy((M(x) NA(x,y)) = =C(y)) -
— (M) A (A ACH))).
Montrer que ces étudiants disent la méme chose, c’est-a-dire les deux formules associées aux traductions sont
équivalentes.

Réponse: Les preuves sont une suite de formules « élémentairement » équivalentes accompagnées des équivalences
utilisées.




1. =VxIyP(x,y) = IyVx—P(y,x).
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—Vx3yP(x,y)

= Ix—JyP(x,y) relation entre les quantificateurs
= IxVy—-P(x,y) relation entre les quantificateurs
= JyVx—P(y,x) par changement de variables liées

2. 3x(P(x) = Q(x)) = VxP(x) = IxQ(x).
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A(P() = O(v))

= Ix(-P(x) VQO(x)) élimination de =

= Ix—P(x) VIxQ(x) distributivité de 3 sur Vv
= VxP(x) V3xQ(x) équivalence 3- et -V
=VxP(x) = 3xQ(x) ajoutde =

3. Nous transformons une formule en 1’autre par équivalences successives.

(1) (M

() A (Fy(Axy) AC()))))

@ =V-(ME)AGYARY)ACH))  ~3=Y-

() =¥a(-M(x) V(I
) =x(=M(x) VvV Vy(=

5) =Vavy(-
6) =Vavy(—-M
(7)) =Vaxvy(
8) =VaWy(—
©)  =Vavy((M(x) AA(x,y)) = ﬂC(y))

(A(x,y) AC(y)))) identité de De Morgan
(Ax,Y)AC(y))) —F=V-
M(x)V (~(A(1,9) AC(y)))  déplacement ¥

(x)V (mA(x,y) V—C(y))) identité de De Morgan
M (x) V-A(x,y)) V-C(y))  associativité de V
M(x) ANA(x,y))V—=C(y)) identité de De Morgan
identité propositionnelle
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Exercice 6 (EXO 78 : = , Preuve,*) Prouver les deux équivalences suivantes :

— —dxA = Vx—A.
— dxA = Vx—A.
Réponse:

— —dxA =Vx-A
—dxA

= —-dx——A identité de la double négation

=Vx-A
— XA =-VxA
dxA

=dx——A identité de la double négation

= Vx—-A

Exercice 7 (EXO 79 : Preuve) Nous savons que (Vx(AAB)) =

O

(AN (VxB)) a la condition que x ne soit pas une

variable libre de A. Montrer que cette condition est nécessaire en donnant une assignation qui donne des valeurs
différentes aux deux formules Vx(P(x) A Q(x)) et P(x) A (VxQ(x)).

Réponse: Soient I Iinterprétation de domaine {0, 1} avec P; =

Il est clair que I’assignation (1, e) donne la valeur 0 & la premiére formule et 1 a la deuxieme.

{0}, Q; ={0,1} et e un état des variables avec e(x)

=0.



