
La transform ée de Laplace

Pourquoi ?

Outil important pour ŕesoudre et raisonner sur leséquations diff́erentielles lińeaires

stationnaires,

Permet d’abord de comprendre des outils de conception tels que Simulink, Scicos, voire

Lustre-Scade

– Définition

– Equations diff́erentielles

– Fonctions exponentielles

– Exemples

– Théor̀emes des valeurs initiales et finales



Définition

Lx(s) =
∫ ∞

0

x(t)e−st

(sous ŕeserve d’existence)

Pourquoi ? ? ?



Equations différentielles

Parce que cela permet de transformer deséquations diff́erentielles eńequations

algébriques ordinairessur lesquelles on peut« calculer normalement»

grâceà deux propríet́es :

1. Linéarit́e :

L(αx + βy) = αLx + βLy

2. Les d́erivées sont transforḿees enproduits:

L(x′)(s) = sLx(s)− x(0)

expexpexp



Démonstration
Intégration par parties :∫ ∞

0

x′(t)e−st = [x(t)e−st]∞0 −
∫ ∞

0

x(t)(−s)e−st

si limt→∞ x(t)e−st = 0, on a bien

L(x′)(s) = sLx(s)− x(0)

expexpexp



Exemple
Equation diff́erentielle de premier ordre, linéaire,à coefficients constants

y′ = −ay + bx

L(y′)(s) = sLy(s)− y(0) = −aLy(s) + bLx(s)

(s + a)Ly(s) = bLx(s) + y(0)

Ly(s) =
1

s + a
(bLx(s) + y(0))

L’ équation diff́erentielle áet́e« résolue» et la solution est unefraction rationnelle

expexpexp



Fonctions exponentielles

Les fonctions exponentielles (gamma) sont transformées en fractions rationnelles :

γn(t) =
tn

n!
e−λt

Lγn(s) =
(

1
s + λ

)n+1

expexpexp



Démonstration
Par induction :n = 0∫ ∞

0

e−λte−st =
∫ ∞

0

e−(s+λ)t =
[
−e−(s+λ)t

s + λ

]∞
0

=
1

s + λ

pourvu quelimt→∞ e−(s+λ)t = 0

n + 1

Intégration par parties∫ ∞

0

tn+1

(n + 1)!
e−λte−st =

[
− tn+1

(n + 1)!
e−(s+λ)t

s + λ

]∞
0

−
∫ ∞

0

− tn

n!
e−(s+λ)t

s + λ

=
1

s + λ

∫ ∞

0

tn

n!
e−(s+λ)t

expexpexp



Exemples de signaux

Un échelon :u(t) =

 1 si t ≥ 0

0 autrement

C’est le casn = 0, λ = 0

Lu(s) =
1
s

Une rampe :r(t) = u(t)t C’est le casn = 1, λ = 0

Lr(s) =
1
s2

expexpexp



Autres signaux
Une sinusöıde :sin(ωt)

sin(ωt) =
eiωt − e−iωt

2i

Lsin(s) =
1
2i

(
1

s− iω
− 1

s + iω

)
=

1
2i

s + iω − (s− iω)
(s− iω)(s + iω)

=
ω

s2 + ω2

expexpexp



Exemple de syst̀emes
Syst̀eme du premier ordre :

Ly(s) =
1

s + a
(bLx(s) + y(0))

Réponsèa unéchelon en partant dey(0) = 0 :

Lx(s) =
1
s

Ly(s) =
b

s(s + a)

expexpexp



Résolution
Décomposition des fractions rationnelles enéléments simples :

b

s(s + a)
=

A

s
+

B

s + a

bs

s(s + a)
=

As

s
+

Bs

s + a

b

s + a
= A +

Bs

s + a

s = 0
b

0 + a
= A

b(s + a)
s(s + a)

=
A(s + a)

s
+

B(s + a)
s + a

b

s
=

A(s + a)
s

+ B

s = −a
b

−a
= B

Ly(s) =
b

a

(
1
s
− 1

s + a

)

y(t) =
b

a
(1− e−at)

etatetatetat



Autres méthodes

Probl̀emes : trouver les p̂oles (racines de polynômes)

On ne sait le faire que pour des polynômes de degré inférieur ouégalà 5 (difficile au del̀a

de 2 !)

Sinon,intégration nuḿerique

etatetatetat



Autres propri étés
Théor̀eme de la valeur initiale :

lim
t→0

x(t) = lim
s→∞

sLx(s)

si les limites existent.

Théor̀eme de la valeur finale :

lim
t→∞

x(t) = lim
s→0

sLx(s)

si les limites existent.

foufoufou



Démonstration
Théor̀eme de la valeur initial :

Lx′(s) + x(0) = sLx(s)

lim
s→∞

Lx′(s) = 0

Théor̀eme de la valeur initiale :

Lx′(s) + x(0) = sLx(s)

lim
s→0

Lx′(s) =
∫ ∞

0

x′(t) = [x(t)]∞0 = lim
t→∞

x(t)− x(0)

foufoufou



Applications
Comment connâıtre la valeur finale de la réponsèa unéchelon d’un système de premier

ordre ?

Ly(s) =
b

s(s + a)

sans calculer la solution

il suffit de faire :

lim
s→0

s
b

s(s + a)
= lim

s→0

b

(s + a)
=

b

a

foufoufou



Laplace et Fourier

Quelle diff́erence ?

Pour les signaux d’énergie finie commençant au temps0 on a :

Fx(f) = Lx(2jπf)

Laplace est plus ǵeńerale (s’adresse aussi aux signaux d’énergie infinie)

Fourier est une sṕecialisatioǹa l´étude des ph́enom̀enes fŕequentiels

foufoufou
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