La transform ee de Laplace

Pourquoi ?

Outil important pour @soudre et raisonner sur leguations diferentielles liaires
stationnaires,

Permet d’abord de comprendre des outils de conception tels que Simulink, Scicos, v
Lustre-Scade

— Définition

— Equations diférentielles

— Fonctions exponentielles

— Exemples
— Theomrmes des valeurs initiales et finales




Deéfinition

(sous eserve d’existence)

Pourquoi???




Equations differentielles

Parce que cela permet de transformeretpsations diferentielles erequations
algebriques ordinairesur lesquelles on peutcalculer normalement

gracea deux propetes :
1. Linearie :
L(ax + By) = alz + BLy

2. Les cerivees sont transforees emroduits:

L(z")(s) = sLx(s) — x(0)

PXp




Demonstration

Intégration par parties :

/OOO 7' (t)e 5t = [z(t)e P — /OOO o(t) (s}

Silim;_, o x(t)e %" = 0, on a bien

L(x")(s) = sLx(s) — x(0)

PXp




Exemple

Equation diferentielle de premier ordre, Baire,a coefficients constants

/

Yy = —ay + bz

L(y')(s) = sLy(s) —y(0) = —aLly(s) + bLx(s)

(s +a)Ly(s) =bLx(s) + y(0)

Ly(s) = (bLx(s) +y(0))

S+ a

L’ equation diferentielle ate « resolues et la solution est un&zaction rationnelle

PXp




Fonctions exponentielles

Les fonctions exponentielles (gamma) sont transémsnen fractions rationnelles :

PXp




Demonstration

Par induction n = 0

/OO e Mem5t = /OO o~ (sHN)t _ [_ e_(8+>\)t] — !
0 0 s+A ], s+ A

pourvu qudim;_, ., e~ TNt =

n+1
Intégration par parties

/°° et AR /oo tr e~ (sH)1
e Ve = |- — —
o (n+1)! (n+1)! s+X |, 0 n! s+ A

_ ! /mﬁe—m/\)t
s+AJ, nl
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Exemples de sighaux

1sit>0

0 autrement

Un échelon w(t) = {
Cestlecani =0,A=0

Lu(s) = %

Une rampe r(t) = u(t)t C'estlecasr = 1,A =0

PXp




Autres signhaux

Une sinusdde :sin(wt)

wt  —iwt
sin(wt) = ¢ 2,6
i
1 1 1
Lsi = — —
sin(s) 2i (s —iw s+ w)

1 s+iw—(s—1iw)

2 (s —iw)(s + iw)
W

82_|_w2

exp




Exemple de systmes

Syseme du premier ordre :

Ly(s) = —— (bLa(s) +y(0))

S+ a

Réponsex unéchelon en partant dg0) = 0 :

PXp




Résolution

Decomposition des fractions rationnellese@ments simples :

b A B
s(s+a) s s+a
bs  As  Bs b(s+a) A(s+a) DB(s+a)
s(s+a) s  s+a s(s+a) S s+a
b B
— A+ i é:A(S+a)+B
St a S+ a S S
s=20 §=—a
b _ A Y B
0+ a —a

etat




Autres methodes

ProbeEmes : trouver les@les (racines de polyimmes)

On ne sait le faire que pour des poiynes de deg@rinferieur ouegala 5 (difficile au deh
de2!)

Sinon,intégration nurarique

etat




Autres propri etes

Théoreme de la valeur initiale :

1%in% z(t) = lim sLx(s)

si les limites existent.

Théoreme de la valeur finale :

tlim x(t) = liH(l) sLx(s)

si les limites existent.

fou




Demonstration

Theoreme de la valeur initial :
Lx'(s) + x(0) = sLx(s)

Tim Lz'(s) =0

Theoreme de la valeur initiale :

Lx'(s) 4+ x(0) = sLx(s)

lim £2'(s) = /OOO ' (t) = [z(t)], = lim z(t) — x(0)

s—0 t—o0

fou




Applications

Comment conri&re la valeur finale de lagponsea unéchelon d’un systme de premier
ordre ?

sans calculer la solution

Il suffit de faire :

fou




Laplace et Fourier

Quelle difference ?

Pour les signaux @nergie finie commencant au tenpsn a :

Fa(f) = La(2jrf)

Laplace est plus@yerale (s’adresse aussi aux sighaugrargie infinie)

Fourier est une fialisationa I'etude des pdnonenes fequentiels

fou
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