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Résumé
Nous proposons un algorithme distribué, asynchrone, silencieux et auto-stabilisant calculant un ensemble
k-dominant minimal d’un réseau identifié quelconque de n processus. La taille de l’ensemble k-dominant
calculé est d’au plus d n

k+1e processus. Notre solution stabilise en O(n) rondes et nécessite O(logn +
k log n

k ) bits de mémoire par processus.
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1 Introduction

Un algorithme distribué est dit auto-stabilisant [10] si, à partir d’une configuration quelconque du système,
toute exécution de l’algorithme atteint en un temps fini (et sans intervention extérieure) une configuration
dite légitime à partir de laquelle tous les suffixes d’exécution possibles sont corrects. Cette configuration
quelconque pouvant être la résultante d’une période finie où des fautes transitoires ont perturbé le
système, un algorithme auto-stabilisant tolère naturellement ce type de fautes.
Soit G = (V, E) un graphe simple, non orienté et connexe. Pour toute paire de nœuds p,q de V , la distance
entre p et q dans G, notée ‖p, q‖, est la longueur du plus court chemin de G liant p à q. Un sous-ensemble
D de V est k-dominant dans G si tous les nœuds de V \D sont au plus à distance k d’un nœud de D.
Dans les réseaux, disposer d’un ensemble k-dominant D permet de hiérarchiser le réseau en k-grappes
(k-cluster) : chaque processus de D est la tête d’une k-grappe (clusterhead) et les autres processus
appartiennent à la k-grappe dont la tête est la plus proche d’eux.
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FIG. 1 : Ensemble 1-dominant
minimal

Idéalement, il serait souhaitable de disposer d’un ensemble k-dominant
minimum, c’est-à-dire un ensemble k-dominant le plus petit possible.
Malheureusement, le calcul d’un tel ensemble est NP-difficile [11]. À
défaut, nous pouvons considérer le problème consistant à calculer un
ensemble k-dominant minimal, c’est-à-dire un ensemble k-dominant
dont aucun des sous-ensembles propres n’est k-dominant. Cependant
le caractère minimal ne garantit pas que l’ensemble k-dominant soit
de petite taille. Par exemple dans la figure 1, le singleton {v0} est un
ensemble 1-dominant minimal, mais également l’ensemble complémen-
taire constitué des nœuds gris.

Contributions. Ce travail a été initié à partir d’une borne supérieure sur la taille d’un ensemble k-do-
minant minimum donnée dans [13]. Nous montrons que la preuve de cette borne contient une erreur.
Nous proposons ensuite un correctif ne modifiant pas la borne. À partir de cette nouvelle preuve, nous
construisons un algorithme distribué, asynchrone, silencieux et auto-stabilisant calculant un ensemble k-
dominant minimal d’un réseau identifié quelconque contenant au plus d n

k+1e processus. Notre algorithme
est prouvé en supposant un ordonnanceur faiblement équitable, stabilise en O(n) rondes, et nécessite
O(logn+ k log n

k ) bits par processus, où n est la taille du réseau. Enfin nous analysons par simulation
notre algorithme. Les résultats expérimentaux montrent que la taille des ensembles k-dominants obtenus
est, en général, beaucoup plus petite que la borne supérieure théorique.



État de l’art. Il existe de nombreux algorithmes distribués, asynchrones et auto-stabilisants calculant
un ensemble k-dominant d’un réseau [8, 6, 2]. La solution de [8] stabilise en O(k) rondes en utilisant
O(k logn) bits par processus. Celle de [6] stabilise enO(n) rondes en utilisantO(logn) bits par processus.
La solution de [2] stabilise en O(k.n) rondes en utilisant O(k logn) bits par processus. Seul l’algorithme
de [6] calcule un ensemble k-dominant qui soit minimal. En outre, aucune de ces solutions ne permet
d’obtenir des ensembles k-dominants de petite taille. Enfin, il existe de nombreux algorithmes distribués
non auto-stabilisants pour calculer un ensemble k-dominant d’un réseau [13, 14].

Plan. La section 2 est consacrée au modèle. Dans la section 3, nous donnons un contre-exemple de la
preuve de borne donnée dans [13] et nous proposons une correction. Dans la section 4, nous présentons
une méthode de composition simplifiant la construction de notre algorithme ; celui-ci est décrit dans la
section 5. La section 6 est dédiée aux simulations. Dans la section 7, nous exposons des perspectives. 1

2 Modèle de calcul

Nous représentons un réseau par un graphe simple, non orienté et connexe G = (V, E) où V est un
ensemble de n processus et E est un ensemble de liens bidirectionnels. Les processus sont identifiés de
manière unique. Dans la suite, l’identité du processus p sera simplement notée p.

Modèle à états. Nos algorithmes sont écrits dans le modèle à états [10]. Dans ce modèle, chaque processus
peut lire ses propres variables et celles de ses voisins. En revanche, il ne peut écrire que dans ses propres
variables. L’ensemble des voisins du processus p est noté Np.
Chaque processus exécute un programme. Nous appelons algorithme (distribué) A l’ensemble des pro-
grammes exécutés par les processus. Le programme d’un processus consiste en un ensemble fini d’actions.
Chaque action est de la forme suivante : 〈nom〉 :: 〈garde〉 −→ 〈instruction〉. Le nom d’une action
est un identifiant. La garde d’une action est un prédicat impliquant les variables de p et de ses voisins.
L’instruction d’une action de pmet à jour une ou plusieurs variables de p. Une action ne peut être exécutée
que si elle est activable, c’est-à-dire si sa garde est vraie. Un processus est dit activable si au moins une
de ses actions est activable. L’état d’un processus pour l’algorithme A est défini par les valeurs de ses
variables de A. Une configuration du réseau pour l’algorithme A est une instance des états de tous les
processus pour A. Nous notons γ(p) l’état du processus p dans la configuration γ.
Notons 7→ la relation binaire entre les configurations du réseau pour A telle que γ 7→ γ ′ si et seulement si
il est possible que le réseau passe de la configuration γ à la configuration γ ′ en un pas de calcul deA. Une
exécution de A est une séquence maximale de configurations e = γ0γ1 . . . γi . . . telle que γi−1 7→ γi pour
tout i > 0. Le terme « maximal » signifie que l’exécution est infinie ou s’arrête dans une configuration
dite terminale dans laquelle aucune action de A n’est activable. Lors de chaque pas de calcul γi 7→ γi+1,
un à plusieurs processus peuvent exécuter, de façon atomique, une de leurs actions activables. Ceux-ci
sont choisis par un ordonnanceur, lequel est caractérisé par son équité. Un ordonnanceur est faiblement
équitable s’il permet à tout processus continument activable d’exécuter une action en un temps fini.
Un processus p subit une neutralisation en un pas de calcul γi 7→ γi+1 si p est activable dans γi mais
plus dans γi+1, alors qu’il n’exécute aucune action entre ces deux configurations. La neutralisation d’un
processus représente la situation où au moins un voisin de p change d’état entre γi et γi+1, rendant ainsi
fausses les gardes de toutes les actions de p. Nous utilisons la notion de ronde. La première ronde d’une
exécution ρ, notée ρ′, correspond au plus petit préfixe de ρ dans lequel chaque processus activable dans
la configuration initiale exécute une action ou est neutralisé. Soit ρ′′ un suffixe de ρ commençant par la
dernière configuration de ρ′. La deuxième ronde de ρ est la première ronde de ρ′′, etc.

Auto-stabilisation et silence. Une configuration est conforme à un prédicat si ce prédicat est satisfait
dans cette configuration, dans le cas contraire la configuration viole ce prédicat. Par définition, toute
configuration est conforme au prédicat vrai et aucune n’est conforme au prédicat faux. Soient R et S
deux prédicats sur les configurations. Le prédicat R est clos pour les actions de l’algorithme si toutes les
configurations de toutes les exécutions de l’algorithme commençant par une configuration conforme
à R, sont aussi conformes à R. Le prédicat R converge vers S, si R et S sont clos et toutes les exécutions

1
Pour les preuves omises de cet article, voir [5], http://www-verimag.imag.fr/TR/TR-2011-6.pdf.
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commençant par une configuration conforme à R contiennent une configuration conforme à S. Un
algorithme distribué est auto-stabilisant pour le prédicat R si vrai converge vers R. Pour tout algorithme
qui stabilise à R, toute configuration qui est conforme à R est dite légitime et toute configuration qui viole
R est dite illégitime. Un algorithme est dit silencieux si chacune de ses exécutions est finie.

3 Borne

Dans cette section, nous présentons une borne supérieure sur la taille d’un ensemble k-dominant mini-
mum dans un réseau connexe quelconque. La preuve de cette borne est constructive : notre algorithme
DS(k) présenté en section 5 s’en inspire. Cette borne est apparue dans [13]. Cependant, la preuve propo-
sée dans [13] contient une erreur. Cette erreur est également présente dans des travaux ultérieurs, par
exemple [14]. Ci-dessous, nous présentons un contre-exemple de cette preuve, puis nous proposons une
correction, ne modifiant pas la borne.
Un arbre couvrant de G = (V, E) enraciné à un processus r est un graphe connexe T = (VT , ET ) tel que
VT = V , ET ⊆ E et |ET | = |VT | − 1 où un processus r est distingué. Dans T , la hauteur d’un processus p,
notée h(p), représente sa distance à la racine r. La hauteur de T , notée h(T), est égale à maxp∈VT

h(p). La
hauteur du sous-arbre T(p) enraciné à p est notée h(T(p)).
Soit T un arbre couvrant de G = (V, E) enraciné en un processus r et notons h sa hauteur. La preuve
originale consiste à diviser les processus en niveaux T0, . . . , Th, en assignant au niveau Ti tous les
processus de hauteur i. Ces niveaux sont ensuite fusionnés en k + 1 ensembles D0, . . . , Dk tels que
Di =

⋃
j≥0 Ti+j(k+1).

Dans le cas où k < h, la preuve de [13] affirme que (1) le plus petit ensembleDi contient au plus d n
k+1e

processus et que (2) chaque Di (i ∈ [0..k]) est un ensemble k-dominant. La borne est alors obtenue en
considérant le plus petit des ensembles Di.
En fait, cet ensemble n’est pas toujours k-dominant. Par exemple, considérons le cas k = 2 dans le réseau
présenté figure 2.D2 est le plus petit ensemble, mais il n’est pas 2-dominant. En effet, u n’est 2-dominé
par aucun processus de D2 car le plus proche élément de D2 (w) est à distance 3.
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T2 =D2

T3 ∈ D0

r

u v
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x

FIG. 2 : Contre-exemple

Cette erreur peut être corrigée sans changer la borne. Le
problème en question n’apparaît que lorsque le plus petit
ensemble Di (i ∈ [0..k]), appelons le Dj, n’est pas D0. Dans
ce cas, il est possible qu’un processus feuille dont la hauteur
est strictement inférieure à j ne soit k-dominé par aucun
processus deDj, comme le montre l’exemple précédent. Pour
corriger cette erreur, nous procédons comme suit. Dans le
cas où k ≥ h (alors |D0| = 1) ou quand tous les Di (i ∈ [0..k])
ont la même taille (d n

k+1e), nous choisissons D0. Dans tous
les autres cas, la taille du plus petit Di (i ∈ [0..k]), disons Dj,
est strictement inférieure à d n

k+1e et Dj ∪ {r} est un ensemble
k-dominant du réseau.

Théorème 1 Soient G = (V, E) un réseau connexe de n processus et k ≥ 1. Il existe un ensemble k-dominant D
tel que |D| ≤ d n

k+1e.

Preuve. Si n = 0, alors d n
k+1e = 0 = |∅| et ∅ est un ensemble k-dominant.

Supposons maintenant que n > 0. Soit T un arbre couvrant de G quelconque, enraciné en r et notons h sa
hauteur. Divisons les processus de V en niveaux T0, . . . , Th, en assignant au niveau Ti tous les processus
de hauteur i. Puis fusionnons ces niveaux en k+ 1 ensembles D0, . . . , Dk tels que Di =

⋃
j≥0 Ti+j(k+1).

– Supposons k ≥ h. Alors D0 ne contient que la racine, car tous les autres processus sont au plus à
distance k de celle-ci. Ainsi D0 est un ensemble k-dominant de taille 1 ≤ d n

k+1e.
– Supposons k < h. Alors, ∀i ∈ [0..k], |Di| > 0.

– Supposons que ∀i ∈ [0..k−1], |Di| = |Di+1|. Alors, ∀i ∈ [0..k], |Di| = d n
k+1e. Considérons maintenant

un quelconque processus v /∈ D0. La hauteur de v, h(v), satisfait h(v) mod (k+1) 6= 0. Soit u l’ancêtre
de v tel que h(u) = h(v) − (h(v) mod (k+ 1)) (un tel processus existe car h(v) ≥ (h(v) mod (k+ 1))).
Comme h(v) mod (k+ 1) ≤ k, alors u est à distance au plus k de v.
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Or h(v) = bh(v)
k+1 c×(k+1)+(h(v) mod (k+1)), donc h(u) = bh(v)

k+1 c×(k+1) et h(u) mod (k+1) = 0,
c’est-à-dire, u ∈ D0.
Par conséquent, D0 est un ensemble k-dominant tel que |D0| = d n

k+1e.
– Supposons qu’il existe i ∈ [0..k− 1] tel que |Di| 6= |Di+1|. Soit j ∈ [0..k] tel que ∀i ∈ [0..k], |Dj| ≤ |Di|.

Alors |Dj| < d n
k+1e. Soit D = Dj ∪ {r} où r est la racine de T . Alors, |D| ≤ d n

k+1e.
Considérons un quelconque processus v /∈ D.
– Si h(v) ≤ k, alors v est à distance au plus k de r et r ∈ D.
– Si h(v) > k, alors la hauteur de v, h(v), satisfait h(v) mod (k+ 1) 6= j. Soit u l’ancêtre de v tel que
h(u) = h(v) − ((h(v) − j) mod (k+ 1)). Comme h(v) > k et (h(v) − j) mod (k+ 1) < k+ 1, alors
h(u) ≥ 1. Donc u existe et comme h(v) − h(u) = (h(v) − j) mod (k+ 1) ≤ k, alors ‖u, v‖ ≤ k.
De plus, h(u) mod (k+1) = (h(v)−((h(v)− j) mod (k+1))) mod (k+1) = ((h(v) mod (k+1))−
((h(v)−j) mod (k+1))) mod (k+1) = ((h(v)−(h(v)−j)) mod (k+1)) mod (k+1) = j mod (k+1).
Comme j ≤ k, h(u) mod (k+ 1) = j, alors u ∈ Dj, c’est-à-dire, u ∈ D.

Ainsi, D est un ensemble k-dominant tel que |D| ≤ d n
k+1e. �

4 Composition collatérale hiérarchique

Pour simplifier notre algorithme, nous utilisons une variante de la composition collatérale.Lorsque nous
composons collatéralement deux algorithmes A et B, ceux-ci sont exécutés concurremment et B utilise la
sortie de A dans ses calculs. Dans notre variante, nous modifions le code de B de sorte qu’un processus
ne puisse exécuter une action de B que si aucune action de A n’est activable.

Définition 1 Soient A et B deux algorithmes tels qu’aucune variable écrite par B n’apparaisse dans A. La
composition collatérale hiérarchique de A et B, notée B ◦ A, est l’algorithme défini comme suit :
– B ◦ A contient toutes les variables de A et B ;
– B ◦ A contient toutes les actions de A ;
– pour toute action Gi → Si de B, B ◦ A contient l’action ¬C ∧ Gi → Si où C est la disjonction de toutes les

gardes des actions de A.

Propriété 1 B ◦ A stabilise à SP en supposant un ordonnanceur faiblement équitable si :
– A est un algorithme silencieux auto-stabilisant en supposant un ordonnanceur faiblement équitable ;
– B stabilise à SP à partir de toute configuration où aucune action de A n’est activable. 2

5 Algorithme SMDS(k)

Dans cette section, nous présentons un algorithme auto-stabilisant silencieux, appelé SMDS(k) pour
Small Minimal k-Dominating Set, qui calcule un ensemble k-dominant minimal d’au plus d n

k+1e processus
dans un réseau identifié quelconque en supposant un ordonnanceur faiblement équitable. Cet algo-
rithme est une composition collatérale hiérarchique de quatre algorithmes auto-stabilisants silencieux,
SMDS(k) =MIN (k) ◦ DS(k) ◦ ST ◦ LE où :
– LE est un algorithme d’élection de leader.
– ST est un algorithme qui construit un arbre couvrant enraciné au processus élu par LE .
– DS(k) calcule un ensemble k-dominant d’au plus d n

k+1e nœuds utilisant l’arbre couvrant construit par
ST .

– MIN (k) rend minimal l’ensemble k-dominant calculé par DS(k).

Module LE . LE est un algorithme auto-stabilisant silencieux d’élection de leader pour des réseaux
identifiés quelconques, en supposant un ordonnanceur faiblement équitable. Un tel algorithme peut
être trouvé dans [7]. Dans la suite de cet article, nous supposerons l’existence d’un prédicat de sortie
EstLeaderp, défini pour tout processus p, tel que EstLeaderp est vrai si et seulement si p croit être le
leader. Ainsi, LE converge vers le prédicat SPLE défini comme suit : SPLE est vrai si et seulement si il
existe un unique processus p tel que EstLeaderp.

2
Pour rappel, la spécification deA est satisfaite dans une telle configuration.
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Module ST . ST est un algorithme auto-stabilisant silencieux construisant un arbre couvrant dans
un réseau enraciné quelconque, en supposant un ordonnanceur faiblement équitable. De nombreuses
variantes de cet algorithme existent pour construire un arbre couvrant quelconque [3], en largeur d’abord
[12] ou en profondeur d’abord [4], par exemple. ST utilise la sortie de LE pour choisir la racine de l’arbre
couvrant. En d’autres termes, ST construit un arbre couvrant enraciné au leader élu par LE . Par la suite,
nous supposerons que la sortie de ST est une macro appelée Parentp définie pour tout processus p.
Parentp retourne ⊥ si p croit être la racine de l’arbre couvrant, sinon Parentp désigne un voisin q en
tant que parent de p dans l’arbre couvrant. Ainsi, ST ◦ LE converge vers le prédicat SPST défini comme
suit : SPST est vrai si et seulement si (1) il existe un unique processus r tel que Parentr =⊥ et (2) le
graphe T = (V, ET ) où ET = {{p,Parentp},∀p ∈ V \ {r}} est un arbre couvrant. De la propriété 1, nous
déduisons : ST ◦ LE est un algorithme silencieux qui stabilise à SPST en supposant un ordonnanceur
faiblement équitable.

Module DS(k). DS(k) (voir algorithme 1 pour une description formelle) utilise l’arbre couvrant T
construit par ST pour calculer un ensemble k-dominant d’au plus d n

k+1e processus. Il est basé sur la
construction proposée dans la preuve du théorème 1. Informellement, DS(k) utilise trois variables à
chaque processus p :
– p.couleur ∈ [0..k]. Dans cette variable, p calcule h(p) mod (k + 1) (c’est-à-dire sa hauteur dans T

modulo k+ 1) de façon descendante en utilisant l’action Colorer. Une fois queDS(k) a stabilisé, chaque
ensemble Di défini en section 3 correspond donc à l’ensemble {p ∈ V | p.couleur = i}.

– p.pop est un tableau de k + 1 entiers naturels. Dans chaque case p.pop[i], quel que soit i ∈ [0..k], p
calcule le nombre de processus de couleur i dans le sous-arbre T(p), c’est-à-dire les processus q tels que
q.couleur = i. Ce calcul est effectué de façon ascendante en utilisant l’action Compter. Ainsi, après
que DS(k) a stabilisé, r connaît la taille de chaque ensemble Di.

– p.min ∈ [0..k]. Dans cette variable, p calcule le plus petit indice i d’un plus petit ensembleDi non vide,
c’est-à-dire la valeur la moins utilisée pour colorer des processus du réseau. Cette valeur est évaluée
de façon descendante en utilisant l’action Choisir à partir des valeurs calculées dans le tableau r.pop.
En effet, une fois que les valeurs de r.pop sont exactes, r peut évaluer dans r.min la couleur la moins
utilisée (en cas d’égalité, nous choisissons le plus petit indice). Ensuite, la valeur de r.min est propagée
dans l’arbre vers les processus feuilles.

D’après le théorème 1, une fois que DS(k) a stabilisé, l’ensemble des processus p tels que p = r ou
p.couleur = p.min, c’est-à-dire l’ensemble {p ∈ V | EstDominantp}, est un ensemble k-dominant d’au
plus d n

k+1e processus. Ainsi, DS(k) ◦ ST ◦ LE converge vers le prédicat SPDS(k) défini comme suit :
SPDS(k) est vrai si et seulement si l’ensemble {p ∈ V | EstDominantp} est un ensemble k-dominant
d’au plus d n

k+1e processus. Chacune de ses variables se propageant en O(n) rondes (voir [5] pour la
preuve complète), on en déduit que DS(k) ◦ ST ◦ LE stabilise à SPDS(k) en O(n) rondes en supposant
un ordonnanceur faiblement équitable.

r
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FIG. 3 : Ensemble calculé par DS(2)

La figure 3 montre l’exemple d’un ensemble 2-dominant
calculé par DS(2) ◦ ST ◦ LE . Dans cette figure, les traits
épais représentent les arêtes de l’arbre couvrant et les traits
en pointillés les autres arêtes. Dans cet exemple, après que
DS(2) ◦ ST ◦ LE a stabilisé, r.pop[0] = 5, r.pop[1] = 5

et r.pop[2] = 3, donc r.min = 2, ce qui signifie que
la couleur la moins fréquente est 2 : D2 = {p4, p9, p10}

et |D2| = 3. Dans ce cas, l’ensemble 2-dominant en sor-
tie de DS(2) ◦ ST ◦ LE est SD = {r} ∪ D2, c’est-à-dire
{r, p4, p9, p10}. Cet ensemble 2-dominant suit la borne don-
née par le théorème 1. En effet, la taille de SD est 4, ce
qui est inférieur à d 13

2+1e = 5. Néanmoins, SD n’est pas
minimal. Par exemple, {r, p10} est un sous-ensemble de SD
qui 2-domine le réseau. Ce dernier ensemble 2-dominant
est minimal, c’est-à-dire qu’aucun de ses sous-ensembles
ne sont 2-dominants.
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Algorithme 1 DS(k), programme pour tout processus p
Entrée : Parentp ∈ Np ∪ {⊥}

Variables : p.couleur ∈ [0..k] ; p.pop[i] ∈ N, ∀i ∈ [0..k] ; p.min ∈ [0..k]

Macros :
EvaluerCouleurp = 0 si (Parentp = ⊥) sinon (Parentp.couleur + 1) mod (k + 1)
Filsp = {q ∈ Np | Parentq = p}
EvaluerPopp(i) = ( 1 si (p.couleur = i) sinon 0 ) +

∑
q∈Filsp

q.pop[i]

PopMinp = mini∈[0..k] {p.pop[i] | p.pop[i] > 0}
CouleurMinp = mini∈[0..k] {i | p.pop[i] = PopMinp}
EvaluerMinp = CouleurMinp si (Parentp = ⊥) sinon Parentp.min

Prédicats :
CouleurAssortiep ≡ p.couleur = EvaluerCouleurp

ComptesRondsp ≡ ∀i ∈ [0..k], p.pop[i] = EvaluerPopp(i)
MinChoisip ≡ p.min = EvaluerMinp

EstDominantp ≡ Parentp = ⊥∨ p.couleur = p.min

Actions :
Colorer : : ¬CouleurAssortiep −→ p.couleur← EvaluerCouleurp

Compter : : CouleurAssortiep ∧ ¬ComptesRondsp −→ ∀i ∈ [0..k], p.pop[i]← EvaluerPopp(i)
Choisir : : CouleurAssortiep ∧ ComptesRondsp ∧ ¬MinChoisip −→ p.min← EvaluerMinp

Module MIN (k). MIN (k) calcule un ensemble k-dominant minimal qui est un sous-ensemble de
l’ensemble k-dominant calculé par DS(k). En section 6, nous verrons que cette minimisation permet un
gain non négligeable.
Ce dernier module de notre algorithme peut être réalisé en utilisant l’algorithme auto-stabilisant silencieux
MIN (k) de [6]. Cet algorithme prend un ensemble k-dominant I en entrée, et construit un sous-ensemble
k-dominant de I qui est minimal. La connaissance de I est répartie, c’est-à-dire que chaque processus p
n’utilise que son entrée EstDominantp pour savoir s’il est dans l’ensemble k-dominant ou non. À partir
de cette entrée,MIN (k) positionne la variable booléenne de sortie p.dansD de chaque processus p, de
sorte qu’en O(n) rondes, {p ∈ V | p.dansD} est un ensemble k-dominant minimal.
En utilisant la sortie de l’algorithme DS(k) ◦ ST ◦ LE comme entrée pour l’algorithme MIN (k), la
taille de l’ensemble k-dominant minimal ainsi obtenu est toujours bornée par d n

k+1e. Ainsi, SMDS(k) =
MIN (k) ◦ DS(k) ◦ ST ◦ LE stabilise au prédicat SPSMDS(k) défini comme suit : SPSMDS(k) est vrai si
et seulement si l’ensemble {p ∈ V | p.dansD} est k-dominant minimal de taille au plus d n

k+1e.

Analyse de complexité. Considérons d’abord la complexité en rondes de SMDS(k). En utilisant
l’algorithme de [7], le module LE stabilise en O(n) rondes. Après que celui-ci a stabilisé, le module
ST stabilise en O(n) rondes si nous utilisons l’algorithme de [12]. Une fois que l’arbre couvrant est
disponible, DS(k) stabilise en O(n) rondes, comme nous l’avons montré précédemment. Pour finir,
l’ensemble k-dominant calculé est rendu minimal par MIN (k) en O(n) rondes, d’après [6]. Donc :
SMDS(k) stabilise à SPSMDS(k) en O(n) rondes.
Considérons la complexité en espace de SMDS(k). LE , ST etMIN (k) peuvent être implémentés avec
O(logn) bits par processus [7, 12, 6]. Pour chaque processus, DS(k) utilise deux variables d’un domaine
de k+ 1 éléments, et un tableau de k+ 1 entiers. Cependant, dans une configuration terminale, la plus
petite valeur non nulle d’une case est au plus d n

k+1e. Donc DS(k) fonctionne toujours si nous remplaçons
toute affectation d’une valeur λ à une case par min(λ, d N

k+1e + 1) où N est un majorant de n. Dans ce
cas, chaque tableau peut être implémenté en n’utilisant que O(k log n

k ) bits. Il faut bien noter que cette
complexité ne peut être obtenue qu’en faisant l’hypothèse que chaque processus a connaissance du
majorant. Ainsi, SMDS(k) peut être implémenté en utilisant O(logn+ k log n

k ) bits par processus.

6 Simulations

Tous les résultats fournis dans cette section proviennent de WSNet [1], un simulateur événementiel pour
les réseaux sans fil. Nous avons adapté, d’après [9], notre algorithme au modèle à passage de messages.
Dans nos simulations, nous avons répartis n processus (n variant de 50 et 400 nœuds) de manière aléatoire
uniforme dans un plan carré de 100m de côté. Les processus sont immobiles et équipés de radio. Deux
processus u et v peuvent communiquer si et seulement si la distance euclidienne qui les sépare est au
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FIG. 4 : Taille moyenne de l’ensemble k-dominant en fonction de k : (a) avant minimisation (n = 200 et
degré moyen ∈]10, 20[) ; (b) après minimisation (n = 200 et degré moyen ∈]10, 20[)

plus rad, où rad est la portée de transmission. Ainsi, la topologie du réseau est isomorphe à un graphe
de disques uniformes (UDG). Par souci de simplicité, nous considérons les couches physiques et MAC
comme idéales : il n’y a ni interférence ni collision. Il faut noter que notre algorithme fonctionne même si
les communications sont non fiables. En outre, les processus sont concurrents et asynchrones.
En faisant varier la portée de transmission entre 10m et 50m, nous pouvons contrôler le degré moyen du
réseau qui varie entre 10 et 50. Enfin, nous avons effectué nos expériences pour k variant de 1 à 6.
Afin d’étudier l’influence du type d’arbre sur les performances de SMDS(k), nous simulons notre
protocole avec trois constructions d’arbre couvrant différentes : en profondeur d’abord (DFS) [4], en
largeur d’abord (BFS) [12] et quelconque [3].
Dans le contexte des réseaux ad hoc et des réseaux de capteurs, il est intéressant d’étudier les performances
moyennes des algorithmes DS(k) etMIN (k) dans des topologies aléatoires, au delà du pire cas. En
particulier, le choix d’un arbre couvrant spécifique influe-t-il de manière significative sur la taille de
l’ensemble k-dominant construit par DS(k) ou DS(k) ◦MIN (k) ? Quel est le gain dû àMIN (k) ? Ce
gain est-il le même avec tous les arbres couvrants ? Comment varie la taille de l’ensemble k-dominant de
sortie par rapport à k, à n et au degré moyen du réseau ? Nous mettons ici en évidence les performances,
en termes de taille de l’ensemble k-dominant construit parDS(k) etDS(k)◦MIN (k) dans des topologies
aléatoires, par rapport à k, à n, à l’arbre couvrant choisi et au degré moyen du réseau.
La figure 4a montre l’évolution de la taille de l’ensemble k-dominant en fonction de k, après stabilisation
de l’algorithme DS(k). Nous observons une forte différence entre les ensembles k-dominants calculés
selon le type d’arbre couvrant. L’arbre DFS, par construction, induit un grand nombre de processus
k-dominants. Nous remarquons que la taille moyenne obtenue par simulation est proche de la borne
supérieure théorique dans ce cas. D’autre part, construire des ensembles k-dominants sur des arbres
quelconques ou BFS permet de meilleures performances. Dans ces résultats, la hauteur de l’arbre a
également un impact majeur sur la taille de l’ensemble k-dominant.
L’influence du degré moyen peut être observée dans la figure 5a. La taille de l’ensemble k-dominant
construit sur un arbre DFS est constante et élevée, alors que la taille d’un tel ensemble construit sur un
autre arbre est décroissante. En effet, quand le degré moyen augmente, le diamètre du réseau diminue.
Dans le cas des arbres quelconques et BFS, cela conduit à une diminution de la hauteur et donc à une
baisse de la taille de l’ensemble k-dominant.
Quel que soit l’arbre couvrant, la taille de l’ensemble k-dominant construit par DS(k) dans un UDG est
proche du pire cas (Fig. 4a et Fig. 5a), sauf pour le BFS. Dans ce contexte, il est intéressant d’étudier si
MIN (k) est capable de réduire significativement la taille de l’ensemble k-dominant calculée par DS(k).
La figure 4b illustre à la fois le gain obtenu par le quatrième module en termes de taille de l’ensemble
k-dominant et les différences entre les ensembles k-dominants minimisés parMIN (k) selon l’arbre à
partir duquel ils ont été calculés. Pour les trois types d’arbres couvrants et pour 1 ≤ k ≤ 4, la diminution
moyenne obtenue est supérieure à 75%. Pour des valeurs plus élevées de k, les bonnes performances de
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FIG. 5 : Taille moyenne de l’ensemble k-dominant en fonction du degré moyen : (a) avant minimisation
(k = 2 et n = 200) ; (b) après minimisation (k = 2 et n = 200)

DS(k) sur l’arbre BFS limitent les possibilités d’obtenir des gains importants en appliquantMIN (k).
Ici, la taille de l’ensemble k-dominant obtenue par MIN (k) est assez similaire quel que soit le type
d’arbre considéré, malgré un léger avantage pour les arbres quelconques. Le quatrième module fourni
parMIN (k) permet d’homogénéiser la taille des ensembles k-dominants quel que soit le degré moyen.
La figure 5b illustre cette propriété pour k = 2. Les simulations montrent également qu’il est efficace sur
tous les types d’arbres considérés : pour k = 2, n = 200 et un degré moyen dans ]10, 20[, la minimisation
permet de réduire la taille de l’ensemble k-dominant de 85% en moyenne.
Pour résumer, nos simulations soulignent le fait que la taille de l’ensemble k-dominant calculé est
significativement plus petite que la borne théorique dans la majorité des cas.

7 Perspectives

Dans de futurs travaux, nous souhaiterions trouver un algorithme distribué auto-stabilisant pour calculer
un ensemble k-dominant minimal dont la taille est une approximation constante de la taille du minimum,
c’est-à-dire un algorithme qui calcule un ensemble k-dominant minimal de taille s telle que s

sopt
≤ c où c

est une constante et sopt est la taille d’un ensemble k-dominant minimum du réseau.
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