
����������	 
� ��������� ���	�������� �� ��	����		������������ ��� ����� �� �!� " !#  $ % �%���&��� � '" �( &%��%� )�� %( �

* + , - ./

01 23 4 + 5+ 6 71 8 1 9 : ; 7< 2 = , 7+ 4
>? @ A B CD EF DGGHD I BA DC F A J @ K F A L C M @N

O + P Q 74 = 7R + 4 S 8 1 R R T R , U P 1 R 8 1
9 : ; 7< 2 = , 7+ 4 = V , + P = , 7W V 1 8 1

, 1 ; P 74 = 7R + 4

X YZ[\]^_]`a b c� 
���d �	� �� �� ������� 
� ��e� 
� fgh 
� i�j����	 k �	
���� �� lmnoh p�	���� �� q c����������	 
� ������ 
� ���d �	���	 ��� �	�����������	 ���r	�sd ����t p �	��
�� ��� u��
���� v ��	��� �� ����	� �� ww x ��	 wyyz {|}~ � f �	 ����e� p i�j����	 � 
�������� �	� j�j��������� c�� ���d ����	� 
� �������� �������� 
� ���d �	���	 ��� �	�����������	 ���r	�d ���� � f� ��� p � ������ 
�������r� � 
� c�� ���� ��������� {�~ p �� � 
�������� �	� ����	��	 
� c�� � � �y��� ���d ����	� 
� 
��	�� 
� r��d � 
� ��e�� 
� ��������� p 
� 
�d �	
�� �c�� g 
� ������� �	� �	�����������	 ���r	�d ���� p �� 
� e�	���� ����d ������sd �	� �� ������ 
� ���������	 
� ����� �	�����������	 � ���� ���� �� 
���	 �j�� ������ ������ ���� �� ������ ����� ������ �� ���� ��� �_Y�\ �Z� b i�j����	   ¡¢£¤¥¤¥¦ §¨§\Ya[Y b ©ª¤¥¥«¤¬  l�� } �|  u���	����� }  � |�yX ®_Y b � ����j�� wyyz¯_®_�_ b ����
�°Y\Z]`a b |�y

¦ §ZY®� ± ®_]`a®² ³YZ ´Y[µa`²`¶]YZ ·`¶][]Y²²YZ¸��x �� �j��	���		� ��� �� � �	����� 
� �� n�������� �� 
� ¹������� ����	���e��
cnol ����	���erp u��	�� ������d nº f p o¹ nohsu���� p l�vno »¼	�� � 
� v��
���� ½ c¹n i¾ plo¿ »À���� ¸��r����	���� p c¹n i¾ lmnoh p lno »¼	�� � 
� ¸��� i�
 ½ c¹n i¾ p li� »g¹ i 
�c����	 ½ c¹ n i¾



©ª¤¥¥«¤¬ ½ ����������	 
� ��������� ���	�������� �� ��	����		����
��������� ��� ����� �� �!� " !#  $ % �%���&��� � '" �( &%��%� )�� %( ��

� ���������

ww x ��	 wyyz � y �| ������� 
� ��e� 
� fg h� ����j�� wyyz � |�y d �� �� ���d �� h������

¸��x �� n ¹�l � ©ª¤¥¥«¤¬  l�� } �|  u���	����� }  � |�ycnol ����	���erp u��	�� ������d nº f p o¹nohsu���� p lo¿ p l�vno p lmnoh p lno p li� w



0= Q 51 8 1 R P = , 7U ; 1 R

� �a_\` ³�[_]`a �

� �\]_�\Y ³Y _Y\� ]a®]Z`a ^®\ ]a_Y\^\§_®_]`aZ ^ `²�a`� ]® ²YZ �w �| ir��d � 
� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �w �|�| i�e	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �w �|�w ���d � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �w �|�	 c�	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �w �|�z i�j�������	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �w �|�} n�e�� �� r��d � 
� ���������� p ���d �	���	 � � � � � � � � � � � � � � � � � �w �w o	�����������	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
w �w �| o	�����������	 d �	���	� j��	 ��	
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
w �w �w o	�����������	 ���r	�d ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � |y
� � \§ZYa_®_]`a ³Y �� ��

	 �| �r�� �	
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � |w
	 �w �r�� ���rd ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � |	
	 �	 �r�� 
�� �	
�	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � |	
	 �z ¸����� �� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � |z

� �`\� ®²]Z®_]`a ³YZ ]a_Y\^\§_®_]`aZ ^ `²�a`� ]®²YZ ³®aZ �� ��z �| ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � |}z �w n��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � |�z �w �| i�e	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � |�z �w �w ���d � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � |�z �w �	 c�	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � |�z �w �z o	�����������	 �� �j�������	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � |�z �w �} n�e�� �� r��d � 
� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � |
z �	 ¸��r	�d � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � wyz �	 �| n�����	�����	 
� ���r	�d � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � w |z �	 �w ¸��r	�d � � ���� ���	� 
�	
Z

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � wwz �	 �	 ¸��r	�d � � ���� ���	� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � w	z �	 �z ¸��r	�d � d �	���	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � w	z �z ����������	 
� �� ��d ����j����� 
� ��e�� 
� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � wzz �z �| c����� 
� ���r	�d � �� ��� � �	 ���d � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � wzz �z �w ¸����� 
� ��d d � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � w}z �} h���d �������	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � w�z �� g��d ��� � ������ 
� ���d �	���	 
 ��	 r��d � 
� ���������� � � � � � � � � � � � � � w�
� ¦ Y[µY\[µY ®�_`� ®_]��Y ³ ��aY ]a_Y\^\§_®_]`a ^ `²�a`� ]®²Y ��} �| i���d � 
� ��	����		�d �	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	 |} �w c�d d�	������	 �	��� �� ��  ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	 |} �	 � �� �	 ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	w

	



©ª¤¥¥«¤¬ ½ ����������	 
� ��������� ���	�������� �� ��	����		����
��������� ��� ����� �� �!� " !#  $ % �%���&��� � '" �( &%��%� )�� %( ��

} �z g��d ��� 
 ����������	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 		

� �`a[²�Z]`a ��

¸��x �� n ¹�l � ©ª¤¥¥«¤¬  l�� } �|  u���	����� }  � |�ycnol ����	���erp u��	�� ������d nº f p o¹nohsu���� p lo¿ p l�vno p lmnoh p lno p li� z



�������� �

	4 , ; + 8 V 2 , 7+ 4

f���� ������� �		�� p �� ���e��d d � �	���d ������ �	� ������ 
�	 
� 
�d ��	� �������� ���	�d ����d �	� �d �����	� � o� �dj�� 
�	� �	
�� �	�j �� 
� ������� �	 �������� �� j�	 ��	�s���		�d �	� � l� �����������	 
 ��	 ���e��d d � ��	��� � ���������� � � ���� �����	 »� ���s�s
���� ��	�dj�� 
� ��������� d ����d ������ ��� �� ���e��d d � 
��� �������¾ p ��� � ������� ��� �����e��d d � �� ������� ��s�s�� 
� ����� � ���������	 �¸��� ��
�� � �� ���������	 
� ����� 
��j�� �
��� p 
� ����� ������� ���� p �� r��d � 
 ���
� ��� ������ p �	� ��� d � �� ���	� � c� r��d � � ��d ����	� 
� 
��	�� 
� ��	����	 p ��	� ��� 
�
�d �	���� 
� ������d � �� 
� ��������� 
� �� ��	����	 �l� r��d � 
 ���
� � �� ������ �� ���	� 
�����	� �	��� ��� ��	� ��� �� ��
�� ��e���� ��sx ���	�»�� �� ��d � �� �� ��e�� ������� ���� ����� �� 
�d �	������	¾ p ��� ��� �� 
�e�� 
 �����d ���s����	 
� ������ �� ��� ����	��	� � c�����	 �	� ��d �����d �	� ����d ������ �� 
�	� ��d ���»������� �	 ������d � �� �	
���
�j�� �	 e�	����¾ p ��	
� ��� 
 ������ p �� ������� 
 ��������	��� �d �����	� p ��	����		�	� 
� d �	���� �	��������� p � ���s�s
��� ��� �� 
��	����	 �� �� �������	� ��	������ e�
�� � �	 
����e�� �	��� � ����������� �� �� ���e��d d � 
 ���
� � �� ������ � l�����������	 p �� d �d � � ��	��e�����	 
� �� 
��� �r�� 
 ������ �� ���
�d d �	� �������j �� � g ��� ��
 �������� � ��jx �� 
� 	�dj���� ������� p 
�	� �� ��e� ���� ������ �l� ���e��d d � �� {||~ p 
�	� �� ��� ��� ������	 p �	��� 
�	 �� ����e���� 
� ��e����� 
 ���
� � �������� �	�������� � v ��	 ��� �� ������� 
 �������� ��� 
� �� ��� 
�x � ��� �d �����	� p �� r��d ���� �� 
 ��	 ������	 	�dj�� 
� ��d ������	 � f ��	� ���� p � ����������� 	� ���� �� ���x ��� 
��	��� ��	����	 �� � ���
���� ��d d � �� �� �����������  �� 
��� �	 ���� �	 
�		�� �	� 
��	����	�	
������ p � ���s�s
��� 	� ����	� �	�����	�� ��� 
� �����e� �� �� ��	�������� �� 
� ������������ �� 
� ��s���d � � f ������ ���� p � ����������� 	� � ��� �� �	
����� �� r��d � 
 ��������e�� 
� �d ���������	 ��� ����� ���d �� ��� �� 
��	����	 �	
������ � c��� � ��j��e� 
�	 �������� � 
���	
�� � �	 	����� 
� 
����� ����	� �	 �	�����	� �� ��� ���� � ��
�� 
� ��d � �c�� ���� 
� ���� � ��	
��� �	 ������	 	�dj�� 
� ��������� � ���
��� 
� ����	��	 
� c�����
� c�	�������	 o	
������ {|
~ »��
�� ��e���� �� ������ �� �� j��¾ ��� � ��d �������	� 
� ��� ��	�� �� 
� �� ��d ������	 p 	���d d �	� �	 �������	� 
� 
��	����	 
� ��	����	 �� 
� ���
����� � ���
� 
� ��e�� 
� ���������� p ����
�ed � ��� �d ��� �� ���  ����	� ��� �� ��e�� �	
��������� �	� �	 �� ����������� 
� ���������� {	 p } p |z p w	~ �c�� �	
�	� p �� ��	
����	 � ������� ���� �� ��	� ����� ����	��	 ���� 
���
�j�� �� ����
� �	���� ��d ����� �� ����� 
� 
��	����	 �	
������ �� p � � ��	 ���� ������� � ���	�d �	� 
� ������� ����	������� 
� �� ���������� p �� � ��� ���� �	�����	� 
� ����� ����� � 
� ����� �����	� 
�����������	 
� �� ��	���	�� »� ���
�� 
 ��	 ����� � 	 �� �� 
 ��d �����	��¾ �� 
� �� ���d �	���	 »�������� ���d �	�	� ���x ���¾ p 
��� ��������� 	������� ���� ����� �� 
���
�j����� �� �� ����
 ���
� r��d � � ¼	 ��� r��d � 	� ����� ���� ��� ���� � ���� ��j �� � ¼	� d �	���� 
� ��	����	�� ������ 
� ������� 
�	 �� r��d � ���sd �d � ��� �� ������� ����	� ��� �� ����� �����	� �	� j��	������� � h ����� �	 p �� �� 	������� 
� ���d ����� �� ������� ������ ��� �� ����� �l ��jx ����� 
� �� ��e� �� ��	 � 
� ���d ����� �� ������� 
� �	�����������	 ���r	�d ���� {|y~ p ����� �	 ������� ��� �� ���� �� ������ ��� �� � ������ 
� r��d � 
� ������ 
� ���d �	���	 ������ p
}



©ª¤¥¥«¤¬ ½ ����������	 
� ��������� ���	�������� �� ��	����		����
��������� ��� ����� �� �!� " !#  $ % �%���&��� � '" �( &%��%� )�� %( ��

��� ���  ��� {
 ~ �c� ��e�  ��	���� 
�	 �� ��
�� 
� ���x �� n¹ �l h������ � p 
�	 ������  ��� � 
�x � ��� ���������� ������� �	 ������r� � 
� �� ���� ���������� {�~ p �� ��	����� �� 
��	��� �jx ����� 
� ��� } �| �c� ��e�  ��	 ���� �e���d �	� 
�	 �	 
�j�� 
� ����������	 �	���d ���� ���� u�d �� ��	 n��d 
�	�
� � �¼	������� l�j�� 
 �hd ���
�d 
�	 �� j�� 
� ����� �	� j�j��������� �� 
� ������d � ���� ���������� �� �� ���d �	���	 �	 ����������� � c ��� ��	� ��� � ��	� 
� � ���
��	�� p ¹ ����� 
�
� ���x 	 p � ������ �	� ���d �������	 ��������� 
� ������� n¸ m »n������� ¸��� m�
���	e {|	~¾ � ��		��
��	���� {|w~ p ��	
� �� ��	 ����� ���
��	� p h
�d ������ � � p ������� ��������d �	� � ���d ������� ������ 
� k mn¸ m »k�e��� m�
�� n¸ m¾ {|�~ p � �����	��	 
� n¸ m ��� ���d � 
�

λ
s�������d ���d �	� �r� � �f� ������� 
�	 �� d �d � ����� �	� 
�x � ��� ������ �½ 
�	 �� 
�d ��	� 
� �� ������ 
 ��e����� � 
�	 � ���� {|�~ p ¹e�r�	 ������ ���� {�~ � ���������� �	� ������ 
 ��e����� 
�	� �� ����� � ��d �� 
� ��	������ �	 ���d �s������ ��� �������� ��� �� ½ ��	���	�	� �� ���d �������	 
� ������d � 
� ���������� �	 �� � 
�	 {wy p w |~ p n��r��  ��	s����� � �� ���d �������	 
� ������� ��e�����d � 
� ���������� �	 �� � c���� ���d �������	�� �	���		� p �� j��� �� �	� �������� 
� ���d � ����r�� �� � 	 ��� �� ���������� ���� ��
��	����	 
 ��	� �	�����������	 ���� �������� �� 	�dj�� 
 ���e�d �	� 
��� ���� ��		� �f �	 �	 ���d ��� �������� p 	�� ����	��	 �	 
����� �� ������� 
� ���d �	���	 ��� �	�����������	���r	�d ���� 
�	� 	�� 	�� ������	 
� ���d ����� �� ������ � f �	 �	 ���	
 �������� p 	��	�� ���������	 � 
�		�� �	� j���� ����	�����	 
� �� ���	� 
� ���� p �� �������� z p ��d d �	� ��������d � � 
�d �	���� � ��� ���d ���� p �	 ���
��	� �� ���j ��d � ��� ��� ����� ���d �������	 p �� ������� ��� �	� ��� ���� ���� �� ����
�� � g	�	 p �� �������� } 
����� �� d �� �	 ����� 
 ��	� �	����������� ��� ���d ����	� p 
���� �� r��d � �� p �� ��������� 
 ��	� �	�����������	 ���r	�d ���� �� ����	�������	 
� �� ������ 
� ���d �	���	 
 ��	 r��d � 
� ���������� ������	� ����� �	�����������	 �

��		
 ��� ���� �� �� ��� �� �������������

¸��x �� n ¹�l � ©ª¤¥¥«¤¬  l�� } �|  u���	����� }  � |�ycnol ����	���erp u��	�� ������d nº f p o¹nohsu���� p lo¿ p l�vno p lmnoh p lno p li� �



�������� �

O ; 7, U ; 1 8 1 , 1 ; P 74 = 7R + 4 � = ;
74 , 1 ;� ; : , = , 7+ 4 R � + 5T 4 + P 7= 51 R

l ��jx ����� 
� �� ��e� �� 
� ���d ����� 
�	 �� �� ������ �� ��� �� � p ���� ������� �� ��	r��d � 
� ���������� ���d �	� p 
 ������� �	 ���r	�d � � ������ rdj��� 
� �� �e	����� p �� 
� ������ ��� �� ���r	�d � �����	� ������	� ��	
����	 ���d �	� ������j�� ����d ������d �	�»�� ��������� 
� ���� ���� ���	� p ���	������d �	�¾ � h��	� 
 ��	���� ��� ���	� 
�	 �� 
����� 
� �����d �������	 ������d �	� 
��� p 	�� ��d d �	��	 ��� 
�		�� �	� 
��������	 ���  �	 �����	
��� 
�������d � ��� 	�� �������	 � ������� � � ����� �	 p 	�� �������	 ������� 
��	����	 ����������� r��d � 
� ���������� � �������� p ���� �� 	����	 
������d �	� ����� � 	���� ���d �������	���	� ����	��� ��� � l� ������� 
������ 
 ��	 �����	
�� 
���	��e� �� �� ���������� ������ ������d ��� � ������� � {w~ �� {ww~ p �����e� 
� ������	�� 
�	 �� 
�d ��	� �
� �� ����	
 �� �� ���������

¹�� ��d d �	��	 
�	� ��� 
�		�� ������� 
��	����	 �������� ��� r��d � 
� ���������� �
� ���� ����������

¼	� �e	����� �� �� 
�		�� 
 ��	 �	�dj�� 
� rdj��� �� 
 ��	� ��	����	 ��� � ������ rdj�������� �	 �	���� 	������ ������ ����� 
� �� rdj��� � � l� ������� 
� ��d � p � ��	�dj�� 
� rdj����� �	� p d �� ���	 	 ��	���
�� �� ��� ��� �	�	 � �
 !Y� ^²Y � " #$� ���%��& &'� '( �) �#��' *'+ , �#$- '+. #( - '$� - �'(*�' $(' +�,(��$�' /#(+���$�' *'
& 0'(+'1 2&' *' +31 2#&'+

{0, +,−}
. #4 & 0����� *'

0
'+�

0
. & 0����� *'

−
'+�

1
. '� & 0����� *'

+
'+�

2 5f �	 ����� �� ���� p 	�� �������	 ���� �	� �e	�����
Σ

�
� ���� 6��7��

i���
V

�	 �	�dj�� 
�	�dj��j�� ������ �	�dj�� 
� �����j�� � m	 ���� ���� 
��	�� � ��	�dj��
T (Σ, V )


� ���d � ��	����� � ������ 
�
Σ

��
V

��� �� ����� ����	�� �½ �	� �����j�� �� �	 ���d � ½ ���� ���� rdj���
f ∈ Σ


 ������
n

p �
t1, . . . , tn

�	� 
� ���d � p ����
f(t1, . . . , tn)

�� �	���d � �h����d �	� 
�� p � ��	�dj��
T (Σ, V )

��	���	�
V

�� �� ��� ��� ����������	 
� rdj��� 
�
Σ

�
�8 9:;<=> ? 9@A BCDEFGH HB= GH AFDE;H ? 9:;I@D HA=B :==HA?@ J:; KH BCDEFGH L M:; HNHDJGH O G 9FJ >;:=H@; ? 9:??<=<FA

+
: ?H@N :;I@D HA=B O <G HB= ?FAK ? 9:;<=>

2
L

�



©ª¤¥¥«¤¬ ½ ����������	 
� ��������� ���	�������� �� ��	����		����
��������� ��� ����� �� �!� " !#  $ % �%���&��� � '" �( &%��%� )�� %( ��

¦ Y� ®\��Y � �#11 ' & 0'(+'1 2&' *'+ %����2&'+ �1- #��' - '$. (#$+ ( 03 � '�#(+ - &$+ ��� ��'(/' '�
+$-- #+'�#(+ - �� &� +$��' �$ 0#( + 0'+� *#((� $( '(+'1 2&'

V � � �5 �(' +�,(��$�' Σ
�3�(� ��� � � �'- ��/�*'11 '(�. & 0'(+'1 2&'

T (Σ, V )
+'�� (#��

T
*�(+ &� +$��'5

� ���� �����	���
o� �� ����	� ����� 
� ������� ���������� �� �	 ��s���d � 
 ��	 ���d � � ¸��� �� ����� p �� ��	������� 
� ���d ����� ������d �	� �� ��� �e	 ��� 
 ���� �	 ��s���d � �� l ��	���
�����	 
� ��	����	 
� ��	����� �������� e��	
�d �	� � ��������	 
� ����� �������	 �o	�������d �	� p �	 ��	����� �� �	 ���d � ���� �	 ���� � ¸ �� ���d ����d �	� p �� ��	����� p ������d d � �� ���d � p � 
��	��	� ��� �	
�����	 �½ �� ��	����� ��
� 	���

[ ]
�� �	 ��	����� ½ ���� ���� ��	�����

C
p � ��� ���� rdj���

f

 ������

n
p ���� ����

i
p �

t1, . . . , ti−1, ti+1, . . . , tn�	� 
� ���d � p ����
f(t1, . . . , ti−1, C, ti+1, . . . , tn)

�� �	 ��	����� �i�
C

�� �	 ��	����� ��
t

�	 ���d � p �	 	���
C[t]

�� ���d � �j��	� �	 ��d ����	� �� 
 ���� � 
�
C

���� �� ���d �
t
� ¸�� ���d ��� p �

C
�� �� ��	����� ��
� p

C[t]
������	�� �� ���d �

t
�� �sd �d � �l� �������	 


s
�� �	 ��s���d � 
�

t
� ���� ���� � 
��	�� ��	� �

s
�� �	 ��s���d � 
�

t� �� �� ��� �	 ��	�����
C

��� ���
t = C[s]

�¸�� ���d ��� p
x

�� �	 ��s���d � 
�
f(x, y)

p ��� �
C = f([], y)

p �	 � j��	 � ��e�����
f(x, y) =

C[x]
�

� ���� �� ����������
¼	� �j�������	 �� �	� ��	����	 
� �����j�� ��� �� ���d � p � ���s�s
��� 
�

V
���

T
� ¼	���� 
��	�� �� �� �����j�� p ����� ��	����	 ���� � �����	e�� 	��������d �	� ���� ���� 
��	�� ����� �� ���d � � l �����������	 
 ��	� �j�������	

σ
� �	 ���d �

t
p 	����

tσ
p ��	��� � ��d ������������ � ������	�� 
 ��	� �����j��

v
��������	� 
�	

t
��� �� ���d �

σ(v)
�

� ���� ��� ��� �� �����7�� �� ���������� � ���7 �������
� ��	��	�	� ��� 	�� ���	 
��	� ����� �� 	����	 
� j�� 
�	� 	�� ���	 j ���	 p 	�� ����	 �	���
���� �� 	����	 ��	
�d �	���� 
� ��e�� �� 
� r��d � 
� ���������� � ¹�� ����������	�	���� �� ��� �e	��� ������d �	� �� �������	 


t1
� ������� �	

t2
�p �� 
��	���	 �� ���d �	���	
 ��	 r��d � 
� ���������� �¼	� ��e�� 
� ���������� �� �	 ������

(l, r)

� ���d � ��� � ��	 	��� e�	�����d �	�

l → r
� ¸����� ��	� ��e��

l → r
��� �
d �� p �� �� 
� ��� ����� ���

l
	� ��� �� �	� �����j�� p �� ���

r
	���	���		� ��� 
� �����j�� ��������	� ��� 
�	

l
�¼	 r��d � 
� ���������� �� �	 �	�dj�� 
� ��e�� 
� ���������� � v��	 ��� ���	 	 ��	���
��
� ��	�
���� 
� �	�dj�� �	�	� 
� ��e�� p 	�� 	�� ��	��	����	 
�	 �� ���� 
 �������� 
��	�dj�� �	 � p d �� ���� 	� ���	e� �� e��	
 ���� � �� ���d �������	 �m	 
�� �� ��	 ���d �

t1
� ������� �	 �	 ���d �

t2
��� �� ��e��

l → r
� �� �� ��� �	 ��	�����

C�� �	� �j�������	
σ

��� ���
t1 = C[lσ]

��
t2 = C[rσ]

�c���� 
��	����	 �e	��� ��� � �	 ���d � ���
� �	 ��s���d � ��� �� �	� �	��	�� 
�
l
p �����	 ���� ��d ������ �� ��s���d � ��� �	� �	��	�� 
�

r
�i�

R
�� �	 r��d � 
� ���������� p �	 
�� ���

t1
� ������� �	

t2
���

R
�

R
��	���	� �	� ��e��

l → r
����� ���

t1
� ������� �	

t2
���

l → r
���	 �� 
��	����	 �����
�	�� �¼	 r��d � 
� ����������

R
�	
��� 
�	� �	� �������	

R′
�� � ��	�dj��

T

� ���d � »��  ��e��
� �� �������	

t1R
′t2

�
t1

� ������� �	
t2

���
R

¾ �m	 
�� ��� �� r��d � 
� ����������
R

���d �	� � �� �������	
R′

�� ��� �	e�	
�� �� j��	 ��	
�� � �g	 
 ������ ���d � p
R

���d �	� � p ������� ��� �� d �	���� 
�	� �	 ������� �	 ���d � p �	 � ��d �	����x ��� p �	 �	 	�dj�� �	� 
 ����� � p � �	 ���d � ��� 	� ���� ��� ���� ������� �
�� :JJHGFAB �@ 9@AH ;HG:=<FA

>
B@; @A HABHDEGH

E
HB= E<HA �FA?>H BB< JF@; =F@=

x ∈ E
<G A 9HN <B=H �@ 9@A AFDE;H�A< ? 9>G>D HA=B

x1, . . . , xn

=HGB �@H
x > x1 > x2 > . . . > xn

L

¸��x �� n ¹�l � ©ª¤¥¥«¤¬  l�� } �|  u���	����� }  � |�ycnol ����	���erp u��	�� ������d nº f p o¹nohsu���� p lo¿ p l�vno p lmnoh p lno p li� �



©ª¤¥¥«¤¬ ½ ����������	 
� ��������� ���	�������� �� ��	����		����
��������� ��� ����� �� �!� " !#  $ % �%���&��� � '" �( &%��%� )�� %( ��

l� ���j ��d � ��	���	� � 
����d �	�� � �	 r��d � 
� ���������� 
�		� ���d �	� �� �	
���
�j�� �¹��	d ��	 p � ��	����� 
� �� ���������� ��������� � 
� 
�d ��	� ��� ��� �� ��������� 
� ������ ���� ������ rdj������ �	� d ����� �� ��������� 
� ������� »��	
����	 
���
�j�� �� �� �	��¾ ���� ��d ����	� p 
�	 ������	  �� p 
� ����� � �	 r��d � 
� ���������� 
�		� ���d �	� �� 	�	 p ��  ������d �	� p 
 �����j �� �	� ������ 
� ���d �	���	 �l� ����	���� ������� ���� ���j��� �� ���d �	���	 
 ��	 r��d � 
� ���������� � ����	� ��������� ���	 
�����	�� ����e���� �

²YZ � §_µ` ³YZ ]a[\§� Ya_®²YZ Y_ � ` ³�²®]\YZ � ���� ��	���	� � 
�
���� �� ���d �	���	 
 ��	r��d � 
� ���������� 
� ����� 
� ��sr��d � ��� � ���� ²YZ � §_µ` ³YZ _\®aZ¨`\� ®_]`aaY²²YZ � ���� ��	���	� � ���	���d �� �� r��d � 
� ����������
� ���� ��� � ���d �	���	 ���� � 
�
���� 
� ����� 
� r��d � ���	���d � � l ��	� 
�d ����
� 
� ����� ����e���� �� ����� 
� ����� 
� 
�� �	
�	�� p 
������ 
�	 {|~ ²YZ � §_µ` ³YZ Z�a_®! ]��YZ � ���� ��	���	� � ��	������ �	 ��
�� j��	 ��	
� �� �� ���d � p ��� d �	���� ��� �� �������	
R′

�	e�	
��� ��� �	 r��d � 
� ����������
R

�� �	���� 
�	 �����
�� p �� ��� ������ ���
R′

�� j��	 ��	
�� p �� 
�	� ���
R

���d �	� � l� ��� ��		�� 
� ��d ����
� �� n¸ m »n������� ¸��� m�
���	e ¾ p 
������ 
�	 {|	~ ²YZ � §_µ` ³YZ Z§� ®a_]��YZ � ���� ��	���	� � �	��������� ������ rdj���
f


 ������
n

��� �	���	����	
n

s���� �� �	 
�d ��	�
D

� ������� p �� � ��d ����� �� ���d � �	 �� �	��������	��� �	 ��d ����	� ���� �	�����������	 e�
�� � �	� �������	 j��	 ��	
�� ��
D

� l ��	� 
�d ����
� �� ��� ��		�� 
� ����� ����e���� �� ����� ��� �	�����������	 ���r	�d ���� p ���	�� 	�� ���������	 � ����	��� ��� �� � ��� �
¦ Y� ®\��Y � " #$� - �#$%'� &� �'�1 �(��+#( * 0$( +3+��1 ' *' ���/���$�'. #( - '$� ���' �1 '(� �
/#1 2�( '� &'+ 1 ��) #*'+ %$'+ - ��/�*'11 '(�5 �( - '$� - �� '� '1- &' /#11 '(/'� - �� ��1 '('� &� - �'$%'*' �'�1 �(��+#( * 0$( +3+��1 ' *' ���/���$�' � /'& &'+ *' +3+��1 '+ - &$+ - '���+. � & 0��*' *' 1 ��) #*'+
�(/��1 '(��&'+ 5 �( - #$��� '(+$��' - �#$%'� &� �'�1 �(��+#( *'+ +3+��1'+ ��(+� #2�'($+ , ��/' �$�1 ��) #*'+ +3(��� ��$'+ #$ +�1 �(���$'+. '� '( &'+ �3�(� �$ - ���&�2&' ���(+� #�1 �+ - �� $(' 1 ��) #*'
���(+� #�1 ���#(('& &'5
� �� ���������������

c�d d � 	�� � ����	 �		�	�� �����
�d d �	� p 	�� �����	 d ��	��	�	� 	���� ����	���	 �� ��d ����
� �d �	����� � ��d ����	� 
� ������� �� ���d �	���	 
 ��	 r��d � 
� ���������� p �� � ��������������d �	� �� �� d ����
� ��� �	�����������	 ���r	�d ���� � ¹�� ��d d �	��	 ��� 
��	���� 	����	 
 ��	�����������	 d �	���	� j��	 ��	
�� p ��� � ��d �� 
 ��	�	��� �	 ������d � e�	���� ���� ���d �	���	 
� r��d � 
� ���������� � f�	 �	� ���	
� ������ p 	�� 
��	��	 �	� ���������������� 
 ��	�����������	 d �	���	� j��	 ��	
�� p �� �	�����������	 ���r	�d ���� p �� 	��d �	���	 ��� �� �r������ 
� ������d � 
� ���d �	���	 � ��d �	�	� p 
�	 ������	 �� p � 
�����������	 
� ��������� 
� ���� ���	� 
� ���r	�d � �
� �� �� 	����
��������� 7 ��������  ��� �������

¼	� �	�����������	 �� �� 
�		�� 
 ��	 �	�dj��
D

������ 
�d ��	� 
� � ��	�����������	 p �� 
 ��	���	����	
I

��� � ���� rdj���
f


 ������
n

�� ��� �	� ��	����	
n

s����
If

��
D

� ¸��� �	��������� �	���d � »� ���s�s
��� �� � ������ �	 ���d �	� 
�
D

¾ p 	�� 
���	 p �	 � �� 
� rdj��� 
� ��	����	 p����� ��d d �	� ��e	�� �	� ������ »�	 ���d �	� 
�
D

¾ ��� �����j�� p 
 ��� �� ������ �� ��	����������� 
� ��������	 �¼	� ��������	 �� �	� ��	����	 ��� � ����� �����j �� �� ��� �	 ���d �	� 
�
D

�l ��	�����������	
[[t]]Iξ


 ��	 ���d �
t

� 
��	�� ���� ��� �	
�����	 ��
t
�½ ���� ����� �����j��

x
p
[[x]]Iξ = ξ(x)

½ ���� ���� rdj���
f


 ������
n

p � ��� ��� ���d �
t1, . . . , tn.

[[f(t1, . . . , tn)]]Iξ = If ([[t1]]
I
ξ , . . . , [[tn]]Iξ)

¸��x �� n ¹�l � ©ª¤¥¥«¤¬  l�� } �|  u���	����� }  � |�ycnol ����	���erp u��	�� ������d nº f p o¹nohsu���� p lo¿ p l�vno p lmnoh p lno p li� 




©ª¤¥¥«¤¬ ½ ����������	 
� ��������� ���	�������� �� ��	����		����
��������� ��� ����� �� �!� " !#  $ % �%���&��� � '" �( &%��%� )�� %( ��

¦ Y� ®\��Y � �(' +$2+���$��#( ( 0'+� '( � ��� �$ 0$(' %�&$���#( - ����/$&���'5 � 0�( �'�- ������#( +#$+�� �/'(�' � - #$� *#1 ��( ' & 0'(+'1 2&' *'+ �'�1 '+ &$��1 �1'. '� & 0�-- &�/���#( * 0$(' +$2+���$��#(
σ

�
$( �'�1 '

t
�'%�'(� '( � ��� � �( �'�- ���'�

t
+#$+ &� %�&$���#(

σ 5 �'��' �'1 ���$' +'�� '�- &#���' *�(+(#��' � #�1 �&�+���#(. - #$� *�� (�� &� (#��#( *' +$2+���$��#( � - ����� *' /'& &'. - &$+ , �(���&'. * 0�( �'��
- ������#( 5¼	� �	�����������	 d �	���	� j��	 ��	
�� �� �	� �	�����������	 
�	� �� 
�d ��	� �� d�	�
 ��	� �������	 j��	 ��	
�� »	���� ���

>D

¾ p �� ���� �������� ����� �� ��	����	 
 ��	�����������	�	� d �	���	� �	 �����	� 
� ���� �����j�� � n ������	 �� ��	� ��	����	
f


 ������
n

�� d �	���	��	 �
i
s��d � �����j �� �

∀x, y, a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an

x > y ⇒ f(a1, . . . , ai−1, x, ai+1, . . . , an) > f(a1, . . . , ai−1, y, ai+1, . . . , an)
� l� �������	

>D

���d ��
� ��	������ �	� �������	
>I

�� � ��	�dj��
T


� ���d � �
t >I u

� � ��� ����� ��������	
ξ

p
[[t]]Iξ >D [[u]]Iξ

� m	 
��� �� ��	� ��e�� 
� ����������
l → r

�� ��d ����j �� ���� �	� �	�����������	
I

�
l >I r

�¹�� �����	 d ��	��	�	� �	�	��� �� ������d � ���	����� 
� ���d �	���	 ��� �	�����������	 �

´ µ§`\�� Y � �#��
R
$( +3+��1 ' *' ���/���$�'5 � 0�& '� �+�' $(' �(�'�- ������#( 1 #(#�#(' 2�'( � #(*�'

I
�'& &' �$' - #$� �#$�' ��, &'

l → r ∈ R
.
l >I r

. �&#�+
R
�'�1 �('5

X §� `aZ_\®_]`a � �� 1 #(#�#(�' *'+ +31 2#&'+ *' � #(/��#( �++$�' �$' & 0#�*�'
>I

'+� +��2&' - ��
/#(�'� �'. / 0'+����*��' �$' - #$� �#$� /#(�'� �' C

. - #$� �#$+ �'�1 '+
t1
'�

t2
.
t1 >I t2 ⇒ C[t1] >I C[t2] 5" �� & 0�2+$�*'. +$-- #+#(+ �$ 0�& '� �+�' $(' +$��' �(� (�' (tn)

*' �'�1 '+ �'& &' �$'
t0 → t1 → t2 → . . . →

tn → . . . 5 � &#�+ '( $��&�+�(� &� +��2�&��� - �� /#(�'� �' *' >
#( �

t0 >I t1 >I t2 >I . . . >I tn >I . . . 5" �� *�� (���#( *'
>I

. /'/� +�,( �� ' �$' - #$� �#$�' %�&$���#(
ξ
.
[[t0]]

I
ξ >D [[t1]]

I
ξ >D [[t2]]

I
ξ >D . . .

. /'
�$� '+� �1- #++�2&' - $�+�$'

>D

'+� 2�'( � #(*�' - �� )3- #�) �+'. /' �$� - �#$%' &� �'�1 �(��+#( *'
R 5

¦ Y� ®\��Y � �' �) �#��1 ' *�/#$&' '( ���&��� *' *'$� �$��'+ ��+$&���+ 5 �' - �'1 �'�. /#(($ +#$+ &'(#1 *' /�����' *' � �((��� '++. �� �1 ' �$' +� &� �'&���#( '(, '(*��' - �� $( +3+��1' *' ���/���$�'
'+� �( /&$+' *�(+ $( #�*�' *' ��*$/��#( ��'&���#( 2�'( � #(*�'. +��2&' - �� +$2+���$��#( '� /#(�'� �'	 .�&#�+ /' +3+��1' *' ���/���$�' �'�1 �('5 �' +'/#(* '+� �$' - #$� �#$�' �(�'�- ������#( 1 #(#�#(' 2�'(� #(*�'

I
+$� $( *#1 ��('

D
. & 0#�*�'

>I

/#(+��$�� � - ����� *'
>D

'+� $( #�*�' *' ��*$/��#( 5
� �� �� 	����
��������� 
�����7 �� ���

¼	 ���r	�d � �
n

�	
����d �	��
X1, . . . , Xn

�� �	� �d d � �	�� 
� ���d � 
� �� ���d �
axk1

1 . . . xkn

n

p�� ��
ki

�	� 
� �	���� 	������ ��
a

�� �	 ���� ���	� p ���d �	� 
 ��	 �	�dj�� � ������� �¼	� �	�����������	 ���r	�d ���� �� �	� �	�����������	 d �	���	� j��	 ��	
�� ��
Z

+
p �� �������� ������ rdj��� 
� ��	����	

f

 ������

n
�� �	�������� ��� �	 ���r	�d �

Pf

�
n

�	
����d �	��� ���� ���	� 
�	
Z

� l� �������	 j��	 ��	
�� ������� �� � ���
�� ���� �� �� �	���� � f�	 �	��	�����������	 ���r	�d ���� p �� ���d � ������	� p ��� ��� p ���� �	�������� ��� 
� ���r	�d � � m		����� ��� �� ����
Pt

�� ���r	�d � �� ��� �� ���d �
t
�c�d d � 	�� � ����	 �	
���� �� 
�j�� 
� ����� �����	 p 
�	 �� �� 
� �	�����������	 ���rs	�d ���� p �� �r������ 
� ������d � | � ��d �	�	� � 
� ��� 
� ������ ��� 
� ���� ���	� 
����r	�d � �½ ���� ��� �� ��	����	 ���r	�d ���� ���	� j��	 
��	�� ��

Z
+

p �� �� � ��� �� ���r	�d ����	� � ���� ���	� ������ �� 	�� ½ � �	 ���r	�d �
P

�� � ���� ���	� ������ �� 	�� p �� � �� ���� ���	� 
� d �	�d �
Xi


�	
P

�� ������d �	� ������ p ����
P

�� d �	���	� �	 �
i
s��d � �	
����d �	�� ½ ���� ������� �� ��	� ��e��

l → r
�� ��d ����j�� ���� � ���
�� �	e�	
�� ��� � ��	�����������	 p ���� � 
�  ������ ���

Pl − Pr − 1
�� � ���� ���	� ������ �� 	�� �¹�� �����	 
�	� d ��	��	�	� �	�	��� ������d �	� �� ������d � ��� 	�� 	�� ������	 
�
�d �	���� 
�	 �� �

¸��x �� n ¹�l � ©ª¤¥¥«¤¬  l�� } �|  u���	����� }  � |�ycnol ����	���erp u��	�� ������d nº f p o¹nohsu���� p lo¿ p l�vno p lmnoh p lno p li� |y



©ª¤¥¥«¤¬ ½ ����������	 
� ��������� ���	�������� �� ��	����		����
��������� ��� ����� �� �!� " !#  $ % �%���&��� � '" �( &%��%� )�� %( ��

´ µ§`\�� Y � �#��
Σ
$(' +�,(��$�'.

I
$(' � #(/��#( �$� � �#$� +31 2#&'

f ∈ Σ
* 0�����

n
�++#/�'

$( - #&3(�1 '
If

�
n
�(*��'�1 �(�'+ � /#'� /�'(�+ *�(+

Z
. '�

R
$( +3+��1 ' *' ���/���$�' +$�

Σ 5 � �- #$� �#$�
f ∈ Σ

* 0�����
n
.
If

'+� � /#'� /�'(�+ - #+���� + #$ ($&+. '� - #$� �#$�
i ≤ n

&' /#'� /�'(� *'
Xi

*�(+
If

'+� +���/�'1 '(� - #+���� . '� +� - #$� �#$�' ��, &'
l → r ∈ R

.
Pl − Pr − 1

'+� � /#'� /�'(�+
- #+���� +. �&#�+

R
�'�1 �('5l� ��	�������	 
 ��	� ������ 
� ���d �	���	 ��d ������� �	 ������� 
��� ���� � 
���	��� �
 ��	� ���� p �� ��	�������	 
 ��	� �	�����������	 ���r	�d ���� p ��� �d ������ �� ������ 
� d �	���	��
� ���r	�d � p �� p 
 ������ ���� p �� ����� �����	 
� ��d ����j ����� 
� ��e�� ���� � ���
�� �	e�	
����� � ��	�����������	 �

¸��x �� n ¹�l � ©ª¤¥¥«¤¬  l�� } �|  u���	����� }  � |�ycnol ����	���erp u��	�� ������d nº f p o¹nohsu���� p lo¿ p l�vno p lmnoh p lno p li� ||



�������� �

� ; : R 1 4 , = , 7+ 4 8 1 ���

h��	� 
 ����
��� ��� ������d �	� ��d d �	� �� ������d � w �	�	�� �� �������� �����
�	� � ������d ���� 
�	 �� p 	�� ����	��	 j�����d �	� ��� ����� p � ��� 
�		�� �	� �	������	 
� �	 �������
 �������� ��� � ¼	� ����	�����	 ��� ��������� 
� �� ���� ���� ������� 
�	 �	 d �	��� 
�������	�� {||~ � ¼	� ����� p ��� ��d ����� �� � �
�e�e���� p � ��� 
��������� 
�	 {z~ �l� ���e��d d � �� p 
�������� �� ��	 
� ���x �� l�e�c�� 
� � �o¹ noh p �� �� ��� � ��	 ������� �	��e����� 
 ���
� � �� ������ p �� �	���� �	 
 ����	� 
� ������ �� c��� �e	��� ��� �	 ��	����		�d �	��� j�� �� �	 
����e�� � ��d �	�	� �	��� � ����������� ��� �	��� 
� 
��	����	 p 
� ������d � ������ ������ p �� �� r��d � p ����e� 
� ������� �� ���������	 
� �jx �� ��	� ��	����� �c���� ����������	 �� �������� �	 ������	� �� ���d ���d � 
� c����� 
� c�	�������	 o	
��s���� {|
~ � o�  ��e�� 
 ��	 r��d � 
� �r�� »�	�dj�� 
� ��e�� � ��d ����	� 
 ������j��� �	 �r�� � 
�
λ

s���d �¾ � ��d ����	� 
 ������d �� �� 
� ����		�� ��� j��	 s� 
� ��	����	 ��� 
� ���
���� p ����� � ��d �� 	���d d �	� 
 ������d �� �� ���������	  �� �� ������ 
� �� ��e���� 
 ���
�� �������� �
� �� ��� �� ��������

f� d �d � ��� �� ��	e�e� 
� ���e��d d ����	 ��	����		�� ��d d � � l p �����d �� 
� 
��	��
� �r� � 
� 
�		�� �	
����� �
 !Y� ^²Y � � �(+ 	
�. &'+ '(��'�+ *' " '�(# +#(� *�� (�+ /#11 ' +$�� �
��� �� ��� ��� � ��� ��� � � ���� � � ��� �� ��� �

�'��' *�� (���#( �(*��$' �$' � '+� $( '(��'� (��$�'&. '� �$'. ���(� *#((� $( '(��'� (��$�'&. #(
/#(+��$�� +#( +$//'++'$� , ��/' � &� � #(/��#( � 5l����� 
� �r� � �	
����� ��� ��� ��� �	� 
��	� p �� r��d � �� � ����e� 
� ��	��� ���
� ���	��� � 
� �������	�� ��� ��	� � ��d ����� 
� ����		�� ���� »����� 
� ������ ��¾ 
� �jx ��
� �r� � �	
����� �
 !Y� ^²Y � �#�+�$' & 0#( *�� (�� &' �3- ' ��� . 	
� /#(+��$�� �$�#1 ����$'1 '(� &' - ��(/�- ' *' ��/$��
�'(/' $+$'& +$� &'+ '(��'�+
�������� ������ � � ��� �� ���� �

� � �� ������� � � ��� � � � �� � �� � �� �� ������ � � ��� � � �
�$� - '�1 '�. /#11 ' #( &' � ��� ) �2��$'& &'1 '(� '( 1 ��) �1 ����$'+ - #$� *�1 #(��'� �$ 0$( - ��*�/��

P'+� %��� - #$� �#$+ &'+ '(��'�+. *' 1 #(��'� �$'
P
'+� %��� - #$� � '� �$' +�

P
'+� %��� - #$� $( '(��'�.

�&#�+ �& & 0'+� - #$� +#( +$//'++'$�5
|w



©ª¤¥¥«¤¬ ½ ����������	 
� ��������� ���	�������� �� ��	����		����
��������� ��� ����� �� �!� " !#  $ % �%���&��� � '" �( &%��%� )�� %( ��

�
¦ Y� ®\��Y � �#11 ' (#$+ &' %'��#(+ '( � '/��#( � 5� 5� . �& ����%' �$' &'+ - ��( /�- '+ *' ���+#(('1 '(�, �(���+ �$�#1 ����$'1 '(� - �� 	
� (' - $�++'(� ���' $��&�+�+ - #$� ���%��& &'� +$� &'+ #2� '�+ *�� (�+ - ���(*$/��#( 5 � & '+� �&#�+ (�/'++���' *' *�� (�� +#��1 �1' &'+ - ��( /�- '+ *' ��/$��'(/' *#(� #( � 2'+#�( 5i�e	���	 ��� ������� ��� �� �� �� �� ���j����� 
� 
��	�� 
� �������� »�	��e����d �	�¾ p��� �	� �	 ������� ������	��� 
�	 �� r��d � ��� 
� �r� � �	
����� � �	 ��	�������� � h �	� p�� 
���������	
������ �� ��� � ��� �� ���� ��� �

� � ��� �
� � ���

	 �
�����	� � 
��	�� �	 �r�� �	
����� � � ��� � �	 ��	�������� ���� ��� ��� p � ������ 
� 
�����e�d �	� 
� �r� � ��� p ��	����� �	 �jx �� 
� �r� � �� ��� � i�	� �e���d �	� 
��	�� 
��� ��	����	

� �� � ��� � ��d ����	� 
 �����
�� ��� ����
�		�� 
 ��	 ���	� 
�		� �
� �� ��� �� � � 
�
 ������

o� �� �e���d �	� ���j�� 
� 
��	�� 
� �r� � �	
����� ���rd ����� � ����� ��� ���d ��� ��
��	����	 �� 
� ���� ���rd ����� ����	�� 
�	 �� ��	e�e� ��	����		�� ������� �

��� �� ��� ���� �� � ��� � � ��� ��� � �� � ���� �� ��� � � � �� ���� � �� ���� � �
c���� 
��	����	 ������ ��� ���� ���� �r� � 
� 
�		�� � p �� ���� ��
� �� �� � � �� �	� ����
 ����d �	� 
� � p �� �� ��� �� ���j�� 
� ��	������ �	� ���� 
 ����d �	� 
� � � ������ 
 ��	� ����
�x � ��	������ �� 
 ��	 	����� �jx �� 
� �r�� � �l� ���� ��	��	�	� �� �	����

1
p
2

��
3

���� 
�	� ���� ������	��� ��� �� ���d � ��
���� � ���  ���� � ��� � ���� � ��� � �� �� ��� ���� � c�� �	
�	� p �� �dj�� ���
�	� ��� �����d ��� ��e�d �	� 
� ��� � p ��� � �� p 
������ ������� ���� �	���� ��� �� r��d � � ������ 
� �r��
� ���	
 ��e�d �	� p ��	
� ��� � ���e�d �	� 
� � �� 
������ ������� ���� ������� ��� �� r��d � p�� d ��	 
�	 ������	 �� p 
 ����� �� ��	����� 
�	 ������ � �� �� ��	��	��� � �� 
���� 
�	�
 ��	 d ���	�d � 
 ���e�d �	� �d ������� � o� � ��d �� p 
�	 ������	  �� p 
 ������� 
� � ������ ��� ����e�d �	� 
 ��	� ����������	 p ����	� �� r��d � �� ��	 
� �� �	����� � h �	� p ���� ����� 
�		��� r��d � �� ��d d �	
�
������� ����� ��� � ��� � ��� �
������� ����� ��� � � �� ��� �

	�� �����	 �������� �� ���� �����
�	�� �	 �d ����	� ��� �
���� �  ���� � � ���� � � � ����� � �� 
���� �	 ����� 
� 	������	 ��� � ��d ����	� 
 �����e���	���� � ��������� 
� ������	 ���d � p �� 	������	 �����	� ���� 
��	�� ��� � ����������� �
� �� ��� �� ��� �������

c�	������d �	� ��� �r�� �	
����� �� ���rd ����� �� �����
�d d �	� p �� �r� � 
�� �	
�	�	 ��� ���	� �� 
�	 �� ��	e�e� ��	����		�� ������� � ¼	 �r�� 
���	
�	� �� �	 �r�� ��� � ���
���� ����d ���� 	�	 ����d �	� ��� �	 ����� �r� � »�� 
� �r�� ���rd ����� �� �����
�d d �	�¾ pd �� ��� ��� 
� ������ � c���� 	������� ���d � 
� ����d ��������	 ���d �� 
 ����j��� 
� ��	����	���� �� 
�		�� �	��� � 
�	 �� �r�� ��	�
��� p �� ��	 � 
 ������ 
� �r�� ��� �� �
¸��x �� n ¹�l � ©ª¤¥¥«¤¬  l�� } �|  u���	����� }  � |�ycnol ����	���erp u��	�� ������d nº f p o¹nohsu���� p lo¿ p l�vno p lmnoh p lno p li� |	



©ª¤¥¥«¤¬ ½ ����������	 
� ��������� ���	�������� �� ��	����		����
��������� ��� ����� �� �!� " !#  $ % �%���&��� � '" �( &%��%� )�� %( ��

 !Y� ^²Y � ���/' �$� �3- '+ *�- '(*�(�+. �& '+� - #++�2&' *' *�� (�� &' �3- ' *'+ %'/�'$�+ *' &#(,$'$�
n

�&�+�'+ /#1- #���(� '� �/�'1 '(� n
�&�1 '(�+	 5 �� *�� (���#( - �'(* &� � #�1 ' +$�%�(�' �

��� �� ��� ������ �� � ��� � �� � ��� � � ��� ��� �� �� � ������ � �� � ��� � � � �� ������ � � ��� � ������ � � �� ������ � �� � �
�'��' *�� (���#( �(*��$' �$' �� �� � '+� $( %'/�'$� * 0�&�1 '(�+ *' � *' ���& &'

0
. '� �$' +� � '+� *'

�3- ' � . � *' �3- ' ��� '� � *' �3- ' ������ � � . �&#�+ � ��� � � � � '+� *' �3- ' ������ � �� � � 5o�� ��� p �� d ���	�d � 
� ��e�d �	� �d ������� ����	�� �����
�d d �	� ���d �� 
 �����e�� ��	������	 �
� �� � ������ �� ��������

c�d d � 	�� � ����	 �	
���� � �� ���� p �� ������ �	� ��	������ 
� d �	���� �	��������� � l����d ���� ����� 
� �� ��	�������	 
 ��	� ������ ��	��� � �	���� � ��	�	�� 
� ������d � � ������� p�� 
����	��� � ���������� 
� d �
� 
 ��
����	 
� ������ 
� �� � c����s�� ����	�� � � ����������� ��j�� � ������� p �	 �����	� �� �r������ 
� �� ��	�����	 ��� �	� j���� ������	���� �l ����������� ��	����� � ������ �	 �����	� 
� �� ��	�����	 p �� �	 ����	�	� ��� �r������ �l ���j�� 
� ������ �� ��	����� �� � �� p ��� � �����������	 
� ��/���$'+ � ¼	� �������� � ��� ������� ��d d � �	� ��	����	 ��� p ����� ����� �� ��������� � �	 j��
B


�		� p e�	��� �	� ���� »���	s������d �	� ��
�¾ 
� j�� 
�	� �� r��d � ���� 
�
����
B

�¼	� ��� �� ������ ���d �	�� p ���� �� ������� ��� �� r��d � p ��� p � ���� �� �������� p ���� ������e��
�� �� �x ����� � � ��	����		�d �	� �����	� � l� ������d � ��	� ������ ���� 
���d �� ���������� 
�	 
� ������ ���������� �l� r��d � �� �� ����	� ���� �	 e��	
 	�dj�� 
� �������� p ��� ���d ����	� 
 �����d ������	 ������	 	�dj�� 
� ������ ����� ��� �� ������ 
 ��e����� 
�	 �� �		���� �� �� ���� »� ����� � ����¾ p �� ������ 
 ��	�e����� ��	����� �	 �����d ������ »�� ���¾ p �� �� ������ �	 ��e�������������		���� »���� �� ��� ¾ � f ������ �������� p ����� ��� ���� p ��	����		�	� �	 ���������	� p
�	 
� j�� 
� 
�		�� ��	������ ��� � ����������� p �	 ��d d � ������j�� 
� ����
�� �� j���	 ���� �g	�	 p �� r��d � �� 
���� 
 ��	 ��	e�e� 	�d d � ���� �� � ��d ����	� � � ����������� 
 �������� ������ �������� p �� 
�	� 
 �����d ����� 
 ������ ������ � m���� 
� ��dj�	���	 
� ���������� ���	�� p �� ��	e�e� � ��d �� �e���d �	� 
� ����� 
� � ����e� �� �� j�� p �� 
�	� 
� ������ �������������� ��������� �	 ��	����	 
� �� ���d � 
� ���� �s�� �

¸��x �� n ¹�l � ©ª¤¥¥«¤¬  l�� } �|  u���	����� }  � |�ycnol ����	���erp u��	�� ������d nº f p o¹nohsu���� p lo¿ p l�vno p lmnoh p lno p li� |z



�������� �

�+ ; P = 57R = , 7+ 4 8 1 R 74 , 1 ;� ; : , = , 7+ 4 R
� + 5T 4 + P 7= 51 R 8 = 4 R ���

h��� ����� ����	�� �� p 	�� ����	 d ��	��	�	� ��������� ��� �	 
����� ��d d �	� �� 
���s��	� ��	���� �� ������d � ����	�� �� �������� w �	� ��� ���d ���� � ¸��� �������� 	���� ����� p	�� 
�		���	 �� 
��	����	 �� 
� ���	������ �r�� ������ ��� 	���� ���d �������	 � c����s�� ��
���	 �j�� 
�	 �	 �	��e������ � � ��
��� ���� ������ ���� �� ����������� �p �� � ��� 
����������	 ������	� �� �����	 � �y 
� �� »
��	 ���� �����	 ��j����¾ � ¹�� ��d d �	��	 ��� ����	��� ���������� 
� ������� �	���
���� � �� �����	 	 �	 � l� �����	 ����	�� 
������	� �� ���d �������	 
�	����	 
� ���������� p 
� ���r	�d � �� 
� ����� ���d ����	� 
 ����j ��� �� ��d ����j����� 
 ��	� ��e������ � ���
�� �	e�	
�� ��� �	� �	�����������	 ���r	�d ���� � l ����	�s
��	���� �����	 
� �� ���������� ��	����� ��� �������� ��� �	� ��� ������ ���� ����d ����� �� ������ 
� ���d �	���	 � g	�	 p�� �������� � ���d �	� ��� �� ����	�����	 ��d ����� 
� �� ��	�������	 
� �� ������ 
� ���d �	���	���� �	 r��d � 
� ���������� �d ��� �� �� e����� p ������	� �� �������� �� ������d � �� ��������	 �����
�	�� �
� �� �������

c�d d � 	�� � ����	 �e	��� �����
�d d �	� p �� ������ 
� � ��	�����������	 
 ��	 ���d � 	��������� � ��	 ��		��� ��� �� ��e�d �	� � ���� ��� ��	����	 ��� �	��������	� �� rdj��� � g	
 ������ ���d � p �� ������ 
� � ��	�����������	 
� ���d �
f(t1, . . . , tn)

	 ��� ���j�� ��� � � ��	 
����j��	 
�
n

��s���d � p ��
n

�� � ������ 
�
f

� c ��� ���� ����� ����	 ��� 	�� ���	 ��� �d �	� �	�� �	������ ��� ������� p ��� ���d ����	� x ���d �	� 
� e���	��� ��� ����� ��	
����	 ��� ������� p���� ��� 
� ���� p 	 ��� ��	� ����	� e���	��� ���	� � ���� ��	e���� p 	� �� � ��d ����	� �� �l� �r�� ������ p �	���
��� �	 �����	 	 �	 p �� 
��	� 
�	 �� d �
��� ������� 
� �� j�j�����������	
��
 
� �� � c� d �
��� ����	�� ��� ������� ��	����	 ���d �	����� �� �� ������� � ¹��	sd ��	 p ��d d � �	 �jx ����� �� ������ �� 
��	����	 �� �� d �	��������	 
� ������� 
� j�� p ��	�dj�� 
� ��	����	 
���	�j �� ���� d �	��� ��� 
� ������� 
 ��	 �r�� ������	��� �� ��� ��s
��� � g	 ����� p �� j�j��������� ��	
��
 
� �� 	� ����	�� ����	 ������d � �� �� ������� � ¹�����	 
�	� ��� ��	
��� � 
��	�� �	 ������	 	�dj�� 
� ��	����	 p 
� ���
���� �� 
� ������d �	�� ���d ����	� 
� d �	������ ��� ���d �	� �� ������� p �������� ��� p ��d d � �	 �� ����� ��� ������ p �	������	� � � ������ ������ 
�	 	���� ���d �������	 �l� ���	������ ��	����	 ��� 	�� ���	 ������ �	� �� ����	�� �

°[®Z_ � ���d �� 
� ���	���d �� �	 ������� 
� ������
m

�	 �	 ������� 
� ������
n

�
m = n


°a_µ � ���d �� 
 ��������� ��

i
s��d � ���d �	� 
 ��	 ������� 
� ������

n
� l� ��� 
� ������� ���	�	�d ������ 
�

0
�

n − 1
p �� ���� ����	�� � ����� ��	����	 �	� ������ ���

i < n
���� ������d ����� 
� ��	��r�� �	 ������� 

|}



©ª¤¥¥«¤¬ ½ ����������	 
� ��������� ���	�������� �� ��	����		����
��������� ��� ����� �� �!� " !#  $ % �%���&��� � '" �( &%��%� )�� %( ��

°�\Y®�a � ���d �� 
� ������ �	 ������� 
� ��	e����
n1 + n2

�	 
��� ������� p � ��	 
� ��	e����
n1

p � ������ 
� ��	e����
n2

° ¨`\®²² � ��  ��e�� 
 ��	 ���
���� � ��d ����	� 
 ������d �� ��� ��� �� ���d �	� 
 ��	 ������� ������	��	� ��������� g	 ��� 
� �� ��	����	 p � ������ ������d � �� ��	���	�	� �	� ��� ������ � f ������ ��	����	
� d �
��� ������� �	� ��� �������� �� �d ������ p � ��� ��	�� ��d ��� 
� 	������� ��	����		����������� ��� �� r��d � �� »��e�d �	� �d ������� 	���d d �	�¾ � c� ������� 
������ ���� �	��e�� � ��j�j��������� ��	
��
 
� �� � ��� �� d ��	 j���� �����	�� �
� �� � ��������

¹�� ����	 d ��	��	�	� d �	���� ��d d �	� �� 
����� 	����	 
������ �	 w �| �	� ��� ���d �����
�	 �� � c�����	� 	����	 � ����	� ���� ������� ��� ������d �	� p �� �	� �	� 
��	����	 �� ������ ��� 
� ���� 
��	����	 �j������ � ¸��� 
 ������ 	����	 p ������� ���j �����  ��� ����	� � 	������ �� ������	��� 
�	 �� p �� �� � 
�	� ����� �	 ������ �	� � ¸��� �����	� 
� �� 	����	 p 	��	�� ��������	 
� d �	���� �� 
�����	�� �����	 ���j�� p �� 
 ���������� �������� 	���� ����� ��� ����� �� � ��	� 
 ��	��� ���� �	 ����������� �
� �� �� ���������

f �	 �� ������� ������� � �� ���d �������	 
� ���������� 
�	 �� ����	�� �	 �	���
�����	 pn��r�� {wy p w |~ �� 
� � �� �x 	 {|w~ ������	��	� �	� �e	����� ��� � ��	�dj�� 
� �	���� 	������ �c����� rdj��� �� ���� ������	�� ��� �	 �	���� p �� � ��	 ������� 
� ����� ������	��� � ¸��������� p ����� ���d �������	 ������� �	 	�dj�� �	�	� 
� rdj��� �o� 	�� � ����	
�	� �dj�� ��� ����� ����	 
� �����
�� 	� ��	���	
���� �� ���� 	���� ���d �s������	 � g	 ���� p � 	�� �����	 ������� 
� �� ������ 
� r��d � 
� �r�� 
� �� ���� �������� ������ ���d � 
� �� ���d �
f(t1, . . . , tn)

� �� j�	 	�dj�� 
� ��s���d � p �� 	�� ���� 
�		��� ������ 
� ������ rdj��� � g	 ����� p �� ������� 
� �e	����� �� ��	 �� �d �	� � ������� 	� ��d s�����	� �� ��	 	�dj�� �	� 
� rdj��� � i� 
�		�� � - ��#�� �	 �	�dj�� �	�	� 
� rdj��� 	������� 
�	� �� �������j �� p 
 �����	� ���  ��� 	�� ���	 � 
�d �	���� 
� ��������� ���	������	��������d �	� �� �� rdj��� »��� ���d ��� � ���� ���� rdj��� p �� ���r	�d � ��� ��� �� �� ����� � ���� ���	� ������¾ � i� 	�� ����	 �
���� �� ������	 �����
�	�� p 	�� �����	 
�	� 
� ������	 ���� ��� �� ��������� � 
�d �	���� ��� ����� ���� �� rdj��� �� � 	 ������	� �� ��������d �	������� p �� ��� ������ ��	����� �	 ������� 
� ������� j ��	 �	����� �¹�� ���	 
�	� ����� �	� ����� d �	���� 
� ���d ����� �� �e	����� p ��� 	�� � ��d �� 
�
��	�� 
� �e	����� �	�� �� �	�	�� p �� 
� ������� � ������ 
� ������ rdj��� � l� 
��	����	
�� 
� �e	����� ��� 	�� ������	 �� �� ����	�� �

������ ��������� � ���� �� ����������� �
������ �� ��� ��� ��� � ������ �� ���

	 �
c���� 
��	����	 ���d �� ��� ������ ��� 	 ��d ����� ���� �	�dj�� p ��	
� ��� �� ��� 
��	�� �	���	����	 
� ��� �	�dj�� ��� �� �	���� 	������ p �� ���	� � ������ rdj��� �	 ����� �f��	�� �	� �e	����� ��	����� 
�	� � ��	������ 
 ��j��
 �	 �	�dj�� 
� rdj��� p �� � �
��	�� �� ��	����	 ����� �� ��� �	�dj�� p ��� �	�	 � ��e������ �� ���d �	� �� ��	 
 ��	� ��������
� �r� � ��������� �
� �� �� 6��7��

���� ��d d � ���� �� �e	����� p �� �� ��� ������� ���j����� ���� ������	��� 
� ���d �
� ���d ��� ��
�� 
�	 �� � l� ������	 �� ��	������d �	� 
� ����� ��d d �	� ������	��� ����s���d � 
 ��	 ���d � 
�	� �� rdj��� 
� ���� �� �	� ��	����	 � l� ������	 �
����� ��� ��
¸��x �� n ¹�l � ©ª¤¥¥«¤¬  l�� } �|  u���	����� }  � |�ycnol ����	���erp u��	�� ������d nº f p o¹nohsu���� p lo¿ p l�vno p lmnoh p lno p li� |�



©ª¤¥¥«¤¬ ½ ����������	 
� ��������� ���	�������� �� ��	����		����
��������� ��� ����� �� �!� " !#  $ % �%���&��� � '" �( &%��%� )�� %( ��

���d �������	 �� ���	�� ��	��� � ������� �	� ���� 
� ���d � � c���� ������	 � 	��	d ��	 �	�	��	��	��	� � �	 	� ���� �� ���� �� ��� �r��e� �� ��	 ���d � �r�	� ���� ����	� �	 rdj���
f
 ������

n
���� ������d �	�

n
��s���d � »�5'5 ��� j��	 ���d �¾ � m� p ���� � � �� ��	 ���d � � �� j�		�dj�� 
� ��s���d � � �������� �	
���	�j�� ���� ������	� ����� 
� �� ���d �������	 p ������d ��� ����� ���  ��e�� 
� �������� � ��	�����������	 
 ��	 ���d � �l ����������	 
� ���� 
� ���d � 	� �dj�� 
�	� �� �������j�� ��� � c ��� �������� p 	�� ������	 ������� � ����������	 
� ������� p ��� � ��d ����	� 
�  ������ ��� �r��e� �� ��	 ���d � ��r	��� ����d �	� ������� � l� 
��	����	 
� ���d � � ����	�� ���� ��d d � ��� �

��� �� ��� ���� ���� � ���������� � ��� ��� ��� � ��� ��� �� �� ����� ��� � ������ � � ������ ��� � ������ ���� ��� ��� � � �� ���� �
c���� 
��	����	 �� �d � �� ��	 ���d � ���� ���� ��	����� ��� � � ���
� 
� ��	�������� ��� ��� ����	
�	 ��e�d �	� 
� �r�� ��� ����� »� ���s�s
��� ���¾ p � �� � ������ 
� ��	�������� ��� p ������ �� ��������	�� ��d d � ��e�d �	� �	 rdj��� 
� ��	����	 p �� �	 ������� 
� ���d � 
� ��	e���� � ������ 
��� rdj��� �o	���	 j��	 �� �� ���� ��� 	�� 	 ����	 j���	 
 �����	� ����� �����	 �����d �	����� �� ���jx �� 
� �r� � ���� ���� e���	��� ���� ���������	 � c ��� �� r��d � 
� �r��e� 
� �� ��� ������� �� ���d � �	� ������� � �� �� �d ���j�� 
� ��	������ �	 ���d � d �� ���d � p ��� �� ���d �d �� ���d � �	� ��x ��� ��� �� r��d � 
� �r��e� 
� �� �
¦ Y� ®\��Y � �#11 ' (#$+ & 0�%�#(+ �(*��$� '( +'/��#( �. �& ����%' �$' &'+ - ��(/�- '+ *' ���+#(('�
1 '(� +$� &'+ �3- '+ �(*$/��� + , �(���+ �$�#1 ����$'1 '(� - �� 	
�. 2�'( �$' /#��'/�+. (' - '�1 '��'(�
- �+ *' ���+#(('� '� '/��%'1 '(� +$� &'+ �3- '+ �(*$/��� + 5 " �� '� '1- &'. &#�+ *' &� *�/&�����#( *$ �3- '���� %$' - ��/�*'11 '(�. &' - ��(/�- ' * 0�(*$/��#( ���� ���� , �(��� - �� 	
� '+� &' +$�%�(� �
���� ����� ������ � � ���� �� ���� �

������� � � ��� ����� � � ���� � �� ��
������� �� � ��� � �� � ������ ���� ��� ��� � �� � � ���� � � �� �������� � � ���� � � �

� %'/ /' - ��(/�- ' *' ���+#(('1 '(�. �& '+� �1- #++�2&' *' - �#$%'� /'����( '+ - �#- �����+ +$� &'+ �'�1 '+ 5" &$+ - ��/�+�1 '(�. / 0'+� & 0���- ' *' ��/$��'(/' �$� ( 0'+� - �+ *�1 #(���2&'. - $�+�$ 0#( (' *�+- #+' * 0�$�
/$(' )3- #�) �+' +$� &' %'/�'$� � *' +#$+��'�1 '+ � - ����� *' &��$'& &' *�*$��' � ���� � � � 5 � & � *#(/��� (�/'++���' *' *�� (�� 1 �($'& &'1 '(� $( - ��( /�- ' *' ��/$��'(/' - '�1 '���(� *' ���+#(('� +$� &'+�'�1 '+. '� *#(� %#�/� &' �3- ' �
���� ����� ������ �� � ���� �� ���� � �� � ������ � � ��� � ������ ���� � �� ���� � �

������� � � ��� ����� � � ���� � �� ��
������� �� � ��� � �� � ������ ���� ��� ��� � �� �
� ��� ��� � � � �� � ���� � � �� ��

� � �� �� ��
������� �� � ���� � �� � ��� � �� � ������ ���� � � �
� � �� � � � �� � �� � � ����� � � � �� �� ������ � � ���� � � �

�' - ��(/�- ' *' ��/$��'(/' - '�1 '� *' *�1 #(��'� �$ 0$(' - �#- ����� � '+� %���' - #$� �#$� �'�1 ' '(
+ 0��*�(� * 0$(' - �#- ����� � *'+ %'/�'$�+ *' �'�1 '+5 �'+ � )3- #�) �+'+ � *�1 #(��'� - #$� - �#$%'� �$'
� '+� %���' - #$� �#$� �'�1 ' � +#(� &'+ +$�%�(�'+ �

� 5 � '+� %���' - #$� �#$� �'�1 ' *' &� � #�1 ' ��� � . #4 � '+� *' �3- ' ��� �

� 5 +#�� � $( +31 2#&' *' � #(/��#(. '� +#�� � $( %'/�'$� /#1- #���(� '� �/�'1 '(� �� ��� � �'�1 '+ 5
� &#�+ � � �1- &��$' � ���� � � � �

� 5 � '+� %���' - #$� &' %'/�'$� ($& �� �� �
� 5 +#�� � $( �'�1 '. � *' �3- ' ��� '� � $( %'/�'$� *' � �'�1 '+ 5 � &#�+ � � '� � � �1- &��$'

� �� ��� � � � � 5
¸��x �� n ¹�l � ©ª¤¥¥«¤¬  l�� } �|  u���	����� }  � |�ycnol ����	���erp u��	�� ������d nº f p o¹nohsu���� p lo¿ p l�vno p lmnoh p lno p li� |�



©ª¤¥¥«¤¬ ½ ����������	 
� ��������� ���	�������� �� ��	����		����
��������� ��� ����� �� �!� " !#  $ % �%���&��� � '" �( &%��%� )�� %( ��

� �� �� �����	���
l� 
��	����	 
� ��	����� »���d � � ����¾ p �� ��� ��� ��� 
� ����� 
� ���d � � g ��� ��������	
�	� ���������� �	� 
�� ����� �����d �	����� � f�	 �� 
��	����	 
� ��	����� ��� 	�����	 
�		�� �	 w �|�	 p 	�� ���	 �� �d � ��� �

f
�� �	 rdj��� p

t1, . . . , ti−1, ti+1, . . . , tn

����d � ��

C
�	 ��	����� p ����

f(t1, . . . , ti−1, C, ti+1, . . . , tn)
�� ��� �	 ��	����� � l� ���	� 
��� �	��	 ���
���	� ��� �� ���� �� ��	 	� ���� �� 
�		�� �	� ���� ��������� 
� ���d � 
�

t1
�

ti−1

p ��� ����� ���� 
�� �	
 
�
i
p ��	
� ��� �� ���� 
� ���d � 
�

ti+1

�
tn


���	
 � �� ��� 
�
i

��
�
n

�o� �� 
� �� �� ��	 r��d � ��� ��� �� 	� ���d �� �� 
 �������� 
� ���	� 
� �� �	��	 p ��d d ��	 �� ���� e�	�����d �	� 
�	 �	� 
��	����	 ���  �	���d ���� � l� ������	 ��� p �	���� �	� ��� p ���� ����������	 
� ������� 
� ���d � � ¼	� ���d ���� �
�� ��	��� � 
��� ��� �
f

�� �	 rdj��� 
 ������
n

p
vi

��
vj


� ������� 
� ���d � 
� ��	e���� ���������
i

��
n − i − 1

��
C

�	 ��	����� p ����
f(vi, C, vj)

�� ��� �	 ��	����� »���
i + 1 + (n − i − 1) = n

¾ �c���� ������	 	 ��� ��� �	
�	� �� ����� ��� 	�� ���	 ������ � g	 ���� p � � ��	 �����
� ��	� p�	 �� �j��e� p � ��� ��		����� �� ��	e���� 
� �������
vj

p 
� ��������
n− i − 1

p �� 
�	� 
 �������� �����������	 �� �� �	���� 	������ � ¸��� ��� �����s�� � �� j��	 
��	�� p �	 ����� �	 ����� �j��e�
� ������ ���
i ≤ n

p �� ��� p j ��	 ��� ���� p 	� ������ �� ������
�� �	� 
��	����	 
�x � ��d ����� �¹�� ������	 
�	� �	� 
��	����	 ��e���d �	� � �� �d ��� p ����� ����� 	� ���� �� �	�����	 �� �����������	 �� �� �	���� 	������ � ¸��� ������ 
� �������� � ����� �� ������	 p 	�� �	���
���	
��� �	���� 	������
i

��
j

p �� 
�d �	
�	 ��� �� �d d �
i + j + 1

��� �e��� � � ������ 
� rdj���
f

� l� 
��	����	 �� 
� ��	����� �� �	���d �	� �� ����	�� �

��� �� ��� ������� ���� � ���������� � ��� ��� ���� � �������� ��� � ������ � � ������ ��� ������� � � � ��� � � � � � � ��� ��� � � ��
���� � � �� ������� �� ���� � � �� ������� �

l� ��	�������� ���� ������	�� ��� �� ��	����� ��
� p ��	
� ��� ��� ���d �� 
� ��	������ �	��	����� ��������d �	� p � ������ 
 ��	 ��	����� 
�x � ��	����� � ���	� � ���� � p ��  ��e�� 
 ��	��j��������	 ���� ������ ����� ��� � �
� �� �� 	����
��������� �� ������������

c�d d � 	�� � ����	 �	
���� � �� �����	 	 p �� �j�������	 	� �	� ��� 
� �	�����������	������������ � ¹�� ��d d �	��	 
�	� ��� ��������� ��d d �	� 	�� 
��	��	 �� �	�����������	�	 �� p ��� 	�� d �	���	 ��d d �	� 
��	�� �� �j�������	 � ������ 
� ��
�� ��� e�	���� �¼	� �	�����������	 ���� ���� ������	��� ��� �	� �������� �� ��	��	�	� 
��� ���d � � ��
�d ��	� 
� � ��	�����������	 p �� �	� ��	����		���� ��� � ������ rdj��� 
 ������
n

�� ��� �	� ��	����	
n

s���� �� �� 
�d ��	� � ����� �� 
��	����	 �� 
� ����� �������� �

������ ����������� ��� ���� � ���������� � ���� �� �� ���������� ��� �
��� � �� � ��� �
�������� � ������ � � ������ ��� � ������� �� ��� ��� � �� ��� ��� � �

	 �
l ��
�	��������� ������� �� ��� 
��e	� �	� ��	��	�� ��� 	�� ���	 
��	�� p �� ��� ������	���� �r�� 
� ��	����	

n
s���� �� �	 
�d ��	� p �� 
�d ��	� ��

n
���	� 
� ����d ���� � ���� �������� �� ��� �¹�� ���	 ��� 
��	� �� 	����	 
� ��������	 �� ���� � �	� �	�����������	 � � ��� �	� ��	����	
� �����j�� ��� �� 
�d ��	� 
� � ��	�����������	 � g	�	 p ��  ��e�� 
� 
��	�� �� ��	����	 
 ��	������s�����	 ��� � �	 ���d � �� �	� ��������	 
�		� �� ��� �	 ���d �	� 
� 
�d ��	� 
 ��	�����������	 �v ��	 ��� �� 
��	����	 d ����d ������ 
� ����� ��	����	 ��� ��� �d ��� p �	 �������� �	 �� ���������� ���j��d � �������� p ��� �� ������� ������ ��� �� ���� 
���
�� � �	� ��	����	 ���d �	�

¸��x �� n ¹�l � ©ª¤¥¥«¤¬  l�� } �|  u���	����� }  � |�ycnol ����	���erp u��	�� ������d nº f p o¹nohsu���� p lo¿ p l�vno p lmnoh p lno p li� |�



©ª¤¥¥«¤¬ ½ ����������	 
� ��������� ���	�������� �� ��	����		����
��������� ��� ����� �� �!� " !#  $ % �%���&��� � '" �( &%��%� )�� %( ��

»�� 
�	� ���� � ���������¾ �	� ��� ��������� � m	 	� ���� 
�	� �� ������ �� ��	����	 
 ��	��������s���	 ��� �	�������d �	� �� ��	 �� ������ 
�	 �	 ��	e�e� 
� ���e��d d ����	 ��	����		�� ���
����		�� �o� �� 	������� 
 ������� 
��� ��	����	 �������� �dj������ � � ��	� �� �� ���d � p � ������ �� ��������� 
� ���d � � c���	
�	� p ��d d � �� ��	����	 
 ��	�����������	 
� ������� 
� ���d � ��
��	�� � � ��	������� 
� �� ��	����	 
 ��	�����������	 
� ���d � p ���� 	 ��� �� ���j �� 
� � ����������
� ����� ��	����	 � f�	� p � � ��	 ������� 
����� p 
�	 �� ���� 
� 
��������d �	� p 
 ��	� ��	����	
 ��	�����������	 
� ������� 
� ���d � p �	 �� �j��e� 
� 
�������� �� 
��	����	 
� ����� ��	����	 p�� ���d ��� ���d ������ 
� �����s�� � ������	� � � ��	������� 
� �� ��	����	 
 ��	�����������	 
� ���d � p�� ���	
 � � ���������� p ������j�� 
�	 �� ���� 
� 
��������d �	� �
¦ Y� ®\��Y � � 1#3'( �'�1 '. & 0�1- &�(����#( *�(+ 	
� *' /�����'+ *' �'�1 �(��+#( - &$+ +#$- &'+.
- '�1 '���(� *' *�� (�� /' �3- ' *' � #(/��#(+ * 0$(' 1 �(���' - &$+ �(�$���%'. '+� '(%�+�, �'5 �' +��, '
- ����/�- ' * 0��& &'$�+ � &� 1 �+' '( - &�/' * 0$(' �'& &' '� �'(+�#( 5 �( +��� '( '� '� �$' & 0#( - '$� ��'(*�'	
� - �� �#$� +3+��1' *' ���/���$�' *$ - �'1 �'� #�*�' �'�1 �(�(�. �&#/�&'1 '(�	 /#(� $'(�. (#(�
*$- &��$�(� '� &�( ����'�, �$/) ' ���� 5l� �	�����������	 d �	���	� j��	 ��	
�� p ���	� � ���� p �	� 
��	�� ��d d � � �� �

������ ��� ����������� ��� ���� � ���������� � ���� �� ����� ���������� ��� �
��� ������ � ����������� ��� ��� �
��� �� � ��� � �� ��� ������ �
��� �� � ����� ��� ���� ��� ��� ������ � �
��� ���� � ����������� ��� �� �
��� ������� ������� ������� � � ������ ��� � �������� ��� �� ��������� ��� ������ � �

	 �
������� ����������	 ���	� ��� ���d � 
� ����� �������� �½ ��� �� ���d �� 
�  ������ ��� �� 
�d ��	� 
� � ��	�����������	 �� 	�	 ��
� � i� �� 
�d ��	�
 ��	�����������	 ����� ��
� p ����	� ��������	 	� �������� ���� ��	������ p �� � ���
�� �� �����d � �	e�	
�� ��� �	� �	�����������	 d �	���	� j ��	 ��	
�� 	� �������� ���� 
��	� ������s��d �	� ½ ��� �� �� �� �������	 �� �� 
�d ��	� 
 ��	�����������	 � ������ 
� �������� ����� �� �� ���d ��� ��	������ p �� ��� ���� �� �	� ������ ��� ��� �� �� j��	 ��	
�� ½ ��� ������� ������� �� �	� ��	����	 ��� � ���� rdj��� ����� �� ������ ��� �� ��	����	��� �������� �� �� �	�������� �� d �	���	� �g	�	 p ��d d � 	�� � ����	 �e	��� �� 
�j�� 
� ����� �����	 p �� �j�������	 �	� ��	��������d d � 
� �	�����������	 ������������ � m	 
��	�� �	� �	�����������	 
�	� �� 
�d ��	� �� � ��	s�dj�� 
� ���d � p �� �� ��	����		���� ��� � �	 rdj��� 
� ��	����	 �� ��� �	� ��	����	

n
s���� ���� ��	�������� ��� � l� �j�������	 �	� ���� �� ��������	 �� ����� �	�����������	 p �� p � ����	� �j�������	

σ
p �� ������ 
�

tσ
�����	� � ����� ��� � ��	�����������	 
�

t
�� �� ��������	

σ

�	� ��	�����������	 ��	� ��	��� ��� �

� �� �� ��� ��� �� �����7�� �� ����������
l� ������	�����	 
� ��e�� �� 
� r��d � 
� ���������� � ������ �	 ���� 
� ���d �������	 �¹�� ����	 �	 ���� ����� 
 ����� ��� e�	���� ��� ���j �� p ��� 	�� ���	 ��	���� ��� ������� p j��	 ��� ���������d �	� �	�����	� p ��	
���	� d ������ � ����������	 �������� 
� ��������
� 
�		�� ��� 	�� ����	 
��	�� � ¹�� ���d �	�	 
�	� �����	� 
� �� 
��� �	���� �	 d �	���	� p���� �����	� p ��d d �	� � ������	�����	 � ������ 
���	� �� ���d �������	 �

¦ �¶²YZ ³Y \§§[\]_�\Y ¹���� ���d ��� ����� � ��	��� � ������	��� �	� ��e�� ��d d � �	 ������
� ���d � p �	 ��� �d ���� �� ��	
����	 ��j�������d �	� ������ p � ����� ��� �� d �dj�� e�����	� 
��� �� ���� �	� �����j �� p �� ��� ����� �� �����j�� ��������	� 
�	 �� d �dj�� 
���� 
����	�
¸��x �� n ¹�l � ©ª¤¥¥«¤¬  l�� } �|  u���	����� }  � |�ycnol ����	���erp u��	�� ������d nº f p o¹nohsu���� p lo¿ p l�vno p lmnoh p lno p li� |




©ª¤¥¥«¤¬ ½ ����������	 
� ��������� ���	�������� �� ��	����		����
��������� ��� ����� �� �!� " !#  $ % �%���&��� � '" �( &%��%� )�� %( ��

�e���� ��� 
�	 �� d �dj�� e����� � c� ��	
����	 p ��� 	� 	�� �dj����	� ���� �� �	
�� �	s�j�� p �� �	� ������� 	������� ��� �� ���� p ������ 	�� ���	 �� � ����� ��� �� ���r	�d ������ ��� ���d � � g ��� ���d ����	� �	 ���� 
�  ������ ��� �� d �dj�� 
���� �� �	�������� ����	 ���r	�d � 	� 	������	� �� ���  
 ��	
����d �	�� ��� �� d �dj�� e����� � ¼	� ��e�� 
� ������s���� �� 
�	� 
��	�� 
� �� ����	 ����	�� »���� ������� 
��e	�	� �	� ��	����	 ��� ������� �� ����
� �����j �� �e���	� 
�	 �	 ���d � p �� �� �� ������	��	� � ��	�����	 �� �� ����¾ �

������ �� �� ���� � ������ ���� � ��� �� ���� �� ���� � ���� ��� ���� � ���� ��� ��� ������������� � ������� � � ��� ��� �� � ��� �� ���� ��� � �� ���� �� �������� ��� � �������� ��� � �
	 �
¦ Y� ®\��Y � �� � #�1 �&�+���#( �/�$'& &' ( 0$��&�+' - �+ & 0)3- #�) �+' *' /#��'/��#( �$� �� �1 ' �$' &'
1 '1 2�' , �$/) ' (' *#�� - �+ ���' $(' %����2&'5 � ��(1 #�(+. /#11 ' * 0$(' - ��� /'��' /#(*���#( '+�
� �/�&' � %���� '�. '� /#11 ' * 0�$��' - ��� '& &' �(�'�%�'(*�� (�/'++���'1 '(� *�(+ *'+ *�%'&#-- '1 '(�+� $�$�+ $��&�+�(� /'��' *�� (���#( *'+ ��, &'+ *' ���/���$�'. �& (#$+ � +'1 2&� - ��� ���2&' *' &� 1 '(��#(('�*�+ � - ��+'(�5
¯�Z_�� YZ ³Y \§§[\]_�\Y l� ���d �������	 �	 ������ 
� r��d � 
� ����������  ��	� ����� 
� �����
� �e	����� � ¹�� ����	 �	 ���� ����� 
� ������	��� �	 r��d � 
� ���������� �	 � 
�		�	��	 �	�dj�� �j����� ��� ������ � �	
���� �� ��e�� p �� �	� ��	����	 ��� p � ������ ���d �	� 
���� �	�dj�� p �� ����� �	� ��e�� � c���� d �	���� 
� ��� ��
�� ����� � ����	��e� 
� � ��d ����� 
�������	��� ��� j��	 
� r��d � ���
�	� �	 	�dj�� �	� 
� ��e�� p ��� 
� r��d � ���� �		�dj�� �	�	� 
� ��e�� � ¹�� ���	 	��	d ��	 ����� 
� ��	�	��� � ����� ���d �������	 p ��� ������	
��� �� ����������	 
� ��������� �� �� ��e�� � �� ��d ����� ��� 
 ������ ������	�����	 p 
�	�� d ���� �� �� ������� 
�d �	���� ����� ��������� ���� ���� ���d �	� 
� � ��	�dj�� 
� �	
��� p �� ���������� � ������� 
�� ���� � ����d ����� p ��� ���d ��� � �� 
�d �	������	 � ������ ��� �������	�� �h �	� p ������ 
 ��	� ���� �� ������� 
� r��d � 
� ���������� ������ �	 �������� 	� ��d s�����	� �� ��	 	�dj�� �	� 
� ��e�� p �� ������ p 
 ������ ���� p �	� ���d �������	 ��	�	� d ������d ��� 
� ��� ���� 
� ���� ��	
��� ��� ������ �� ������ 
� 	� ������d � �� �� r��d � 
� ������s���� p �� 	�� � �dj�� �������j�� 
 ��j�	
�		�� �� ������	�����	 ������ �	 ������d �	� p �� ����� 
 ��	����� p d ���� �
����� � ¹�� ������	��	 
�	� �	 r��d � 
� ���������� ��� �	� ���� 
� ��e�� �l� ����������	 
� �� ��d ����j ����� 
 ��	 r��d � 
� ���������� ���� �	� �	�����������	 ���r	�d ������	��� 
�	� � ������� ��� ��� �� ���d �	� 
 ��	� ���� �	� �	� ������	� ��������� p �� �� � �d �������� ����������	 
 ��	� ��	x �	����	 �	�� 
� ���������	 p ����� ����������	 ���	� ������ � ����d ����� p� ����� ��� ������ ��������� ���d �	����� ���� ���� ������� ����d ������d �	� �
� �� �� 
���
 ��

c�d d � 	�� � ����	 �� �	 �����	 w �w �w p �� ��	
����	 ��� 
����	� ������� �� ���r	�d � ������� � ��	 ���� �� ������� 
�	 �� ��	�������	 
 ��	� �	�����������	 ���r	�d ���� � ����	� ������d �	�� � 
� ��	
����	 �� �	�� �� ���� ���� ���	� � o�  ��e�� d ��	��	�	� 
� ������� 
�	
�� �� ��� ���� �����
�d d �	� �	�	�� �¸�� ������� p 	�� ���	 �� �� ��	� ��e��

l → r
�� ��d ����j �� ���� � ���
�� �	e�	
�� ��� �	��	�����������	 ���r	�d ���� �

Pl − Pr > 0
�	 ���� ���	� p � ���s�s
��� �

Pl − Pr − 1 >= 0
�	 �������	� � o� �� 
�	� 	������� p 
 ��	� ���� 
� ������� ����� ���

Pl

��
Pr

p �� p 
 ������ ���� p 
� �������d �	���� ��� �
Pl − Pr − 1

�� � ���� ���	� ������ p ����
Pl − Pr − 1 >= 0

�	 ���� ���	� �o� �dj�� 
�	� �	
�� �	�j�� 
� 
����� 
 ��	� ������	�����	 
� ���r	�d � ��� � ��d ����
� ������� �� ����� � 
�	� 	�� ���	 j���	 p ��	 � ��� 
� ������� �� ������d � � ��d ����	� 
�
�
���� 
� ��������� 
� ��	����	 ���r	�d ���� 
� ����� 
� ���� ���	� 
� ���r	�d � �
� 	���� ��		���	�� p �� �� �� ���d �������	 
� ���r	�d � 
�	 �� ��� � ��� ������� x ��� ������	� �� ����� 
� �� j �j��������� csc�n¹ »c�	�������� �� n�������r �� ¹ �xd �e�	¾ »�� 5

¸��x �� n ¹�l � ©ª¤¥¥«¤¬  l�� } �|  u���	����� }  � |�ycnol ����	���erp u��	�� ������d nº f p o¹nohsu���� p lo¿ p l�vno p lmnoh p lno p li� wy



©ª¤¥¥«¤¬ ½ ����������	 
� ��������� ���	�������� �� ��	����		����
��������� ��� ����� �� �!� " !#  $ % �%���&��� � '" �( &%��%� )�� %( ��

���� ��������� ������� ��� ���� �� ���������¾ � l ��jx ����� 
� ����� j�j��������� �� 
� ���d ������	 e��	
 	�dj�� 
� ������d � d ����d ������ 
�	 ��� ���� 
�d ��	� »��e�j�� p �	��r� �������� ��d ����� p ������e�� � � � ¾ p �� ���� �	 ��e���� �	������		 ��� � c���	
�	� p �� ��� ���r	�d � ����	� ��� ���d ���� �	� ���� � �	� �	
����d �	�� � ¹�� 	� �����	 
�	� �� ������ ��������� ��������� � g	 ����� p �� ������ 
� ����� j�j��������� �� � 
���� 
� ��d �������	 »��� 
 ��	� 
�d ��s������� �	� d ����	� ����
�¾ 	�� 
���
�	� 
 �r �������� �¹�� ���	 
�	� ����� 
� 
��������� 	���� ������ ���d �������	 
� ���r	�d � � ¹�� ��d d �	s
��	 ��� 
������ 
� �� ������	�����	 
� ���r	�d � p ���	� 
� 
������ �� ���d �������	 ��� 	�����	 �������� � c���� ���d �������	 � 
���� �	 ���� ������ � 
 ��j��
 �� 
��	����	 
� ���r	�d �� ���� ���	� 
�	

Z
�� 
� ��������	  �r ��������	� p ��� � ����
� 
� ���r	�d � � ���� ���	������� �� 
� ���� ��������� p �� �	�	 �� 
��	����	 
� ���r	�d � d �	���	� p � ���s�s
��� 
����r	�d � �	e�	
��	� 
� ��	����	 ���r	�d ���� d �	���	� ���� �� �������	 
 ���
�� ������ ���� �	���� 	������ �

� �� �� � �
����������� ��� 
�����7��
c�d d � 	�� � ����	 �	
���� �����
�d d �	� p �� ������ 
� ���r	�d �� ��� � �	 ���d � 	�������� 
��	����	 
� �� ��d ���� 
� ���r	�d � � m� p ����� �� ������	 	 �� 
� �	 ��� � � ��	 ��		��� ��	�dj�� 
 ��	
����d �	�� 
� ���r	�d � ��� � ��	 ������� ��d ���� � g	 ���� p �

P
�� �	 ���rs	�d � �

k
�	
����d �	�� p � ���������	

P (P1, . . . , Pm)
	 �� 
� �	 ��� �

m = k
� ¹�� ����	 
�	��������� � 
������ 
� ���r	�d � ���� �	 	�dj�� 
�		� 
 ��	
����d �	�� � h����d �	� 
�� p �� �r� �
� ���r	�d � 
�	� 	�� ���	 j ���	 �� �	 �r�� 
���	
�	� p ����d ���� ��� �	 �	���� p � ������� 	�dj�� 
 ��	
����d �	�� �¹�� �������	 
�	� � ������	��� �	 ���r	�d � �

n
�	
����d �	�� p � ���s�s
��� �	� �d d �
� d �	�d � 
� �� ���d �

axk1

1 . . . xkn

n

� l� d �	�d � ��	� 
��	� � ����	� �	 ������� ���� 
�� ����	 
��� ������ � 
 ��	� ���� ���� ���� ���	� p ���
a

p �� p 
 ������ ���� p �� ���
���
xk1

1 . . . xkn

n

� c�d d ��� 
��	 ��� ���
��� ��� ����	� ��	�
��� ��d d � �	 �jx �� ���� p 	�� ������	 p ��	������d �	�� �� �� � �� ���� ��j�������d �	� p 
� ��� ������� � �����������	 
� d �	�d � � ¸��� 	�� p �	 d �	�d ��� 
�	� �	 �jx �� 
� �� ���d �
xk1

1 . . . xkn

n

p �� ���
���
axk1

1 . . . xkn

n

	� ������	� ����	� ����������	������������ � n��� d ��	��	�	� � ������ �	� ������	�����	 ���� �� d �	�d � p � 
����d �	�� ����
��� ���� �� �r�� 
� ���� ���	� p �� �	���d �	� � ������ �	� ������	�����	 ���� �� ���r	�d � �l� d �	�d � �r�	� �� ���d �
xk1

1 . . . xkn

n

p �� ��
ki

�	� 
� �	���� p �� �dj�� 	������ 
� ��������	��� ��� 
� ������� 
 ��	���� 
� ��	e����
n

� i�
i

�� �	 �	���� ��d ��� �	���
0

��
n− 1

p ��
i
s��d � ��� 
� �������

v
������	��	� �� d �	�d �

xk0

0 . . . x
kn−1

n−1

��	���	
��
ki+1

�l� �r�� � 
�		�� ��� ���� ���	� �� p ���	� � ��� p � ��  �x �� � 
�����	 � ¼	� ���d ���� �
����� �������� �������� �
� ��	�� ����� 
� ���	
�� ���� ���� ���	� 
� �	���� 	������ � l ��	�����
 ��	 ��� ����� ����� ��� �� ���r	�d � ��	� ��	����� �����	� � ������ 
�	
N

��� ��	�������	 p�� ��� 
���	����� 
� ����� ����������	 �����d �	����� ���	� � �� ������ ��� 
� ���r	�d � �¹��	d ��	 p ��d d � 	�� � ����	 �e	��� �����
�d d �	� p �� ����������	 
� �� ��d ����j ����� 
 ��	���e��
l → r

���� �	� �	�����������	 ���r	�d ���� 	������ 
� ������� ����� ���
Pl − Pr − 1

p ��
�	� 
� ������� ����� 
� ���������	 �� �� ���r	�d � p � ���s�s
��� �� ���� ���� ���	� � l����������	 	 ��r�	� �� 
� j�		� ��������� ��
N

p ����� ���d ���� �
�� 
��� ���� �j�	
�		�� p�� ����� 
� ���� ���	� 
�	
Z

p �	 �dj�� �� ������ �� ���������	 � �� ��������� ��� � ��	 �	����	
 ��j�������d �	� � ¹�� ������	 
�	� �������� ������d �	� �� 
�����	�� 
� 
��� ���r	�d � p�� ��	��������� ���	� ��� �� ������ ��� 
� ���r	�d � 	� ��� ��� ����� ��� �r��e� p d �� 
��������� � ��jx �� 
� ����������	 �����d �	����� �n��� � ������ �� ������	�����	 �	��� 
� ���r	�d � � l� �	���� p � ������ ���j ����� �����	��	� � l ��	� 
 ��	��� ���� ��	��� � ������	��� �	 ���r	�d � ��� �	� ��	����	 ��� � ����d �	�d � �� ��� �	 ���� ���	� � c���� ������	�����	 �j������ � ��� �dj��� �
���	�� p 
� ����
� �� �d ������� ���� �������� ���� � ��d �� 
� 
������ ������	� ��������	 ����� ��� � ��

����	 
����r	�d � � g ���  ������ ����	
�	� �	������j�� 
� �� ���  ��e�� 
 �������� �	 ���r	�d � p � ���s�s
���
 ��	 
�		�� �� ������ �	 �	 ���	� ����������� � g	 ���� p ���� ������� �	 ���r	�d � p �� �� 	�������
 ��	 ��		����� ��� �� ���� ���	� p �� ��� �� �d ���j �� � �	 ���r	�d � �� ������	�� ��� �	���	����	 
� d �	�d � ��� �� ���� ���	� p ��� �	� ����� ��	����	 	 ��� �� � 
�d ��	� �	� � o� ����
¸��x �� n ¹�l � ©ª¤¥¥«¤¬  l�� } �|  u���	����� }  � |�ycnol ����	���erp u��	�� ������d nº f p o¹nohsu���� p lo¿ p l�vno p lmnoh p lno p li� w |



©ª¤¥¥«¤¬ ½ ����������	 
� ��������� ���	�������� �� ��	����		����
��������� ��� ����� �� �!� " !#  $ % �%���&��� � '" �( &%��%� )�� %( ��


�	� ������ �	� ������	�����	 ���  ��	����� �� � �� ���� � ������� ���� �� ����� � � l ��
�� �� � ���d ��� �� ���� 
� ������	��� �	 ���r	�d � ��� �	� ���� 
� ������
(
/#'� /�'(�

,
1#(#1 '

)
� c����������	�����	 �� �d ��� p �� ���d �� 
� � ������ ���d �	� ����� �� ��������	 �� �� ���r	�d � pd �d � � ����������	 �l ��	��	��	��	� ���	����� 
� ����� ������	�����	 �� �� ����� 	 ����� �� ��� �� ���r	�d ����	� ������	�� 
� d �	���� ��	�	���� p � ���s�s
��� �� ��	 d �	�d � �������� �	� ��� �� ��� �f ������ ������	�����	 e���	���	� �	� ���d � ��	�	���� �	� ��� �	���e�� ��� �j�	
�		�� p��� ���� 	 ���������	� �� �	 �r�� �	
����� p �� 
�	� 	� ���d ������	� �� �	 ����		�d �	� ������ ���� ���r	�d � �¹�� ������	��	 
�	� �	 ���r	�d � �

n
�	
����d �	�� ��� �	� ���� 
� ������ 
�	� �� ���d ������d �	� �� �	 ���� ���	� »���d �	� 
�

Z
¾ p �� �� ���	
 �� �	 ������� 
 ��	���� 
� ��	e����

n��	��	�	� �� �����	� 
� �	
����d �	�� ���� �� d �	�d � �
� �� �� ������7�� � ���� � ����� ����

Zl� ���d ���� ������ 
� �� ���d �������	 
� ���r	�d � ������ 
� ���r	�d � � ���� ���	� 
�	
Z

�	 e�	���� � g ��� � 
���� �	 ������� �����	 p 
�	� 	�� ���d �	 j�����d �	� �� ��	��	� �½ �� 
��	����	 � �	 r 
��	�� �� d �	�d � �� �� ���r	�d � p �� �	 r ������ ��� � ��e����� ���� d �	�d � �� 
���
�j�� p ��� ���� ��� � ��	 ���������� � ������� ������ ��� �� ���� � i�	��e���d �	� 
��	� 
� d �	�d � �� ���r	�d � ������� ���� ��� �	������		�	� ������d d �	�
�	 �� ���d �������	 � �� d �	�d � �� ���� � ��	
����d �	��
i

�������� p ���� �	� ����	��
1

»� ��� �	 ������� 
�	� ��� �� ���d �	� ����	�
0

��� ��
i
s��d � ��� ����

1
¾ p �� ���r	�d �	�� p �� ���r	�d � ��	��	� � f �	 ����� �� ���� p 	�� 	�����	

Mi

�� ���r	�d � 
��	� ���
Mi = xi

� g	�	 p �	 
��	�� �	� ��	����	 ��� p ���	� 
�		� �	 d �	�d �
M

�� �	 ���r	�d �
P��	���� �� ���� ���	� 
�

M

�	

P
� o� �� � 	���� ��� �� ������ ��	��r�� ��� ����� ��	����	�� �������� d �d � �

P
	 ��� �� �� ���d � ��	�	���� p �� ���� �� ��	����	 ������� �� �d d �
� ���� ���	� 
� �����	� 
� � ������	�� 
�

M

�	

P
� c���� ��	����	 ����	�� 
� � �� �	���d ��� ���d ��� 
 ����������	 
� �� 
���
�j����� 
� � ��e����� �� �� d �	�d � p ����� ��	 �j���	 ���� �� ����� ��� 
� ��d ����� 
� d �	�d � �� 
� ���	
�� �	� 
�����	 �	 ��	����	 
�������� 
� ����� ��d ������	 ½ � ��

����	 � �	 ��d d �	�� ��� 
��	�� � ��

����	 
 ��	 ������

(
/#'� /�'(�

,
1#(#1 '

)
� �	 ��s�r	�d � p ��� �	 
��	�� � ��

����	 
� ���r	�d �

P1

��
P2

�	 �����	� �� ��	����	 �����
�	���� ��� �� ���d �	� 
� �� ����
P1

� o� �� � ��d ������ ��� � ��

����	 ������ �� ���� � ���������  �d ���d �	� �	 ��	����	�	� �� ����
P1

��
P2

p d �� ����� ����	 
� ����� 	 ������� ����	���� �� ���d � ��	�	���� p ���� ��� � ���e�����d � ��� 	�� ���	 ����� �� ������� ½ �� d������������	 � ���� ��� �� 
��	�� ��� ���� � � m	 ��d d �	�� ��� 
��	�� �	� d����s��������	 �� �� d �	�d � »���� ��	��� �d ���d �	� � �x ����� ���d � � ���d � �� ���������	��	�	� �� �� ��	�� 
� �	
����d �	��¾ p ���	� 
� 
��	�� �� d������������	 
 ��	 d �	�d ���� �	 ���r	�d � p ��� �	�	 �� d����� �������	 
� 
��� ���r	�d � � c���� �����	 ��d �������� �	� ��	����	 ���d ����	� 
 ������� �	 ���r	�d � 
�		� � �	� ������	� ����	�� p ��	����	������� 
�	 �� ������ 
� �� ��d ���� 
� ���r	�d � ½ �� ��d ������	 
� ���r	�d � � �	 ��d d �	�� ��� 
��	�� �� ��d ���� 
 ��	 d �	�d �
M

�
n�	
����d �	�� �� 
� ���r	�d �

P1, . . . , Pn

p ��� � ��	 ��� 	��������d �	� � �� ��	����	 �	 �������	� 
�	 �	 ������� 
� ���r	�d � 
� ������
n

� i�
M = xk1

1 . . . xkn

n

p ����
M(P1, . . . , Pn) =

P k1

1 . . . P kn

n

p 
 ��� � �������� 
� �� ��	����	 ����	�� �� �� ���r	�d � p 
��	�� �����
�d d �	� �l� ��d ���� 
� ���r	�d �  ������ �	���� ��� ���d �	� ½ � ����������	 
� ���r	�d � � ��  ��e�� 
� �������� �� ��	����	 ���r	�d ���� �� ���� � ���������r	�d � � g	 
 ������ ���d � p �
P

�� �	 ���r	�d � �
n

�	
����d �	�� �� � ������ 
�	
A

p�	 ������� � ��	������ �� ��	����	 
�
An


�	
A

��� p ���	� 
�		�
n

���d �	�
a1, . . . , an


�
A����� ��

P (a1, . . . , an)
� ¸�� �� ���� p 	�� ���������	 ����� ��	����	 ��� � �	 ���r	�d � �� ����	� ��	����	 ���r	�d ���� �� ��	����	 
 ����������	 
� ���r	�d � � c�d d � �����
�d d �	� p �	��d d �	�� ��� 
��	�� �� ��	����	 
 ����������	 �� �� d �	�d � p ���	� 
� �� 
��	�� �� �����r	�d � ½ �	� �����	 ��	��	�	� 
���� ��d d � ������� � � ����������	 
� ���r	�d � � o�  ��e�� ������ 
�

¸��x �� n ¹�l � ©ª¤¥¥«¤¬  l�� } �|  u���	����� }  � |�ycnol ����	���erp u��	�� ������d nº f p o¹nohsu���� p lo¿ p l�vno p lmnoh p lno p li� ww



©ª¤¥¥«¤¬ ½ ����������	 
� ��������� ���	�������� �� ��	����		����
��������� ��� ����� �� �!� " !#  $ % �%���&��� � '" �( &%��%� )�� %( ��

d �	���� �� ����� �� ��d ����j �� ���� �� �� ������	 ������ �� �� ���r	�d � p � ���s�s
��� p��� ���d ��� p ��� �� ��	����	 ���r	�d ���� �� ���� � �	� �d d � 
� ���r	�d � �� �e��� � ���d d � 
� ��	����	 ���r	�d ���� �
� �� �� ������7�� � ���� � ����� 
���� ���

¹�� ���	 �� �����
�d d �	� �� ��� ����� �d �����	� 
� ������� �����d �� �� ���� �� ��	 ���r	�d ��� � ���� ���	� ������ p �� 
� 
����� 
� ������d � ��	���	�	� �� �r�� 
� ���r	�d � �l� ���d �������	 �	 �� 
� �� ��������� 
� ������ ��� 
� ���� ���	� ���� � ����� 
� 
��� d �s	���� 	�	 ��������	�� � l� ���d ���� ���j ����� ��	��� � 
��� �� ��	 ���r	�d �
P

�� � ���� ���	������� � ���� ���� d �	�d �
M

p �� ���� ���	� 
�
M


�	
P

�� �������� �� �e�� �
0

� c���� 
��s	����	 � � ����	��e� 
 ����� �������� d �d � ���� �� ���r	�d � ��� 	� �	� �� �� ���d � ��	�	���� pd �� ����  ������ 
�� ���� � ������� ��d d � �r������ 
�	 �� 
�d �	������	 �� � ������� ���� �	���r	�d � 
�		� �l� 
��� ��d � ���j����� ��	��� � 
��� �� ��	 ���r	�d � �� � ���� ���	� ������ � ��� ������ ���	� ��������	� 
�	 �� ���� ��� �� ������	�� �	� ������ � h �	� p ���	 ����� 
��	����	 p
2x− x

	 ��� �� � ���� ���	� ������ p ���
−1

	 ��� �� ������ � c���� ���	
� 
��	����	 �� ��� �	s
�	� �������� ������ �� ���r	�d � �	� �	 ���d � ��	�	���� p �� d �d � ����� ��� ��	���		�	� 
�d �	�d � ��������	� ��� ���� ��� p ������ ��� �� ��� ���x ��� ���� 
� ���� ���	� ������ �o� ���� 	��	d ��	 ��d ������ ��� �� 
��� 
��	����	 �����
�	�� ���	��
�	� ������ �� ���rs	�d � �	� �� ���d � ��	�	���� p � ���s�s
��� ���� �� ���r	�d � �� ������ d �	�d � �� �������� ���������� �� ��� �	� ��� � c���� 
��	����	 � �	 ����� � ����	��e� 
 ����� ������ � ������� 
�	 ��
�d �	������	 p �� � ������� ����d ������d �	� ���� 
� ���r	�d � 
�		� �g	 ���  
� 
��� 
��	����	 �	�	��� �����
�d d �	� p �� 
��������d �	� ������ 
� ���r	�d �� ���� ���	� ������ � ��	������d �	� ��	��� � ������� ��� �� ��������	 
 ��

����	 p 
� d����s��������	 �� 
� ��d ������	 �������	� �� ������ ��� 
� ���� ���	� � l ����������	 
� ���r	�d � ��
Z

+
� ��� ��� 
��	�� � o�  ��e�� 
 ��	� ��	����	 ��� � �	 ���r	�d � �

n
�	
����d �	�� �� � �	� ������
� ��������� 
� � ���� ���	� »���	 �� ���	
� 
��	����	 ¾ ����� �	� ��	����	

n
s���� ��

Z
+

�c ��� ����� ��	����	 ��� �� ������� ���� ��	������ �	� �	�����������	 � ������ 
 ��	� �	��������s���	 ���r	�d ���� � l� ������� ������� � �� ������ ��� 
� ���� ���	� 
 ��	� ��d ���� 
� ���r	�d ����d ����	� p ���	� � ��� p 
 �������� �� ���r	�d � �� ��� ��� ���d � ��� 
� �� ����������	 
� ����d ����j����� 
� ��e�� 
� ���������� ���� �	� �	�����������	 ���r	�d ���� �
� �� �� ������7�� 7 ��������

o� 	�� ���� � ���� ��d d �	� �� ������d � �����	� �� d �	���	�� 
� ��	����	 ���r	�d ���� ������������ �� �� ���� ���	� �	� ��� ���j�� � n������	 ��� � �	 ���r	�d �
P

�� � ���� ���	������� p �� � p ���� ����� �	
����d �	��
i
p �� ���� ���	� 
�

Mi


�	
P

�� ������d �	� ������ p ������ ��	����	 ���r	�d ���� �� ���� �
P

�� d �	���	� �¸��� ������� �� ������d � p 	�� ���	 ��� �d �	� � �	���
���� 
��� 
��	����	 
� �� d �	���	��
� ���r	�d � � l� ���d ���� 
��	����	 �� �d � �� ��	 ���r	�d �
P

�� d �	���	� � � ���� ���	��	� ������ �� 	�� p �� � � ��� ����
i

�� ���� ���	� 
� d �	�d �
Mi


�	
P

�� ������d �	� ������ �c���� 
��	����	 �� �� � ����	��e� 
 ����� ������ � ������� �� �	 ���r	�d � 
�		� � g	 ����	��� p ������ 
�� ���� � ��������� 
�	 �� ������ p 
�	 �� d ���� �� ���� 	 �������� ����	 ��	��e	�d �	� ���� �������� 
� ���r	�d � p ������ �� d �	�d �
Mi

���� �e���� ������� ��� p ���� 
� ���� ���	�
�����	� 
�	 �� ���� ������	��	� �� ���r	�d � � ¹�� ���	 
�	� �	���
��� �	� ���	
� 
��	����	
� �� d �	���	�� 
� ���r	�d � p ��� ������� �	� �	���d ����	 ���  ������ � ��������� ���	� � ���������� 
� ���r	�d � � ¹�� 
��	 �� ��	 ���r	�d �
P

�� d �	���	� � � ���� ���	� �	������� �� 	�� p �� � � ��� ����
i

�� �� ��� 
��� ���r	�d �
P1

��
P2

�� �	 ���� ���	�
c > 0

��� ���
P = P1 + cMi + P2

�l� 
�d �	������	 
� ������d � ���	����� � ���� ���� �	 ���� ����� �½ �	 ��d d �	�� ��� d �	���� ��� � �	 ���r	�d � �� d �	���	� 
 ����� �� 
��	����	 |p ���� ��� ��� ��� 
 ����� �� 
��	����	 w 
¸��x �� n ¹�l � ©ª¤¥¥«¤¬  l�� } �|  u���	����� }  � |�ycnol ����	���erp u��	�� ������d nº f p o¹nohsu���� p lo¿ p l�vno p lmnoh p lno p li� w	



©ª¤¥¥«¤¬ ½ ����������	 
� ��������� ���	�������� �� ��	����		����
��������� ��� ����� �� �!� " !#  $ % �%���&��� � '" �( &%��%� )�� %( ��

½ �	 d �	��� ��� � �	 ���r	�d � �� d �	���	� �� �	 
� �� 
��	����	 w p ���� �� ��	����	���r	�d ���� �� ���� �� d �	���	� ���� �� �������	
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��	�� �	 ���� ���	� �� ����������� �� ���r	�d � ����� �
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�	� ������ �d �����d �	�

i
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�

ξ
�	

i
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 ��	���
���� �	� ��	����	 ��� p ���	� 
�		� �	� ��������	

ξ
�� �	�	����

n
p ������� �� ������� ��	��	�	� �� ������ 
� ����� ��������	 �� �� �	���� �	������� �

n
�¼	� ��� ����� ��	����	 
��	�� p 	�� ���	 �� 
�d �	���� � ��e����� 
�	� 	�� ����	 j ���	�	��� �	�����������	 
 ��	 ���d � �� ���������	 
� ���r	�d � �� ��� � i�	 �	���� 
�	 �� 
����� p�e	���	 �d ���d �	� ��� ����� ������ �� ��d ����� �� 	������ �	���� �� ������ 
� �������������� �	���d �
����� �n��� �	���d �	� � ������� �� ��d d � 
� ��d ����j����� � ¼	� ��� ��� � ��	 
���� 
� ������d ������
�	� p �� ������ 
� �� ��d d �  ������ ��� ������d �	� �	 ��d �����	� �� �	�����������	 
����d � ��� �� ���r	�d � �� ��� � m	 
��� �	���� d �	���� ���

Pl(v) > Pr(v)
p �� ��� � ��d �	�� ������� ���

Pl(v) − Pr(v) − 1 ≥ 0
� m� �	� ��	
����	 �� �	�� ���� ��� ����� �	�e����� �������� ���� ����

v
�� ��� �� ���r	�d �

Pl − Pr − 1
��� � ���� ���	� ������ p �� �� � ���d �	� ��
�d �	������	 
� ��d d � 
� ��d ����j ����� p ������ ����� ��������� ��	����� � ��r������ 
� ��d d � �

� �� ����
 ���������

� �� ��
� p ������ ���� � 
� �� ������ 
� ���d �	���	 
 ��	 r��d � 
� ���������� ��� �	���s��������	 ���r	�d ���� »��	�������	 
� � ��	�����������	 ��� ����������	 
� �� ���������	 �� 
� ����d ����j����� 
� ��e��¾ � ��� ��d �	�� � 
� ����� �����	 ������ �� 
� ���r	�d � �� 
� ���� �¸��� �� �� � �� 
� �� ���������	 
� ��e�� p �� ���� ������� ��� �� d �dj�� e����� 	 ��� �� �	������j�� p �� ��� �� ���� 
� �����j �� 
� d �dj�� 
���� �� �	���� 
�	 �� ���� 
� �����j �� 
�d �dj�� e����� � c�	���	�	� �� ���r	�d � p �	 ���� ������� �� ��� �	� � ���� ���	� ������ p ���� ��� ��	���		�	� j ��	 ������	 d �	�d � p ����� ���  ��e�� 
 ��	 ������� �� d �	���	 �� �¸��� ����d ����� ����� �� ����������	 p 
� �������� �� �	� ��� ������ �	 ������	� �� ��	e�e�
���� ����	�� � �� �����	 	 �z � l� �������� ��� �	� ��� ������ �	� 
� 
��� �r�� �½ 
� �������� 
� j� 	����� p ����e�� 
� ��	������ �� ������ 
 ��	��� ��	 
� ���� �� 
������� ��� 
� ���� ���	� ½ 
� �������� 
� ��� ���� 	 ����� p �� � 	� ��	� �� �������� �� �������� �����
�	�� �� 
��������� �� ���
��	�� p �� ��� �	� ������ ���� �� �����	 
� ��	
�� � ��������� 
� ���������  ����
� �¹�� ����	 d ��	��	�	� ����	��� j�����d �	� �� �������� ��� 	�� ���	 ��� �d �	� � ������ p���	� 
� 	�� �	������ ��� ������� �����d �	� � � ��	� 
 ��	��� ���� p ��� ������� j��	 �� ���j����������� ��� �� ��	e�e� ���� � l� ���	������ �������� d �� �� ���	� �	� 
�	� �� ����	�� �½ �� ����� � ���d �� 
� ������� � ��	�����	 
 ��	� ���� �  
�	 �	� ���� �� � c���� ����������� ��
� ��� �	
�����	 �� � �	 ������	� �	� �������� ����� ����e�� ���	� � ���� 
� d �	����� ��������	�	�� 
 ��	 ���d �	� � �	� ���� p �� �� � ��	����		� ��� �	
�����	 �� �� ���� ½ �� ����� � ���d �� 
� ������� �� ���������	 
 ��	� ��e�� � n������	 ��� �� ���������	 
����������	 
 ��	� ��e�� � ����	�� �� �� ���d � 
 ��	� ��	x �	����	 
� 
��� ���������	 �� ��	� �� �d �	� ��� �� d �dj�� e����� 	 ��� �� �	� �����j�� p � ������ ��� �� �����j�� 
�d �dj�� 
���� �e���	� ����� 
�	 �� d �dj�� e����� � ������� 
�� ��� �� ��	x �	����	 �	�� 
��� ���������	 p ������ �� ���d ���� e�
�� ��� �������� ���
��	�� 
� �� p �� ��������� ����� �� �� ���	
� ½ �� ����� � � ��	����� �	 r��d � 
� ���������� � ������ 
 ��	� ���� 
� ������ 
� ���d � p������ ������ 
� ���d � ������	��	� �	� ��e�� � ¸��� ������ ������ p �	� ��e�� �� ��	������
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�	 ������	� ������� ½ ������ � ������ �� ������ ��� 
 ��	 	�dj�� � v ��	 ��� �� ��� p �� �������� ������	� �� �	�e�������	����� 
� � ������d ������ p ������ �� ���� ������� ��� p 	�� ���	 ������� 	�� �	 ���� p ��� p��d ��� ��	� 
� �� ���d � ��� �d ��� 
� j�� � ����
�� p �� 	� �������� �� ��� �� ����
 �������� �	� �������� ��� ����
� � ¹�� ��� ��
�	 
�	� �	 ��������	� 
������d �	� ����d d � 
� �� j�j��������� ��	
��
 
� �� 
�	� 	�� ���	 j���	 ½ � ����� � �� �������� ���d ����	� 
� ������� �� d �	���	 �� 
 ��	 ���r	�d � p 
�	� �� ��	����	s	�d �	� �� �������� � �� �	 
����� ��s
��� ½ �� ��������� � ���d �� 
� ��	������ �	� �	�����������	 ���r	�d ���� � c���� �������� ���	
 �	��e�d �	� �	� ��	����	 ��� � ������ rdj��� �� ��� �	 ���r	�d � � ��	��������	� p �� � ����e�
 �������� �� �������� 	������� ����  ������ ��� �� ���r	�d � ������	� �� �r������
� ������ ��� 
� ���� ���	� �� 
� d �	���	�� ½ ��������� ���� ��� � ������ �� ���d �	���	 
 ��	 r��d � 
� ���������� �	 ������	� � ��	������s�����	 ���r	�d ���� ��� �� � �� 
�		�� �	 ��e�d �	� � c���� �������� �����
� �	 ��������	� ��������d � 
� ���d �	���	 �� �	 ������	� �� �������� ����e�� 
� ������� ����d ������d �	��� �r������ 
� �� ������d � �
c�d d � 	�� � �����	 �		�	�� �����
�d d �	� p 	�� ����	 d ��	��	�	� ����	��� ��� �	 
������� ��	����		�d �	� 
� �� �������� � ����� p �� � ���d �� 
 �����d ����� �� ������ 
� d �	���	�� 
����r	�d � p 	������� � �� ��	�������	 
� �	�����������	 ���r	�d ���� � ¸ �� ������d �	� p � � ��	������� ������� �� d �	���	�� 
 ��	 ���r	�d �

P
�

n
�	
����d �	�� p ��  ��e�� 
 �����d ����� �������� 
� �� ���������	 � ���	�� � ���� ����

i < n
p �� ���� ���	� 
�

Mi


�	
P

�� ������d �	������� � ¸��� �	
i < n


�		� p �� ������ �� ������ � o� �� � 
� �d ������ �� �������	 �� 
� ��������	� �	�e����� ���� ���� �	��� 
��� 	�dj�� �	���� � l� 
�� �� ��� � �������� 	�� ���	 ��� ��	���	��� ������ ��	��� � e�	���� �� j�	 ��sj�� p �� � ���d �	�� ���� ���� ������
i ≥ n

� c ��� ������
��� ��� �� ��	e�e� 
� �������� 
� �� � ���d � 
 �����d ����� � ����� �� ��
� 
� �� ��������� ����� �

���� � �������� ��� �� �� ���� � ���� � ��� �� � �� � �� �������� ����� � ��� �� ������� � � �� � ��� �� �� �� � �� � �� ������ �� � �
������ � � �� ���� � ����������� ������� � � � � � ����� � � ����������� � �� �������� �

���� � ����� �� ������ � � � ���� � �� � � � �������� �
l ���	���� 
� �� ��	�������	 
� ������ �� ���� ��� �� �������� � �������� p ��� �� j����� 
� �����e� �� �� j�� �� �	 ����		�d �	� ��� �� �� �� c�d d � �� d �	��� �� 
��	����	 
�� �������� p ���� �� � ����	� � ����	��� �
½ ��� �� ��	����� ��	���	� �	� �r������ �� �d �	� �� ��	 ������	 �	���� �� �	������� �

0
p �� ��j�� 
��� ���� ���d �	� ��d d � �j��
� � c��� � ���� �	 ������	� �	 ��d d � 
� �� j�j�����������	
��
 
� �� ��� �� �d � �� �����	 �	���� 	 ��� �	������� � y ½ � �� ��	����� ��	���	� �	� �r������ 
� �� ���d �

i < k + 1
p ���� �	 ����		� ��� �� �� � ����

i = 0
�� ���� �	 ���� ������� 
� �������� �� ���
��	�� ���� ������� ��� �� ���� ���	�
� d �	�d � �������	
�	� 
�	 �� ���r	�d � �� ������d �	� ������ p ��� � �� �� �������
 ��	 ����� 	�dj�� p �� ���� 	�� ����	��	 ��������d �	� � �������� ½ �	�	 p � ����	� �r������ 	� ��	���	� p �	 	� ���� ���	 �

l� �������� � ����� � ��	��	�� 
� d ����� �� ��	����� �� �	� ���d � ��� �� �������� � �������� ������� p ���	� 
 �������� ����� 
��	���� �������� �
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� �� ���
� 
� � ������ �� ���
 ��� ���� � ��� ����	
 � �� ������
����

¹�� ����	 d ��	��	�	� d �	���� ��d d �	� �� ������d � �� �������� 
��	� ��� �����	 ���s��
�	�� � ��d ����	� 
 �����d ����� �� ��	�������	 
 ��	� ������ 
� ���d �	���	 ���� �	 r��d �
� ���������� 
�		� � i���
Σ = {0, +,−}

�� �e	����� ������� ���� d �	������ 
� e����� �
0

�� �	���	��	�� p � ���s�s
��� 
 ������
0

p
+

�� 
 ������
2

p ��
−

�� 
 ������
1

� ¹���� �jx ����� �� 
� �������
�	 �� �� ���d �	���	 
� r��d � 
� ���������� � ���	� �
{x + 0 → x, x + (−x) → 0}

�¸��� r �����	�� p 	�� ��d d �	��	 ��� 
��	�� �� �e	����� 
� ������� �

��� �� ��� ������� � ��� ��� ����� � �������� � ��� � �������� ���� � � ������� �
��� �� �� ��� ��� ��� �� � �������� ��� �� �� � � ���� ����� �� �� � ��� �� � �� �� � �� ���� �
��� �� �� ��� �������� �� ����������� ������� ��� ��� �

¹�� 
��	��	 �	� ��� �� r��d � 
� ���������� 
�	� 	�� �������	 ������� �� ���d �	��s�	 � ¸��� ��	
�� ����� 
��	����	 ��� ���j �� p 	�� ��	�����	 ���e�����d �	� �� ���d � ����	������		�	� 
�	 �� ��e�� 
� ���������� p �� ���� �����j��	 �	 	�d �
��� �� �� ��� ���� �� �	��� �������� ����� �� ��� �
��� �� �� ��� � �� �	��� �������� �� �
��� �� �� ��� �  �� �	��� �������� ���� � �� ��� � � �� ��� � ���� �� ����� �
��� �� �� ��� � �� �	��� �������� � ��� �� ��� � �	��� �������� �� �� ���� �
��� �� �� ��� �� �� �	��� �������� ���� � �� ��� � � �� ��� � � �� ����� �

l� rdj��� 	 �� ������ ���� �	
����� � �� ��� � ��	 ������� ���������� ��� �� ��e�d �	�
 ��	� ����������	 p d �d � � ������	 �	� ��� 
��	� ��d d � ���	� �d ������� � ¼	� ��� 
��	� �����d � 
�	� 	�� ���	 j ���	 p �� ��	�������	 
� r��d � 
� ���������� � ���� ��� �� ���������� ����� � ����	��� �	 �����	 z �} � ¹���	 ��� ����� ��	�������	 �� ��d �����d �	� ����d ������ p�� 	� ���� ���� 
�	� ����	� �	�����	���	 
� � ����������� �
��� �� �� ��� ��� � � ��� �������� ��� ����� � ���  � � � �� ��� � ����� �� � ��� �
��� ���� �

o�  ��e�� d ��	��	�	� 
� ��	��� ��� � ��	�����������	 ���r	�d ���� ��� 	�� ����	  ������� ����������� �� ���d �	���	 
� r��d � 
� ���������� � l ��	�����������	 ��� 	�� ����	 ������� �� ������	�� �
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