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� �Y�§Z^�_¤ � � c ����� � ��h �e b���
�	g �� �	 �f� ���� �� ����� 
������c �	� e��c  j ³������e����������	 �	 �f� b�	��	g b��	� 	�h ������� f�gf ����� �� ��	�
�	�� �	 ��c ����� ����������	 l�f�� ��	 �	�e b � ��f����
 be �����	g ��
� ������� h ��f ����� �f����� j ·	� �� �f� c �� ���������c ��	�� �
���	g �f� c ����� � p����
 n�g�� l hf�� ���f	���ge � b��
 �	 i�� j |�� ������e����������	 l �����	g �c � ��
� ������� h ��f ������ �� �� ����������	 �� �d������	g �� ���c ������ �� �f�� ����������	 � 	�� �	��gf j � c�� ��� b � ����	 ���� �� �f� �	����	c �	� j |��c ��� ���
 ����������	 �	 ���������� l �f� c ��	 � ��c ���
 �c ��	� �� ������� j pf������� l �������	� ����� f�� �
 b� ������
 h ��f �	 �	��e� �� �f� �c c ��	� �� ������� 	��
�
 �����		�	g � ���g��c j
6��� l h� ��	�
�� ���g��c  �d������
 ���c i�� ����� j pf��� ��� �h� ����	 ��� ��� �f������ �d������
 ���g��c  ���f�� �f�	 �����
 ���g��c  j |�� �f� ��� l h� �	�h �f�� �f� ��
� � �h���o
��	�
 �b�� �f� ��	����	�� ��	g��g� m �	 �m n j |�� �f� ���	
 l ��� �	������	 h� �f�� �f������ ������ c ��� �	���c ����	 �f�	 �f� ���g��c ����� l �	�� �� ���� ����� ��� ��� 
����b �
 j³�c � �� �f�� ��������� ����
 f��� �	 � ��c ���d ��e �	��e� j a� f��� 	�� �d������
 �f� �	������	e�� l b�� h ��� ���b����� �	 �f� �	 ��	��� ��	 j·	� c �e �f�	� �� 
���g���	g �f� © �b �� c ���	g �f� ��c ���d ��e �	��e� �� �f� ��� l hf� h���

� � ����� �� �f� ��c ���d��e ���� ����� �� � ���g��c �� �f� �c � ��c � � �����	g �f� ���g��c������� h ��f ��� ��� �� �� ����������	 j a� 
� 	�� b������ �	 �f� �������f j ¯��	g ����� � 
�� ���� l�	
 �f� ���	
 � �� c ��� �f� ��� � ���� ����� l 	�� f��
�� j a� �f������� �f�	� �f�� �f� ��c ���d ��e�	��e� f���
 b � ����c ���� ja� ����
 ��� �d � b��	
 �	 �f� ��c � � �	� �	 � g���	 ��c �������	 l �	
 ��c ���� b�����f�	
h ��f � ��� �� �� �	��� �	 ��
�� �� ���c ��� hf��f �	� e���
 ��c �������	 hf��f ��� ��� h ��f������ �� �f� b��	
 j pf� �������f � ���e �c ���� �� ����	g l �	
 �� � h��� �	�h	 �f�� ��	������	g��c ����� ��� �� � ���e 
�� ���� l ����c �b�e � 
�� ���� � 
��	g � ����� l f�h���� ��� ���	g �	 ���h�� ����� �� ������ej·	 �f� ��f�� f�	
 l � ��� �� h��� f� b ��	 
�	� �����
e ��� �f� ����c ���� �	��e� �� �c �����������g��c  l �� ������e ��� �f� �����g� ��� �	��e� j pf� c ��f�
 � 	�h h��� ���b��f�
 j pf� b�f�o����� �� �������� ���g��c  � �f��������}�
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 ��c ���d ��e ��	����	 l ����h  ����
e �f� �ec ������ b�f������ �� �f� ���g��c j� ���	 ��� �f�� �f� ��������� �	��e� �� �f� ��c �������	�� b�f������ �� �c �������� ���g��c f� b ��	 �	����g���
 �	 c��f c ��� 
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��e ����g	�}�
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 �	 �f��d������	 �� � ��	����	�� ���g��c �� �f� �}� �� �� �	��� 
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 j
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 �	 · i�c � j pf� �	��e� �� �f� �������	�� �������	 be ���c ����� ��g�b�� e��c � 	�� 
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��� �	 �f � �����	 � g�	���� ���c �h��� ��� ����	�	g �b����f� ��c �������	�� ��c ���d��e �� � ��	����	�� ���g��c �������� �� �	 ��������	�� �c �	���
O
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t1 ↓ t2
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t1 ↓A t2
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n
c �e b� �	 ��b�����e c ��f�c ������ �d�����	 j 	 �f� ����� l f�h���� lh� h ��� �� � b �g ��� �c �	��� l �	
 �f������� l

t2
h��� ��h�e b � ��	�	���� j¯���	
�	g �	 �f� ��c �������	�� ������� �� �	����� �	
 ��� ��c ����	 �b��� �f� �	
���e�	gc ��f�	� c �
�� l �f� �		������	 c �gf� c �
�� ����� b��	
 l ��h�� b��	
 l �� �d��� ���	����� j � �	 �d�c ��� l ��	�
�� �f� �����h �	g ��	������� �� �� ��� ��� 7

°���´ u↓k����(u)↓����(k)a� ��	 c ����� ��c � ��c ���d ��e be 
��	�	g
°��c �´ u↓k(	
 n)����(u)↓k+1(	
 n+1)�� ���� ��c ���d ��e be 
��	�	g
°����´ u↓k(	
 n)����(u)↓k+1(	
 n)

� __^]�]W¤ XW) �_][YX ^� � [_ [) £ � m �	�c � � ��	����	�� ��	g��g� ��
 ��� �d������	g ���g��c ���c i�� ����� 
� � j � ��	����� e	��d ���cb�� �f�� �� m � l � f�h	 be �f� �����h �	g �c ����d�c ��� 7
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t ::= x | λx.t | [x : t]t |
����e

(t; t)

|
i��

t
��

u1 ⇒ v1, · · · , un ⇒ vn
�	


|
�	


(t; v1; λz.v2) :=
���

t
��

b ⇒ v1, s(t
′) ⇒ v2[

�	

(t′; v1; λz.v2)/z]
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hf���
x

� ����	 ���c � 
�	�c ���b�� �� �� �����b�� l
[x : u]v

��	
 ��� �f� ���� ��� ��	�����
�� � � � �� � l �	


b
�	


s
��	
 ��� �f� ��	������� �� �f� �	
������ �e�� �� hf��f �f� �����b��

t
b���	g °h� ��c � f��� ��� �c ������e �� 	������	 �f�� �f��� ��� �h� ��	�������´ jpf� �c �	��� �� m �	 �c � � 	�h g���	 be �f� �����h �	g �� �� �		���
 ���� j � �c �	g � ��g	� �	�� ��� �� ���f ��
�����	 ��� l h� g�� �f� �����h �	g ���� 7

(
��	�	

) w ↓ w (
�	

0)

(
�b

) u↓v (	
 n)
λx.u↓λx.v (	
 n+1)

(
����e

) f↓λx.b (	
 n1),u↓w0 (	
 n2),b[w0/x]↓w (	
 n3)�����(f ;u)↓w (	
 n1+n2+n3+1)

(
���o�	

) a↓w0 (	
 n1),b[w0/x]↓w2 (	
 n2)
[x:a]b↓w2(	
 n1+n2+1)

(
���

)
t↓w (	
 n1),����� (w,u1,··· ,up)↓(i,η) (	
 n2),viη↓u (	
 n3)

(	��
 t �� u1⇒v1,··· ,up⇒vp


)↓u (	
 n1+n2+n3+1)

(
�	
�����	

) t↓w0 (	
 n1),�����(w0,b,s)↓(i,η) (	
 n2),viη↓w �	
 n3)
	
(t;v1;λz.v2)↓w (	
 n1+n2+n3+1)hf��� �f� �� �� ��� m ���f ��� � �� ���h  l ��c �	g �f��

u1, · · · , up
��� �d�����	 �� 
���f �	��	
 �f�� m ���f

(w0,b, s)
��� �����	 °be ��	��	���	 ´ �f� ����������� ����� ��

z
��� �f� ������������ 7

°���� ´ ������(w,0,u1,··· ,un)↓(i,η) (	
 n)
�����(w,u1,··· ,up)↓(i,η) (	
 n)°�������´ ������(f(w̄),k+1,u1,··· ,up)↓(i,η) (	
 n)

������(f(w̄),k,g(v̄),u1,··· ,up)↓(i,η) (	
 n+1)°����´
������(f(w̄),k,f(x̄),u1,··· ,up)↓(k,{x̄ 7→w̄})pf� �b��� ���� ����h �� ��c ���� �f� 	�cb�� �� ��� ����	 be �	e �d�����	 �� b�� �e� �h ��f��� ���� �����b�� 
�� j ·� ����� �f� ��c �������	 �� �f� 	�cb�� �� ��� ��� ��f �	 �d�����	

e
����� �� ���������	 �	�� �� ������ ����� j ±	���� �f� ��g� l h� f��� � ���� ��� �b�������	 lc ���	g ��� ���� ����� ����� j

� ��#� !�� ��� � � �� �� �����������

a� 	�h c ��� �	 �� ���g��c  h ��f �����b�� j ���g��c  ��� ����
 �d�����	 �� �f� ���c
λx.e

lhf��� �f� b�
e
e

� �	 �d�����	 �� ��b�����e �e� � l ���� �f� �
�	���e ��	����	
λX : α.X

l hf���
α��	 b� �	e �e�� j pf� 
��	����	 �� � ���g��c h��� b� c �
� c ��� ������ ����� jpf��� � � b�g 
�	���	�� b��h��	 �f� �		�����
 �c �	��� �� � ����
 �d�����	 �� b�� �e� ��	
 �f�� �� � ���g��c j 	 �f� ��� ��� l h� ��	 �c ��e ��	 �f� ��������	�� �c �	��� �	
 ��c ���������
�	g�e �f� ������ ����� �	
 �f� 	�cb�� �� ��� �� ���� �� ����f �f� ������ ����� j 	�f� ���	
 ��� l �f� ���g��c f� �	��� �����b�� hf��f h ��� ����� b � �	��	�����
 be ��b�����e�d�����	 j pf� 	�cb�� �� ��� 	��
�
 ��� ���������	g �f� ����� �� ����e�	g � ���g��c ������������ �	��� �d�����	 h ��� 
�� �	
 b��f �	 �f� ��c ���d ��e �� ���������	g �f� ����� �� �f���d�����	 �	
 �	 �f� ����� �f�c ���� j·	 �f� ��f�� f�	
 l h� ��	 ���� ��	 �f� �		�����
 �c �	��� �	��� � �����b�� � ����f�
 l ���	��� �	 �b�������	 l � ���o�	 l � ��� l �� � �������	 l �� �	 ����������	 � b�� ���
 be � �����b �� j«�c �cb�� �f�� ����������	 °�	
 ���o�d�����	´ ��c c��� h ��f ��� ��f�� ��	����� °�d���� h ��f�b�������	´ l ����� ���b �e ��	�c �	g b��	
 �����b �� j pf������� l

V W�_[][^_ % �� u�w xutt�s�
e

�t b�� ���
 �� �� �t s� �� u � sr rs� ��y � sx{ �
� x ∈ X �
� λx.u � �� uxu

u
�t z  rsq! uv u�w xutt �s� �
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�������� ² ����������	 
� ��������� ���	�������� �� ��	����		����
��������� ��� ����� �� �!� " !#  $ % �%���&��� � '" �( &%��%� )�� %( ��

� (u v)� �� uxu
u

�t z �zx�z ru sx z  rsq! uv zww r�qz��s� � �
� [y : u]v � �� uxu

u
�t z �zx�z ru sx z  rsq! uv zww r�qz��s� �

� qztu
t

s�
u1 ⇒ v1, . . . , un ⇒ vn

u�v � �� uxu
t
�t z  rsq! uv u�w xutt �s� �

� ��v
(t; v1; λz.v2)�

�� uxu
t
�t z  rsq! uv u�w xutt �s� �

p� �	 ��b �����e �d�����	
e

�� �e� �
α

�	
 ���� �����b��
x1, . . . , xn

l h� �� ����� � ���� c �
��� �� �����
e∗

�	
 �f� 	�cb�� �� ���
e

	��
�
 �� ��
���
e

�� �� �����
e∗

j pf�� 	������	 f���
b � �f��gf� �� � �������� �� � ��������	
γ

�������	g �f� �����b �� �	
x1, . . . , xn

be ������������d�����	 7 ���������e �� �f� ��������	
γ

l �f� 	������	
e

l
e∗

�	

e

��	
 ��� �������e ��� �f��d�����	
γ(e)

l �f� ����� ��
γ(e)

�	
 �f� 	�cb�� �� ��� 	��
�
 �� ��
���
γ(e)

�� �� ����� j	��������e 7
e ↓ e∗ (

�	
e)pf� ��c ���d ��e �� �f� �d�����	

e
h��� �f�	 b� � ��	����	

λx1 . . . xn.Cpx(e)
�b������	g �f�	�cb�� �� ��� ���c � ���������� ��������	 l �f�� � ����e�	g

Cpx(e)(γ) = e
l hf���

e
� ��������f��� �� �f� ������ ��������	

γ
jp� c ��� �f� �	������	 ������ l h� 	��
 �� 
��	� hf�� � � ��������	 l �f� � ������
 �� �f��b������� ��e ���� ���e �� ��c ���d��e ��	����	 j � �c � �	 �d�����	 
���	
 �	 � ���� �����b��

x
�� b��� �e� � j pf�	 l �� ��c ���d ��e h ��� 
�� �	
 b��f �	 �f� �����

x∗ �	
 �f� 	�cb�� �� ���
x

��
x

j 	 �f� ��� l � ��������	 f���
 ������� � �����b ��
x

be �f� ����
(x∗, x)

j pf� ��� �� ���	����		�� �e�� h ��� 	��
 � c ��� ��c ���d ��������	 hf��f h ��� ������ �f� ��	����	�� �������� ���f� �e� � j
� �� ���	�
���������

|�� � ��������
 �d�����	 l ����� l 	�cb�� �� ��� �	
 ��c ���d ��e c�� b� ���������
 ���c �f��������	
�	g ����� l 	�cb�� �� ��� �	
 ��c ���d ���� ��� �f��� �b�d�����	 l � ���	����� �����
qs{w st ���s��zr��� j |�� �f� ��� �� ��c ���d��e ��	����	 l ��� c ��	 ���	��� �� � �f������� �f�� �f���c ���d ��e f���
 b� � ���	���c ����	 ����	g � � c ���f�c ���c ���g��c  �	�� ��c ���d ��e ��	�o���	 j |�� �d�c ��� l �f� ��c ���d ��e �� �	 �b�������	 f���
 b � �	 �b�������	 ���� �f� ��c ���d ��e�� �� b�
ej k��
� l �	 �f� ���������� ��� hf��� �	 �d�����	
e

f� 	� b�� ���
 �b�d�����	°f�	�� 	� ���� �����b��´ l �f�	 b��f �� ����� �	
 	�cb�� �� ��� f���
 �g��� h ��f �f� ������b���	�
 be ����e�	g �f� �		�����
 �c �	��� l �	
 �f� ��c ���d ��e f���
 b � �f� 	�cb�� �� �������� j pf� 
�� ����e �� �����	g �f� ���	��� �� �	�� �������� ��c � ���c �d�����	 �� f�gf�� �e� � j	 ��
�� �� ��
��� �f� ��c ���d ��e �� ��f �	 �d�����	 �� �f� ��c ���d ��e �� �	��f�� �c �����d�����	 b����� �� � �� b��� �e� � l h� h ��� ��c � �f�� ���g��c  ��� �	
η

o�d��	
�
 ���c j
V W�_[][^_ ( � w xsy xz{ �t z � ur r���w uv�  rsq! uv� qrstuv u�w xutt �s� �� �� �q� u�ux� t� u�w xutt �s�s� � ��q��s�zr ��w u �t u��� ux z� z t�xzq��s� sx �� u ru� ��zxy�{ u�� s� z� zww r�qz��s� �

|�� �d�c ��� l �� b � ��	�
���
 � � ���g��c �	 ��� �	� l �f� �
�	���e ��	����	
λX : (α →

α) → (α → α).X
l hf���

α
� � b�� �e� � l f���
 b � h�����	 �

λX : (α → α) → (α → α) λy : α λf : α → α.((X(λx : α.(fx)))y)pf��� � �� ����� 	� ���� 
�	���	�� b ��h��	 �f� �b��� �
�	���e ��	����	 �	
 �f� �d�����	
((X(λx : α.(fx)))y)

�e��b�� �	 �f� �	����	c �	�
{X : (α → α) → (α → α) f : α → α y : α}

l �� �f��d�����	
λy : α λf : α → α.((X(λx : α.(fx)))y)

�e��b�� �	 �f� �	����	c �	�
{X : (α → α) →

(α → α)}
j 	 ��f�� h��
 l �f� �e� � �� �f� ��c ���d��e ��	����	 �� �	 �d�����	

e
�e��b�� �	 �	�	����	c �	�

Γ

���	
 b��f �	 �� �e� � l �	
 �	 �f� �e�� �� �� ���� �����b �� � g���	 �	

Γ
j pf���c ��� h ��� b � ��� �	�� ������� be ��c ���	g ����
� �b�������	 �	
 
��	�	g �f� ��c ���d ��e ���� �	 �d�����	 � � ��	����	 �� �f��� ���� �����b�� ��	 � ���c �� ����c ���� j

V W�_[][^_ ' �u vu� �u �� u ����e s� z ��w u
α� � x���u�

ar(α)� �s  u �� u ��{  ux
n

t�q� �� z�
α =

α1 → . . . → αn → β
� ���

β
z  zt�q ��w u � �� u zx��� s� z� u�w xutt �s� �t �� u zx��� s� ��t ��w u �
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	 �f� ������� �d�c ��� �� �f� �
�	���e ��	����	 �� f�gf�� �e� � l
ar(X) = 2, ar(f) = 1

�	

ar(x, y) = 0

j pf� ����e �� � �e��
α

h��� �	
��
 b� �f� ����e �� �f� ��c ���d ��e ��	����	 �� �	ew xsy xz{ �� �e� �
α

j 	 ���������� l � ���g��c �� ����e }��� � � g���	
 �d�����	 �� b�� �e� � lf�	�� ��	 b� ��������
 �	�� � ����� �	 � g���	 	�cb�� �� ��� j |�� ���g��c  �� 	�	o}��� ����elh� 	�h 
��	� �f� �e� � �� �f� ��c ���d ��e ��	����	 �	
 �f� ������
 	����	 �� ��������	 7
V W�_[][^_ * ���u� z ��w u

α� � u vu� � u �� u ��w u
α

zt �

��
α

�t z  ztu ��w u �
α = (α × ��)s�� ux� �tu �

α → β = (α × α) → β

V W�_[][^_ . ���u� z w xsy xz{
e

s� ��w u
α = α1 → . . . αn → β � � u tz� �� z�

Cpx(e) : α
�t z��c ���d ��e ��	����	 � sx

e
��

{

Cpx(e)(Cpx(u1), . . . , Cpx(un)).1 = r
Cpx(e)(Cpx(u1), . . . , Cpx(un)).2 = m

°�´
��

(e u1 . . . un) ↓ r (in m)
� sx zx ��xzx� qrstuv u�w xutt �s�t ��

η
�u�w z�vuv � sx{

u1 : α1, . . . , un : αn
� ���u� �zx�z rut

x1, . . . , xn � �� u { zww ��y {x1 7→ Cpx(u1), . . . , xn 7→ Cpx(un)}
�t qzr ruv z ��������	 s�

x1, . . . , xn
�

� �� ���	���� ���	��	 ��� �		
�

��

a� 	�h f�h f�h �f� ��c ���d��e �� � ���g��c � ���������e 
��	�
 �����
�	g �� �f� ���	������� ��c ������		����ej pf� ���
�� � �	����
 �� �f��� �f�� �e� � c ���f j a� h ��� �	
 �� h ��f �f���� �� ����������	 l hf��f � �f� 
�� �� �� �	� j a� h ��� ��

Cpx(t).1
���

t∗
�	


Cpx(t).2
���

t
j a���	��	����� �	 �f� 
��	����	 ��

Cpx(t).2
j«�c ��� l ��c ����	g �f�

Cpx(()t).1
� ���e ������� l � h� �c �� �f� ���� ��� ��c ����	g �� j

� X]Z�Y][^_X � n��
e = λx1 : α1 . . . xn : αn.u

b� � ����
 �d�����	 �	 hf��f
u

� 	�� �	�b�������	 l f�	�� � �� b��� �e�� be ��c ����	 �f�� ���g��c  ��� �	
η

o�d��	
�
 ���c j
Cpx(λx1 : α1 . . . λxn : αn.u) = λx1 : α1, . . . , xn : αn.Cpx(u)a f�	 ��c ����	g

Cpx(u)
l h� h ��� ��c � �f�� �f� �����b��

xi
���� �	

u
f� �����

x∗
i

�	
�������� �� �� ����� �	 � 	�cb�� �� ��� ����� ��
xi

j pf� �c ��	� �� ��	�
�� �f��
Cpx(u)� � ��	����	 �� �f� �����b ��

x1 : α1, . . . , xn : xn
j pf� � hfe h� �e �f�� �f� ��c ���d ��e ���	 �d�����	 
���	
 �	 �� ���� �����b �� j |��c ���el �f� � 	�� f� ��� 7 �f� ��c ���d ��e �� �	�d�����	 
���	
 �	 �� �e� � ��c ����
 �	 �	 �	����	c �	� ��g	�	g �e�� �� �� ���� �����b �� j

+�XW W,\ZWXX[^_X �
Cpx(

���
t

��
u1 ⇒ v1, . . . , un ⇒ vn

�	

).2 =

1 + Cpx(t).2 +
���

Cpx(t).1
��

u1 ⇒ 1 + Cpx(v1).2, . . . , un ⇒ n + Cpx(vn).2
�	


¬��� �f�� �f� ���� ���e �f��
u1, . . . , un

f��� �f� �c � �e�� �c ���� �f��
Cpx(u1), . . . , Cpx(un)

������ h����	g ��� �	��� �� �f� �e� � l f�	�� �f� ��� �d�����	 � h��� �e��
 j
¨W] W,\ZWXX[^_X �

Cpx([y : u]v).2 = 1 + [y : Cpx(u)](Cpx(v).2)

� WY�ZX[^_ �
Cpx(

�	

(u; v; λz : α.w)).2 = Cpx(u).2 +

�	

(Cpx(u).1; 1 + Cpx(v).2; 2 + Cpx(λz : α.w).2)
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��������� ��� ����� �� �!� " !#  $ % �%���&��� � '" �( &%��%� )�� %( ��

� \\£[Y�][^_X � a� 	�h ��c � �� �f� f���� �� �f� 
��	����	 �� ��c ���d ���� 7 �f� ��� �� �	����������	 l �	
 c ��� �������e �� � b��� �e� � �d�����	
u

hf��f � �f�
η

o�d��	
�
 ���c ��� ���g��c l �f�� � l �	 �d�����	
(e a1 . . . an)

l hf���
e : α1 → . . . → αn → α

f� ����e
n

l�	

a1, . . . , an

��� �f�
η

o�d��	
�
 ���c  �� 
���	�� �����b��
x1 : α1, . . . , xn : αn

j pf� ��c �	g
�����	 ����� �f� ��� hf���
e

� � b�� �e� � �����b�� l be �����	g
αn+1 = α

j � ��� ����� �f���� hf���
ai

� �f�
η

o�d��	��	 �� �	e ��g�c �	� �d�����	 l 	�� 	�������e � �����b�� j� �c �
n = 0

j pf�	
e

� �� b��� �e��
α

l f�	��
Cpx(e : α).2 = e

j� �c �
n > 0

j pf� ���� beo����� ���������	 �� �f� �d�����	
(e a1 . . . an)

��� ���
 � �� ���h  7
(e a1 . . . an)∗ = (. . . ((e∗a∗

1)
∗a∗

2)
∗ . . . a∗

n)∗pf� �������� �� �f � ��c �������	 � 
����b�
 be 	�c �	g �f� �b�d�����	 ��������e ������	g�	 �f� ��c �������	 7
V W�_[][^_ 8 �s z� u�w xutt �s�

(e e1 . . . en)
��

η
�u�w z�vuv � sx{ � � u zttsq�z�u ��t 
���c ������	 ��� �q� �t z tu��u�qu s� �z{ uv u�w xutt �s�t

{ei : αi+1 → . . . → αn → α | i ∈ [0..n]}
vu� �uv zt �

e0 = e {ei = (e∗i−1 a∗
i ) | i ∈ [1..n]}

� u�qu
(e a1 . . . an)∗ = e∗n¯���c ������	 ���e � ��	
�c �	��� ���� �	 �f� 	�d� �����	 j 	 ���c  �� ���������	 ��� l h�g�� 7

e ↓ e∗ (
�	

e) {ai ↓ a∗
i (

�	
ai) | i ∈ [1..n]} {ei ↓ e∗i−1 (

�	
ei−1) | i ∈ [1..n]}

(e a1 . . . an) ↓ e∗n (
�	

e + Σi=n
i=1 (ai + ei + 1))

°�´
	 ���

ai
� �� b��� �e� � l �� 	�cb�� �� ���

ai
� � ���c ����� ���	���ej ·�f��h �� l �� ��	 b����������e 
���c ���
 �	�� � �c �� c ��� ���c ����� ���	����� be ����e�	g �f� �c � ���f	���� ja� h ��� �� ��f �	 �d�c ��� �	 �f� 	�d� ����g���f j·�� g��� 	�h � �� �d��� �f�� 	�cb�� �� ��� �	 ���c  �� ��c ���d ���� j p� �f� �	
 l h���	�
�� �f� �d�����	

(e x1 . . . xn)
l hf���

x1, . . . , xn
��� 
���	�� ���f �����b�� �� ��� �������e��

α1, . . . , αn
j n��

γi−1
b� �f� ��������	

{xi 7→ (a∗
i , ai), . . . , xn 7→ (a∗

n, an)}ke ��� �	�����������	 l
ei = Cpx(ei).2(γi)

l �	

ai = Cpx(ai).2

�	��
ai

� g���	
 j ³�b������	gb��� ��c ���d��e ��	����	 �	�� °�´ e���
 °a� �c �� �f� j� ����ehf���´ 7
e ↓ e∗ (

�	
Cpx(e)(γn)) {ei−1 ↓ e∗i−1 (

�	
Cpx(ei−1)(γi−1)), ai ↓ a∗

i (
�	

Cpx(ai)) | i ∈ [1..n]}

(e a1 . . . an) ↓ e∗n (
�	

Cpx(e)(γ0) + Σi=n
i=1 (Cpx(ai) + Cpx(ei)(γi) + 1))

¡�Z[� £WX � a� 	�h ����e �f� ������� 
�����	 �� �f� ��� �� �����b�� j pf� ��c ���d ��e �� �f������b��
X

h��� b� �f� 	�cb�� �� ��� 	��
�
 ��� ��������	g �f� �d�����	
X a1 . . . an

l ��c �	g�f��
a1, . . . , an

��� �f�
η

o�d��	
�
 ���c  �� 
���	�� �����b�� �� �f� ����������� �e� � j a� h ������� �� 	�cb�� �� ��� f��� l ���f��gf h� ����
 ������� �f�c be ��c ���d ���� � h��� j
1,�)\£W % �s�t �vux z �zx�z ru

x
s� ��w u

α� �� uxu
α

�t z  ztu ��w u � �� u�
x

�t
η
�u�w z�vuv� x∗ : α�z�v

Cpx(x) = x0 : �� �t vu� �uv zt tz��t� � ��y
x ↓ x∗

0 (
��

x0)

1,�)\£W ( �s�t �vux �s� z �zx�z ru
f

s� ��w u
α → α� �� uxu

α
�t z  ztu ��w u� � � s�x ztt�{w ��s� �

f
sqq�xt zt ru� ��zxy�{ u�� s� z� zww r�qz��s�

(f a)
�� uxu

a : α
� �t��y s�x w xu��s�t ��vu� uv �s�z��s�

f0 = f � z�v
f1 = f∗a∗ � � u � z�u �

f ↓ f∗ ��� f0), a ↓ a∗ ��� a), f∗a∗ ↓ (fa)∗ ��� f1)

fa ↓ (fa)∗ ��� f0 + a + f1 + 1)
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��������� ��� ����� �� �!� " !#  $ % �%���&��� � '" �( &%��%� )�� %( ��

�� uxu� sxu�
(f a) ↓ (f a)∗ (

��
Cpx(f)(a∗, a))

� ���
Cpx(f)(a∗, a) = f0 + f1 + a + 1

1,�)\£W ' �s�t �vux � �zr r� z �zx�z ru
F

s� ��w u
(α → α) → α� �� uxu

α
�t z  ztu ��w ut � � � s�xztt�{w ��s� � F

sqq�xt zt ru� ��zxy�{ u�� s� �� u zww r�qz��s�
(F λx : α.(f x))

�� uxu
f : α → α

� �t ��yzy z�� s�x w xu��s�t ��vu� uv �s�z��s� � � u � z�u �

F ↓ F ∗(
��

F0)

f ↓ f∗(
��

f0) x ↓ x∗(
��

x) (f∗ x∗) ↓ (f x)∗(
��

f1)
(F ∗ λx.(f x)∗) ↓ (F.λx.(f x))∗(

��
F1)

(F λx.(f x)) ↓ (F.λx.(f x))∗(
��

(F0 + (f0 + x + f1 + 1) + F1 + 1))

� �[_ \Z^\ WZ]-�
¨W)) � % ���u� z w xsyxz{

P
� ��� � xuu �zx�z rut

x1, . . . , xn � z�v z y xs��v t� t���� ��s�
σ : x1 7→

v1, . . . , xn 7→ vn � �� u�
Cpx(Pσ) = Cpx(P )(x1 7→ Cpx(v1), . . . , xn 7→ Cpx(vn)) = ((Pσ)∗, Pσpf�� � l

Cpx(t)
����� ��� 
��	����	 �� � ��c ���d ��e ��	����	 ���

t
j

� Z^ ^� % �� u w xss� t� s� rv  u  � ��v�q��s� s� �� u t�x�q��xu s�
P ��s� vs�u� �

2

V [X]�_YW ]^ ]¦W ]�Z§W] � ³� ��� l h� f��� 	�� ���g���
 ���e c��f j pf� ��c ���d ��e �� � ���g��c� 	�h �d����
 � � ���g��c hf�� ����c ���� ����e �� �� �������	 j ·� ����� l �� h� ����
���� �f�� �������	 l h� h���
 g�� �f� ��c ���d ��e �� �f� �	���� ���g��c j |�� �d�c ��� l �� h� �	�h
�	 �
��	�� �f� ��c ���d ��e �� �f� ���g��c ��g�c �	� l �f�	 �f� ��c ���d ��e �� �f� ���g��c ����f�� ���������� ��g�c �	� h���
 b� 
����b �
 � � ��	
o���	� ���g��c j a� h ��� 	�� ���b����� �	�f � �
�� �f�� h� f��� 	�� �d�����
 e�� l �	
 ��	��	����� �	 ���
 �	 ��e�	g �� y�utt �f� ��c ���d ��e�� � ���g��c �	
 �ux�� � �f�� �f� g�� c ��� �	� j |�� �f�� l h� h ��� �� ���h k�	}�	g�� � �
�� �	
��	�
�� �f� ���g��c ���� � � f�gf��o��
�� �����b�� ������
 �� �� ���c �� ��g�c �	� l �	
 ��e ������e �f� ������� �	��e� 
����b�
 ��� ����������� ���c  j
� ���������� ��#� !�� �� ��� �� ���������� ���������

·�� ��	g��g� ��� ���������	g ��c ���d ���� 
�� 	�� �����e g��� � c��f �	 �gf� �b��� �f����b�� ���e	�c ��� g��h�f °�� � ������	 
�g���´ �� � g���	 ���g��c j p� ��f���� ��f � g��� l h�	��
 �� �����d �c ��� �f�� ��c ���d��e ��	����	 j �����d �c ����	 h��� �f�c ���� � c ���f�c  jpf� �����d �c ����	 �� � ��� �d�����	 � �f� c �d�c�c �� �f� �����d �c ����	 �� ��� b��	�f� j pf������d �c ����	 �� � ��c ������	 � �f� ��c ������	 �� �f� �����d �c ����	 j ³� � �f� ��� �� � ����d�����	 j pf� 
�� ����e ��c � h ��f �f� �	
������ ��	����� l �	�� �����d �c ���	g �f� ��c ���d �����	�����
 �	 �f� �������� ���� 
�� 	�� �� �� �� �b���	 �	 �����d �c ����	 ��� �f� �d���	� ����� jp� f�	
�� �f� ��� l h� �	���
��� �	 �	���c �
���� ��� ��	g �������	�� �������	 j ~��	g ���c�������	�� �������	 �� c ��f�c ������ ��	����	 f� b ��	 ��
��
 �	 
���f �	
 �c ���c �	��
 �	������ ��c ����� ��g�b�� e��c  ��f � l ��� �d�c ��� l m ��f�c ����� �� m ����� jk��
� �f� ���c �� ��g�c �	� �� �f� ���g��c l �f� �	
������ ���c f� ���b�e ������ �	
��������g�c �	� j¢ ^]�][^_ �_¤ � XX�) \][^_X % � a� 
�	��� be
r(m)

�f� �������� ���c
�	


(m; v; λz.w[z]) :=
���

m
��

b ⇒ v, s(t) ⇒ w[
�	


(t, v, λz.w[z])]

���© �� « ¬pn 7 �������� � n�� � j� � |���	����� � � � �j�i«n p��f	���gel |��	�� p�����c «® ¯ l ¬«�o|���� l nµ l n�k« l n·«� l n« l n³� �



�������� ² ����������	 
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�� �e� �
β

�	 �f� �	����	c �	�
{m : α}

�e��	g �� �	
������ ��g�c �	�
m

j a� ��c � �f�� �f��� ��d����e �	� �	
������ ��g�c �	� ��� ���f �������� ���c °�cb�

�
 �������	 ��� ����
 ���´ j a���� ��c � �f��
m

� �	 	��c �� ���c l �f�� � l
m = m∗ �	�� �f� ��c ���d ��e

m
�� ��������	g

m
��c ���e �

�
 �� �f� ������	g ��c ���d ��e

r(m∗)
� ��	 ���c �f� 
�����	 �	 ����g���f� 7��� j|�� �c ������e �� 	������	 l h� h ��� ��

e′
��� �f� ��c ���d ��e °	�cb�� �� ���´ �� �f� �d�����	

e
j ³�	��

r(m), v
�	


w[z]
f��� �f� �c � �e�� �	 �f��� ��� ������ �	����	c �	� l �f��� ����obeo��������������	 f��� �f� �c � �������� 
����b �
 �	 ����g���f � j� l f�	�� �f��� 
���c ������	 ����c ���� j � �c �

r(m)
f� �e� �

α → β
�	 �f� �	����	c �	�

{m : α}
j a� �f�	 ��

r0(m)
���

r(m)
l

r1(m)
���

r(m)∗ x∗ l hf���
x : α

l
v0

���
v

l
v1

���
v∗ x∗ l

w0[z]
���

w[z]
�	


w1[z]
���

w[z]∗ x∗ j a�f��� �f� �����h �	g �������	 7
r(m) =

���
m

��
b ⇒ v, s(k) ⇒ w[r(k)]

((r(m))∗ x∗) =
���

m∗ ��
b ⇒ (v∗ x∗), s(k) ⇒ (w[r(k)]∗ x∗)³�	��

r(m)∗ = r∗(m∗) = r∗(m)
l �f� ��� �������	 b���c � 7

(r∗(m) x∗) =
���

m
��

b ⇒ (v∗ x∗), s(k) ⇒ (w[r(k)]∗ x∗)����e�	g ��� ���� ��� ��c ����	g ��c ���d���� �	
 ��c c � �l h� g�� 7
r′0(m) =

���
m

��
b ⇒ 1 + v′0, s(k) ⇒ 2 + w′

0[r
′(k)]

r′1(m) =
���

m
��

b ⇒ 1 + v′1, s(k) ⇒ 2 + w′
1[r

′(k)]hf��f ��	 b� h�����	 � �������	�� �������	 � �� ���h  7

r′0(m) =

{

1 + v′0
��

m = b

2 + w′
0[r

′
0(k)]

��
m = s(k)

r′1(m) =

{

1 + v′1
��

m = b

2 + w′
1[r

′1(k)]
��

m = s(k)·� ����� l hf�	
m

� � 	������ 	�cb�� l �f�	
k = m − 1

j ³�c �����el hf�	
m

� � ��� ���
cons(a, k)

�� �}�
n

l �f�	
k

� � ��� ��� �� �}�
n − 1

j pf� ��� �� ���� ���
 �� ����� 
�� ������ l�	�� h� 
� 	�� f��� �	e ���� �b��� �f� �}� �	
 ��c ���d��e �� �f� ���� �	
 ��gf� �b���� �	 ���c �� �f� hf��� ���� j � h��� ��� �����d �c ����	 � 	��
�
 �	 �f� ��� j pf� ���
 �� ��� ���	
��c ����	 7� XX�)\][^_ ( � a� ��c � �f�� �f� �	
������ �e� �
α

��	�
���
 
�� 	�� f��� � ��	����o��� hf�� �e� � ��	���	 c ��� �f�	 �h� �������	�� ��
α

j ¬ ������ 	�cb�� �	
 ��� ����e �f����������	 j pf�� ��� �f� �	�e �h� �	
������ �e� � �������
 � ��� be ��� �c ���c �	�����	 j| �	���el h� ��	 ����e 
����� �f� ����� ��c ���d ��e �� �f� �	
������ 
��	����	 be �c c �	g ���f� �b���	�
 ��c ���d ���� � �d����	�
 �	 ����g���f � j� j �d�c ��� ��� ������
 ��� �	 �f� 	�d������	 j
� �������� ��#� !�� �� ���

|�� ����	g �������	�� �������	 l ��c ����� ��g�b�� e��c  �����
� ���� ��� ����	g e��c  ���������	�� �������	 �	 �	� �����b�� l hf��f �d����	 ��� ���������	 �f�� �������� ���g��c  
���	
�� � �	g�� �	
������ �����b�� j ±	�����	����el ���	 h ��f �f� ���������	 l ��� c ��f�
 g�	�����e��c  �� �������	�� �������	 
�� �	
�	g ���	 ������ �����b�� °�� ����c ����´ j a� �f�������	��
 �� ���	���c �f�� e��c  �� �������	 �� ���� h ��f �f� ���b ���� �� �� �f�� e��c  j
� �� � �� ��� 	�
�� ���
 ���� ����
 
���

���


pf� g�	���� ���c �� ��� ����c �����}�
 �������	�� �������	 �
R(m, p1, · · · , pn) =

{

F (p1, . . . , pn)
��

m = 0
G(p1, . . . , pn, m, R)

��
m > 0
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R∗(m, p0, p1, p2, p3) = c0(m) + c1(m)p0 + c2(m)p1 + c3(m)p2 + c4(m)p3
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c0(m) = a + b + 1 + c0(m − 1);c0(0) = 1
c1(m) = c1(m − 1) ;c1(0) = 0
c2(m) = 2 + c2(m − 1) ;c2(0) = 0
c3(m) = c3(m − 1) ;c3(0) = 0
c4(m) = 1 + c4(m − 1) ;c4(0) = 0
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c0(m) := −a − b + (a + b + 1)(m + 1)
c1(m) := 0
c2(m) := 2m
c3(m) := 0
c4(m) := m
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