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[1]
︷ ︸︸ ︷

(A ∨ C) ∧ (B ∨ C)
∧E1

A ∨ C

[1]
︷ ︸︸ ︷

(A ∨ C) ∧ (B ∨ C)
∧E2

B ∨ C

[2]
︷︸︸︷

A

[3]
︷︸︸︷

B
∧I

A ∧ B
∨I1

(A ∧ B) ∨ C

[4]
︷︸︸︷

C
∨I2

(A ∧ B) ∨ C
∨E[3,4]

(A ∧ B) ∨ C

[5]
︷︸︸︷

C
∨I2

(A ∧ B) ∨ C
∨E[2,5]

(A ∧ B) ∨ C
⇒I[1]

(A ∨ C) ∧ (B ∨ C) ⇒ (A ∧ B) ∨ C

��'� )D%)'�( &(, +�2��(�)(, E &���(� @( ��	 &( @% �1F@( (	B@�G�( E (� B��)+,%�- E @( )%, �)D�%�- E @( �'	��� &(,
DGB�-D1,(, @(*�(, �
��'� )D%H'( 2('+@@( &( @ A%�0�( E +�&+H'(� ,+ @ ADGB�-D1,( %,,� )+�( % �-� @(*�( �' ��� I�%G(� @(, DGB�-D1,(, @(*�(, E (�-�'�(�
@(, DGB�-D1,(, �(,-%�-(,J �
K LM NOPQ R SNTSQP UQP VWM NSV XPQP YUQP OTZ L[NP QOS[Q \[N\V QSP] PNOS ^ [_WQ[
$% )��)@',+�� &( )(- %�0�( &( B�('*( (,-`(@@( '� -D���1	 ( a bTc��'�H'�+ a
K LM NOPQ R \_[ UQP [Xd UQP PNO[ \N[[Q\SQZ QOS QZM UNWLQP QS SNTSQP UQP V WM NSV XPQP PNOS UQeLQP f

��'� @(, (g(�)+)(, ,' +*%�-, E +@ , A%F+- &( &�	��-�(� '�( B��B�,+-+�� @�F+H'( (� &�&')-+�� �%-'�(@@( (� �)�+*%�- @ A%�0�(
&( B�('*( � h%�, @(, %�0�(, &( B�('*(, &(	 %�&�, E *�', *('+@@(�(i j 0+(� ��-(� @( ��	 &( )D%)'�(, &(, �1F@(, '-+@+,�(,
(- E @( )%, �)D�%�- E j +�&+H'(� @(, DGB�-D1,(, @(*�(, �

34567875 k :; <=>?

[3]
︷ ︸︸ ︷

A ∨ B

[4]
︷︸︸︷

A

[2]
︷ ︸︸ ︷

(A ⇒ C) ∧ (B ⇒ C)
∧E1

A ⇒ C ⇒E

C

[5]
︷︸︸︷

B

[2]
︷ ︸︸ ︷

(A ⇒ C) ∧ (B ⇒ C)
∧E2

B ⇒ C ⇒E

C
∨E[4,5]

C

[1]
︷ ︸︸ ︷

C ⇒ (A ∧ B
⇒E

A ∧ B
⇒I[3]

(A ∨ B) ⇒ (A ∧ B)
⇒I[2]

[(A ⇒ C) ∧ (B ⇒ C)] ⇒ [(A ∨ B) ⇒ (A ∧ B)]
⇒I[1]

[C ⇒ (A ∧ B)] ⇒ [(A ⇒ C) ∧ (B ⇒ C)] ⇒ [(A ∨ B) ⇒ (A ∧ B)]
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[2]
︷︸︸︷

A

[3]
︷︸︸︷

B
∧I

A ∧ B

[1]
︷ ︸︸ ︷

(A ∧ B) ⇒ C
⇒E

C
⇒I[3]

B ⇒ C
⇒I[2]

[A ⇒ (B ⇒ C)
⇒I[1]

[(A ∧ B) ⇒ C] ⇒ [A ⇒ (B ⇒ C)]
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[2]
︷ ︸︸ ︷

P (a)

[1]
︷ ︸︸ ︷

∀x P (x) ⇒∀y Q(y)
∀E( x

a
)

P (a) ⇒∀y Q(y)
⇒E

∀y Q(y)
∀E( y

a
)

Q(a)
⇒I[2]

P (a) ⇒ Q(a)
∀I

∀x (P (x) ⇒ Q(x))
⇒I[1]

[∀x P (x) ⇒∀y Q(y)] ⇒ [∀x (P (x) ⇒ Q(x))]
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[4]
︷ ︸︸ ︷

a ∈ A

[1]
︷ ︸︸ ︷

A ⊆ B
⊆∀E⇒E

a ∈ B

[2]
︷ ︸︸ ︷

B ⊆ C
⊆∀E⇒E

a ∈ C

[4]
︷ ︸︸ ︷

a ∈ A
∧I∩

a ∈ C ∩ A

[3]
︷ ︸︸ ︷

B ∩ A = ∅
=E

a ∈ ∅

[5]
︷ ︸︸ ︷

a ∈ ∅� � � � � � �
∅ déf

⊥
⊥E

a ∈ A
ext[4,5]

A = ∅
⇒I[3]

(C ∩ A = ∅) ⇒ (A = ∅)
⇒I[2]

(B ⊆ C) ⇒ [(C ∩ A = ∅) ⇒ (A = ∅)]
⇒I[1]

(A ⊆ B) ⇒
[
(B ⊆ C) ⇒ [(C ∩ A = ∅) ⇒ (A = ∅)]

]
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[4]
︷ ︸︸ ︷

a ∈ A

[1]
︷ ︸︸ ︷

A ⊆ B� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
⊆ déf

∀x x ∈ A⇒ x ∈ B
∀E( x

a
)

a ∈ A⇒ a ∈ B
⇒E

a ∈ B

[2]
︷ ︸︸ ︷

B ⊆ C� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
⊆ déf

∀x x ∈ B⇒ x ∈ C
∀E( x

a
)

a ∈ B ⇒ a ∈ C
⇒E

a ∈ C

[4]
︷ ︸︸ ︷

a ∈ A
∧I

a ∈ C ∧ a ∈ A� � � � � � � � � � � � � � � �
∩ déf

a ∈ C ∩ A

[3]
︷ ︸︸ ︷

B ∩ A = ∅ =E

a ∈ ∅
⇒I[4]

a ∈ A⇒ a ∈ ∅

[5]
︷ ︸︸ ︷

a ∈ ∅� � � � � � �
∅ déf

⊥
⊥E

a ∈ A
⇒I[5]

a ∈ ∅⇒ a ∈ A
∧I

(a ∈ A⇒ a ∈ ∅) ∧ (a ∈ ∅⇒ a ∈ A)� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
⇐⇒déf

a ∈ A ⇐⇒ a ∈ ∅
⇒I[3]

(C ∩ A = ∅) ⇒ (A = ∅)
⇒I[2]

(B ⊆ C) ⇒ [(C ∩ A = ∅) ⇒ (A = ∅)]
⇒I[1]

(A ⊆ B) ⇒
[
(B ⊆ C) ⇒ [(C ∩ A = ∅) ⇒ (A = ∅)]

]


