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1 Contexte

Dans le systéme Coq, les fonctions et prédicats ne peuvent étre définis que par induction,
et deux propositions ne sont considerées équivalentes que si les définitions inductives (et la (-
réduction) permettent de passer de I'une & l'autre. Cela est trop restrictif : certaines définitions
inductives, bien que valides, ne sont pas acceptées par Coq ; et certaines égalités, pourtant montrées
de maniére inductive, ne sont pas utilisées par le systéme pour identifier deux propositions.

La récriture est une maniére plus générale et plus souple de définir les fonctions et les prédicats
qui englobent les définitions inductives, et qui permet d’identifier davantages de propositions, et
donc de s’affranchir de davantage de détails purement calculatoires dans les preuves. C’est donc
une extension conservatrice de Coq dans le sens ot tout théoréme prouvé sans utiliser de récriture
est toujours valable dans Coq étendu avec de la récriture.

Depuis les premiers travaux sur la combinaison du A-calcul et de la récriture de Breazu-Tannen
et Gallier en 1988-1989, de nombreux chercheurs ont contribué a son étude. Nous ne citons que
quelques travaux : [6, 3, 7, 5]. Pour le projet Averroes, nous nous appuierons sur les travaux parmi
les plus récents : [4, 1, 2].

2 Discussion préliminaire

Avant de décrire les systémes de récriture qui devront étre acceptés dans la future extension de
Coq, il convient de préciser quels objets de Coq seront ainsi “définis” par ces régles de récriture,
car plusieurs options existent qui conditionnent le développement de cette extension.

Option 1 : considérer des régles de récriture définissant des axiomes ou paramétres. Pour prendre
un exemple concret, dans cette approche, I’addition sur les entiers naturels pourrait étre définie
en déclarant un parameétre plus :nat=>nat=>nat et les régles plus x 0 -> xetplus x (S y)
-> S (plus x y). Cette approche est celle qui a été étudiée jusqu’a maintenant. Elle permet,
pour ce qui est des fonctions, de se passer de la notion de récurseur. En fait, les récurseurs
eux-mémes sont des cas particuliers de telles définitions.

Option 2 : considérer des régles de récriture issues d’égalités prouvées. Dans cette approche,
les fonctions continueraient d’étre définies par induction mais, si une égalité prouvée peut étre
orientée de fagon & préserver la terminaison et la confluence, elle pourrait étre utilisée comme
régle de récriture. Par exemple, une fois I'associativité de ’addition prouvée, celle-ci pourrait
étre utilisée comme régle de récriture. Cette approche commence & étre étudiée par Nicolas
Oury au LRI.

Nous avons choisi option 1 car c’est ’approche la mieux comprise actuellement et celle qui
nous parait la plus facile & mettre en oeuvre. Cependant, ces deux options ne sont pas exclusives
I'une de 'autre et pourrait a terme étre combinées.

Parallélement & cela, il convient de préciser comment la récriture peut cohabiter avec le sys-
téme de modules. Etant donné que cela fait encore ’objet de recherches, nous avons choisi de
restreindre au minimum l'interaction entre récriture et modules. Ainsi, on ne change rien au sys-
téme de modules. Il n’y a donc pas de types de module permettant de spécifier 'existence de
régles de récriture, et toutes les régles de récriture déclarées dans un module (ou un foncteur) sont
systématiquement exportées.

3 Description des conditions

Nous appellerons :

— symbole tout axiome ou paramétre que ’on souhaite définir 4 I’aide de régles de récriture.
— constante tout type inductif, constructeur, axiome ou paramétre non défini par récriture.
— constante de prédicat toute constante de type (Z:7')s avec s€{Set, Prop}.
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—

~ symbole constructeur tout symbole de type (7 : T)C7 tel que C : (Z: V)s est une constante
de prédicat et |9] = |Z].
Rappel : la sorte d’un symbole ou d’une variable est le type de son type (qui doit justement
étre une sorte, c’est-a~dire, un élément de {Set, Prop, Type}).

3.1 Symboles définissables par récriture

Un symbole f doit étre muni :
e d’un type (& : T)U.
e de l’ensemble des arguments en lesquelles f doit étre monotone (voir Section 3.8.2).
e de l’ensemble des arguments en lesquelles f doit étre anti-monotone (voir Section 3.8.2).
e d’une théorie équationnelle (voir Section 3.2).
e d’une précédence.

e d’un statut décrivant comment, dans les appels récursifs des membres droits des régles, les
arguments de f doivent étre comparés (voir Section 3.3).

3.2 Théories équationnelles

Les théories équationnelles possibles pour un symbole f sont : théorie vide, associativité (A),
commutativité (C), ou associativité et commutativité ensembles (AC). Pour que les équations
soient typables :

e si f est commutatif alors le type de f doit étre de la forme T'= T = U.
e si f est A ou AC alors le type de f doit étre de la forme T'= T = T avec T une constante.

Par ailleurs :
e f doit étre de sorte Set ou Prop.!

En théorig, on peut avoir des théories équationnelles un peu plus complexes. Par exemple, f
de type (£ :T)U, i < j, x; non libre dans T et f(...a;...2;...)=f(...axj...2...).

3.3 Arguments strictement positifs et statuts

Un statut est une séquence (mq,...,mg) ou chaque m; est un ensemble non vide d’entiers
positifs inférieurs ou égaux a |Z|. La comparaison entre deux séquences de termes ti,...,t, et
ui,..., U, est faite de la maniére suivante. Pour chaque i < k, on forme le multi-ensemble M;
(resp. N;) des t; (resp. u;) tels que j appartient & m,. Ensuite, on compare lexicographiquement
(My, ..., My) et (Ny,..., Ng). Les comparaisons lexicographique ({1}, ...,{n}) et multi-ensemble
({1,...,n}) en sont des cas particuliers. Nous décrivons ’ordre utilisé sur les termes dans la Section
3.8.4.

Une constante de prédicat C est strictement positive si C' est un type inductif? ou si, pour toute
constante de prédicat D : (Z': ‘7)5 équivalente & C, pour tout symbole constructeur f : (Z: T)CU,
pour toute constante de prédicat E équivalente & C, si E apparait dans Tj alors T; = (3 : U VEW
et aucune constante de prédicat F' équivalente & C n’apparait dans U ou dans .

Etant donné une constante de prédicat C' : (Z: V)s et une séquence de termes 7 avec |7] = |,

on dénote par ¥|¢ la sous-séquence v;, ...v;, telle que iy < ... <, et {i1,...,%,} est Pensemble
des ¢ tels que z; est de sorte Type.
Soit maintenant un symbole f : (£ : T)U de statut (my,...,mg). L’ensemble des arguments

strictement positifs de f est défini de la maniére suivante : ¢ est un argument strictement positif
si et seulement s’il existe un terme T} = Ct tel que C est une constante de prédicat strictement
positive et, pour tout j € m;, T; = Cu et U|c = tle.

Maintenant, :

11,a récriture au niveau des univers n’a pas encore été étudiée.
?Les types inductifs de Coq sont tous strictement positifs.
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e un symbole C ou AC doit avoir un statut multi-ensemble.

e deux symboles équivalents f et g doivent avoir le méme statut, les mémes arguments strictement
positifs et, pour tout ¢ strictement positif, on doit avoir T = T}.

3.4 Reégles de récriture

Une régle est donnée par :

une paire de termes | — r,

un environnement de typage I' pour les variables libres de r,

une substitution p pour les variables libres de I qui ne sont pas dans I'.
De plus :

[ doit étre un terme de la forme ff avec f: (Z: f)U un symbole et [’ des termes algébriques tels
que || < |Z], un terme algébrique étant soit une variable, soit un symbole ou un constructeur
d’un type inductif appliqué & des termes eux-mémes algébriques.

La présence d’une substitution p peut paraitre inhabituelle mais permet de linéariser certaines
régles qui, si on exigeait que leur membre gauche soit bien typé, seraient non linéaires, sans pour
autant remettre en cause la préservation du typage par récriture (voir Section 3.6). Par exemple,
pour définir la concaténation de listes polymorphes (type list : x = % avec les constructeurs
nil : (A : *x)listA et cons : (A : x)A = listA = listA), app : (A : x)listA = listA = listA, on
peut prendre les régles :

app A" (nil A) 1l — 1
app A’ (cons Axl)l' — cons Az (app AL

avec ' = A :x,x: Al : listA,l' : listA et p={A" — A}. Si on exigeait que les membres gauches
soient bien typés, il faudrait prendre A = A’ et donc vérifier, & chaque fois que ’on souhaiterait
appliquer ces régles, que le ler argument de app est identique au premier argument de nil ou
cons, ce qui serait coliteux et, dans I’état actuel de nos connaissances, ne nous permettrait pas
d’affirmer que le systéme est confluent (voir Section 3.5). Par ailleurs, si A # A’ et une instance
d’un membre gauche est bien typée alors, d’aprés les régles de typage, A’ est convertible & A. On
n’a donc pas besoin de tester que A et A’ sont égaux pour pouvoir appliquer la régle, et celle-ci
préserve bien le typage.

3.5 Confluence

La confluence signifie que 'ordre des calculs n’a pas d’importance. Pour cela, on exige :
e Pour toute régle [ — r, [ doit étre linéaire : chaque variable doit avoir au plus une occurrence
dans [.

e L’ensemble des régles doit former un systéme localement confluent modulo les théories équa-
tionnelles. Cela est décidable car la récriture termine (voir Section 3.8).

3.6 Préservation du typage par récriture

e Aprés application de p, le membre gauche est de type Uvp avec v = {Z — f} dansT': T'Flp:
U~p.

e Le membre droit  doit aussi étre de type Uyp dans I' : T' Fr : U~p.

e Pour toute déclaration x : T dans I', T doit étre un type de x dérivé de [. Le type dérivé de ¢
du sous-terme de ¢ & la position p est défini de la maniére suivante :

— 7(ft,ip) = 7(t;,p) si p # e (mot vide)
—r(fti)=T0si f: (T:T)U et 0 = {T — }

e Pour chaque variable x dans le domaine de p, il existe un sous-terme de [, disons t, tel que :
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— le type de t dérivé de [, noté T', est un terme algébrique contenant une occurrence de x et que
des symboles constants,

— t est de type Tp dans T'.

3.7 Cohérence logique

La cohérence logique est assurée si chaque symbole f satisfait une des conditions suivantes :3

e f est un symbole constructeur.
e le type de f est de la forme (¥ : T)T;.

3.8 Terminaison

Afin de décrire les conditions de terminaison, nous devons d’abord introduire quelques défini-
tions.

3.8.1 Positions positives et négatives

Tout d’abord, la notion de positivité. Les positions* positives et négatives d’un terme sont
inductivement définies de la maniére suivante :

~ Pos’(s) = POS‘S(Z') ={e|d=+4}

~ Pos?((x : U)V) = 1.Pos™%(U) U 2.Pos®(V)

~ Pos? ([ : ] ) = 2.Pos’(v)

~ Pos(t )*1Pos()51t7éff

— Pos®(f1) = {1111 | 6 = +} U U{111-12.Pos*5(t;) | i € Mon®(f),e € {—, +}}

oud € {—,+}, —+ = — et —— = + (régle usuelle des signes).

3.8.2 Conditions de monotonie

Nous devons vérifier qu'une fonction dont des arguments ont été déclarés comme monotone ou
anti-monotone est effectivement monotone et anti-monotone par rapport a ces arguments. Pour
chaque régle ff — 7T
e aucun symbol plus grand que f n’apparait dans r,

e si i est un argument monotone (resp. anti-monotone) alors /; est une variable apparaissant
seulement positivement (resp. négativement) dans r.

Pour les symboles constants, les conditions de monotonie font partie des conditions d’accessi-
bilité décrite en Section 3.8.3.

3.8.3 Arguments accessibles

Etant donné un symbole f : (Z : f)U, j est un argument accessible de f si :

— f est un symbole constructeur de U = Cv.

— tout symbole équivalent & C' apparait seulement positivement dans U;.

— aucun symbole plus grand que C n’apparait dans Uj.

— toute variable de sorte Type libre dans U; doit étre égal & un v;.

— sl 7 est argument monotone (resp. anti-monotone) de C alors v; doit étre une variable apparais-
sant seulement positivement (resp. négativement) dans Uj.

311 existe une autre condition, trés générale, reposant sur la complétude des régles de récriture [4] mais sa mise
en oeuvre nécessite davantage de recherche.

411 s’agit de la notion habituelle de position : Pos(s) = Pos(f) = Pos(x) = ¢ et Pos(uv) = Pos((z : u)v) =
Pos([z : u]v) = 1.Pos(u) U 2.Pos(v).
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3.8.4 Ordre sur les termes

Etant donné une régle (I — r, T, p), on définit ci-aprés Pordre utilisé pour comparer les appels
récursifs de r avec [.
Un couple de termes (u, U) est accessible modulo une substitution p dans un couple de termes

t,T)sit=fi, f:(7:0)CF |al =], u= uj, j est un argument accessible de f, v = {§ — d},

Tp = Cvyp, Up = Ujvyp et aucun D équivalent & C' n’apparait dans p.
L’ordre utilisé est, pour les arguments non strictement positifs, la relation d’accessibilité. Pour

les arguments strictement positifs, (¢t,7') > (u,U) si :

—t=ft, f:(Z: TCT, v = {# + £} et aucune constante de prédicat équivalente 4 C n’apparait
dans vvyp.

- u =z avec x € dom(T").

— (2, V) est accessible modulo p dans (¢, 7).

- Vp=al'=(y: U)Czﬁ, 0 ={y— U}, Up = CwWé et aucune constante de prédicat équivalente a
C n’apparait dans UJ.

- Typle = Wilc.

3.8.5 Conditions de terminaison
Pour toute régle (I — 7T, p) avec I = f, f: (Z: T)U et v = {Z+ I}
e chaque variable de I' est accessible dans L.
e dans le membre droit r, tous les appels récursifs sont faits sur des arguments plus petits en
utilisant le statut de f (voir Section 3.1 et 3.3) et l'ordre sur les termes décrit en Section 3.8.4.
e la régle est stre : vp est une injection de ’ensemble des variables libres de TU de sorte Type
dans ’ensemble des variables de I' de sorte T'ype.
e si f est de sorte T'ype alors :
— chaque variable libre de r de sorte T'ype est égale & un I,
— | — r n’a aucune paire critique avec les autres régles.
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5En théorie, on peut également rajouter n’importe quel systéme de récriture du premier ordre, convergent et
non-dupliquant, mais cela nécessite 1’utilisation d’outils externes pour vérifier la terminaison.
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