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���
sσ = �

��
eq� �

τeq = (∀T :u ?)T → T → ?
���

seq = �
�

£��f 
 �� �`� ���f
[λx :a t]t, (∀x :a t)t, tt

��� ��
��������c �����
 �b
�������	
 h ���
���
 h �	
����������	
 d ¨ 
 �
��� h _� ��	
�
�� ���f 
 �� �� 
���a���
����	^ ��	�f �	^ �� b��	
 �����b��
 h �	
_����
t1 →a t2

���
(∀x :a t1)t2

_`�	����
x 6∈ FV(t2)

d ¨ ���f �
 � �
��� �� �� `�
 	� ���� �����b���	
 � �� �	���� _`�	 b���� 
� ���c ���f �����b��
 �	
 ��	����	 
cfb��
 �	
X ? ∪ F?

de����� 
��	�	^ �`� �c��	^ 
��������	 h _� 
��	� 
c	������ ���f 
 ���

�
 k
R S
[WYWZ[ # �� ���
�� 	�

O
�
P

�
K

�
E

�� � ������� 
� �bi ��� ����� � ���
����� ����� � j�	^ ����� ����g���	 ����� ���� �� ���������� � �� ��� ��� 	� �
O ::=X ? | F? | [λx :a C]O | [λx :a K]O | OO | OC
C ::=X� | F� | (∀x :a C)C | (∀(x :a K)C | CO | CC
K ::= ? | (∀x :a C)K | (∀x :a K)K
E ::= ��
� ��� ����

t
� � � � ���� ��

CL(t) = D
��

t ∈ D
� 
�

D ∈ {O, C,K, E} ���
CL(t) =⊥


�� ��� ��� �
�
�

D ∈ {O, C,K, E}
� � � ��� ��

D + 1
	�

(O, C,K, E) + 1 = (C,K, E ,⊥)
�
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� �� ������ 	
���
����

R S
[WYWZ[ " �� �	����	f �	� �� � � 
���	�� ��� �� �������� 
� ��� � ���������
�� 
� �� � � 
��
[x :a T ]�

T ∈ T
� � ��� �
 �����	�� �������� �� ��� �

�� �����
�� ���
∆

�� �� �g��	
��	 
� �� �����
�� ���
Γ = [x1 :a T1], . . . , [xn :a Tn]

� � ������
Γ ⊆ ∆

� ��
∆

�� 
� �� � � 
��
∆ = ∆1, [x1 :a T1], ∆2, . . . , ∆n, [xn :a Tn], ∆n+1

�
�� �
� � ����� �� �����
�� ���

Γ = [x1 :a T1], . . . , [xn :a Tn]
� �� � 	� ���� �� �� � ��	����� ��
�

{xi 7→ Ti}

� �
� ��� �� ������

dom(Γ)
�
{x1, . . . , xn}

�£c��	^ i �
^�f �	�
 ��� � ������
Γ ` t : T

� �� ���
Γ

�� �� �����
�� ���� ���
t, T

��� ���� � �
£`� �c� �	^ ����
 �� ��� ^���	 �	 s�^��� � d� ��� ���c 
�f ���� �� �`�
� �� ¤¤ d ¨		������	
 ����
�
 �� ��	���� 
�b
�������	
 �
 
��	 ���f ���� � �� d �~w� �
�
 � c�� �	
� �����
 ��f ��c

{∼Γ}Γ�� ��	^���	�� �������	
 b ��_��	 ���f 
 h ���	 �	^
=α,β

d
������ ` τf : sf

` f : τf

���������
` ? : �

� !"� Γ ` T : sx

Γ, [x :a T ] ` x : T
	
x 6∈ dom(Γ)


 �# $!%� Γ ` t : T Γ ` U : sx

Γ, [x :a U ] ` t : T
	
x 6∈ dom(Γ)




��&"�'�()*� Γ ` U : sU Γ, [x :a U ] ` V : sV

Γ ` (∀x :a U)V : sV

����+�*"!)*� Γ, [x :a U ] ` v : V Γ ` (∀x :a U)V : s

Γ ` [λx :a U ]v : (∀x :a U)V

���,,�-�)!* ��.� Γ ` t : (∀x :a U)V Γ ` u : U

Γ ` tu : V {x 7→ u}_`��� ��
a = r

�	

U →∗

β eq T t1 t2
_��`

t1, t2 ∈ O�`�	
t1 ∼Γ t2

��/�.0�$"+��.� Γ ` t : T Γ ` T ′ : s′ T ∼Γ T ′

Γ ` t : T ′

s�^��� �k ¤¤¤ �c��	^ ����


� �� 1���
�2���

l�� �������
 ��f 
 �� �
�	^ �	 ��b �����c 
���
��	 ��� ��
��� ��� 
�f � ��^���� �`���c
T

�� 
������	���
��	 ^���
 d s��f���
 �	 �`�
 ��^���� �`���c _ ��� b � b���� ���f �`� 
cfb��
 �	
F?

d ¥	 ������� h�`� �`���c _ ��� b � 
�f � 
���
�b�� ���^f �	� �� � ��
�a��
�� �`���cd ¨	��`�� ���b��f �
 �`�� 
cfb��
�	 ��� 
� 	�� 	��
 �� b � ��f ������c ������
 h _`��� �`�c 	��
 _`�	 ��	
�
���
 �
 
cfb��
 �� �`��`���c k _� _ ��� �`������� 
�
��	^��
` �`� 
cfb��
 �
�
 �	
T

���f �`�
� �
�
 �	 ��� d
R S
[WYWZ[ % � ���� � � ���� � ��� ������ �� ������
�

R
��� ����

α3��� ������ �� ��� � 
��3�
3
��� ��� ���
πR

� �
� ��� ��� ����� ������� 
� ���� � �
 � ���
Y


� � ���� �����	��� � 4��
t

	� � ��� ����
�� ���� �� ��� ��

capR(t)
	� �

•
4��

t = x ∈ X
� 
� ��

capR(x) = x  
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•
4��

t = (. . . (f t1) . . .)tn
� ���

f ∈ F?
���

| ar(f)| = n 3 �� �� ��
f

�� ��c ������
 �

� ��

capR(t) = f(capR(t1), . . . , capR(tn))  
• ��� ��� ����

capR(t) = πR(t)
�

�� ���� 
�
R

�� �
� �� �
���������
capR(t) = capS(t)

���
πR(t) = πS(t)

�� ���
S

�� �� �
�� � � ���� �
�������� ������
� �
��������

R
�

¥	 �`�
 ���	
���f ����	 h �`� 
�a�����
 � ���� ��	���� � ��
t

`��� b��	 �b
������
 bc � ��	
��	� h�����
�	^ �� �`��� ��������	�� ���

 f �
���
R

d
capR(t)

�
 
�f ���f �
 �����
 �`� ��� 
�
t

� 
�� �

R

d ]� ��	 	�_ 
��	� �`� �������	
∼Γ

��� �	 �	����	f �	�
Γ

k
R S
[WYWZ[ � 
� � � �� ��� 
� ������
��

{∼Γ}
� ����� �� 	� ��� ��� �����
�� ����� �� ��� ��� 	� �� �

�� ��� 
� � ����� � �� �

�
β
� t =β u

t ∼Γ u

��� � [z :r W ] ∈ Γ W →∗
β eq T u v u, v ∈ O

u ∼Γ v

�� $'� {cap∼Γ
(u) = cap∼Γ

(v) | u ∼Γ v} ` cap∼Γ
(s) = cap∼Γ

(t)

s ∼Γ t

��"!.+� t ∼Γ u u ∼Γ v

t ∼Γ v

����� t ∼Γ u

u ∼Γ t

��,,� t1 ∼Γ u1 t2 ∼Γ u2

t1t2 ∼Γ u1u2

��!�� t1 ∼Γ u1 t2 ∼Γ u2

[λx :a t1]t2 ∼Γ [λx :a u1]u2

�&"�'� t1 ∼Γ u1 t2 ∼Γ,[x:at1] u2

(∀x :b t1)t2 ∼Γ (∀x :b u1)u2
	
x 6∈ dom(Γ)

h
a ≺ b




s�^��� � k £`� ¤�	���
��	 ¡������	
∼Γ

l	� ��	 _�	
�� _��`�� � 
�f ���� 
��	����	 �� ��	���
��	 _���
 b� ��

�b�� d £`� �	
_�� �
 	��	� _�	�
 ��	���
��	 �� b� 	�	 ���� ��� d §��	�	^ ��	���
��	 �
 � �g���	� �������c ��f � ���f �`������ �� �`� 
�b
�������	 ��f f � �� ��f � 	�g� d ¥� �
 ��
� 	���

��c �	 �`� ����� �� ��	m��	�� �	�`� 	�� ���� d

 � �����
������ � ���� ������

� �� 1
�2 
�	 
 �� ��
� ���
]� _��� 	�_ 
�
���b � f ��� �����
��c �`� 	����	 ��� �	
 ����	
 ��� ���f 
 �	 ��� h �	
 �	��	�� 
�f ����������
 �b��� �`�f k
R S
[WYWZ[ ( q$�X �[� ��WS[T X ZTWYWZ[Tr �
� ��� ����

t ∈ T
� � � ��� �� �� � ��� 
� ��� ��
�a���	 
 3 CPos(t) 3 ��� ����	 ��
����	
 3 APos(t) 3 	� �

•
4��

t = x ∈ X
� 
� ��

APos(x) = ∅ 
•
4��

t = (. . . (f t1) . . .)tn
� ���

f ∈ F?
���

f
�� ��c ������
 3 �� �� ��

| ar(f)| = n
� 
� ��

APos(t) =
⋃n−1

i=0 1i · 2 · APos(tn−i) 
• ��� ��� ����

APos(t) = {ε}

���
CPos(t) = {p ∈ Pos(t) | p

�� � ������ � ��� � 
� � � 
����
� ��
APos(t)}

�
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�S� � �  � �
∀p, q ∈ APos(t), p 6= q =⇒ p

���
q

��� �
� �
�� ���	�� �� �� � � ��� � 
�������  
� �

CPos(t) ∩ APos(t) = ∅  
� �

∀p ∈ Pos(t)
� ��

p 6∈ CPos(t) ∪ APos(t)
�� ��

∃!q ∈ APos(t)
� ���

q
�� � � ��� � 
�

p  
� �

capR(t) = t[πR(t|p)]p∈APos(t)�S� � � # 4��
t ∈ T

���
θ

� ��	����� ��
� 
���
T

� 
� �� �
� �

APos(tθ) = APos(t) ] {p1 · p2 | p1 ∈ Pt,θ, p2 ∈ APos((t(p1))θ)}

� �
CPos(tθ) = (CPos(t) − Pt,θ) ] {p1 · p2 | p1 ∈ Pt,θ, p2 ∈ CPos((t(p1))θ)}

�� ���
Pt,θ = {p ∈ CPos(t) | t(p) ∈ dom(θ)}

�
� �� �
�
�
 � ����
���
2
�S� � � " � ���� �

f : T → A
� �� ���

A
�� �� �	������ ���� � �� �

f
�� �
�� 
����
�� � ��� �
�� ���	��

� ��� ��� �	���� �
���� � ���� �
f(t) = f(u)

��� ���� �� ��
f(C[t]) = f(C[u])

� 
� ��� ���� �
t, u

���
��� �	���� �
���� �

C
� � 4��

R
	� � 	����� ������
� 
�

T
�
�� ���	�� � ���

f
�����

u R v
��� ����

f(u) = f(v)
� � ��

{capR(w1) = capR(w2) | w1 R w2} ` capR(u) = capR(v)
�� ��

f(u) = f(v)
�

� VZ Z� � ec �	
�����	 �	 �`� ��	^�`
n

�� �`� �������	�� 
��������	
capR(u) ↔∗

E capR(v)
d

�

�S� � � % qU�X
θ
'� Z[ZYZ[� r ����� �� � ��	����� ��
�

θ
�� 
�� �
� ��� �� �������� ��

X
���

��� �� 
 	����� ������
��
R

���
R′ 
�

T
� ���

R ⊆ R′θ
��� ���

Sθ = {(tθ, uθ) | t S u}
� � �� ��� �� ����

� ��	����� ��
�
ξR

′

R

� �� � � 
� ��� ����
t ∈ T

�
capR′(tθ) = capR(t)ξR

′

R

�
$ZVZ���V�  q& Z[ZYZ[� Z� ��� r 4�� ��

θ
� ��	����� ��
� �� 
�� �
� ��� �� �� ������ ��

X
���

��� �� 
 	����� ������
��
R

���
R′ 
�

T
� �� �

R ⊆ R′θ
� ���� 
�� �� ��

{capR(s) = capR(t) | s R
t} ` capR(u) = capR(v)

� 
� �� �
{capR′(s) = capR′(t) | s R′ t} ` capR′(u) = capR′(v)

�
� �� 	
2�
 ����
���
2

�S� � � � q+VSS ��VW�� �STr � ���� � �� ��
Γ ` t : T

� 
� �� �
� �

FV(t) ∪ FV(T ) ⊆ dom(Γ)
�

� � ��
Γ = Γ1, [x :a T ], Γ2

� �� ��
FV(T ) ⊆ dom(Γ1)

�
� VZ Z� �

(1)
�
 �����
 bc �	 �f f �
���� �	
�����	 �	

Γ ` t : T
d
(2)

�
 �	 ��	
����	�� ��
(1)

d
�

�S� � � ( ��
t ∼Γ u

� �� ��
CL(t) = CL(u)

�
� VZ Z� � ec �	
�����	 �	

t ∼Γ u
h bc ��
� �	 �`� ��
� ���� �
�
 d £`� 	�� ��
� �
 � ��������c ����f f � � d

�

�S� � � � � ���� � �� ��
Γ ` t : T

� 
� �� �
CL(t) 6=⊥

�
CL(T ) 6=⊥

���
CL(T ) = CL(t) + 1

�
� VZ Z� � §����� �	
�����	 �	

Γ ` t : T
d £`� �~w� ��
� �
 � ��������c �� ��f f � � d

�

�S� � � 
 � ���� � �� ��
Γ

���
∆

��� �� 
 ��� ��� �����
�� ���� � �� � ��
[x :r T ] ∈ Γ

� ���
T →∗

β

eq U t1 t2
���

t1, t2 ∈ O
� �� �� �� ��� �� ����

y ∈ dom(∆)
� �� �

y
�� ���
����� � ���

r
��

∆
� ���

y∆ →∗
β eq V t1 t2

� 
� �� �
∼Γ⊆∼∆

�
� VZ Z� � ec �����	^ �`��

t ∼Γ u =⇒ t ∼∆ u
h bc �	
�����	 �	

t ∼Γ u
d

�
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$ZVZ���V� # � � ��
Γ ⊆ ∆

� �� ��
∼Γ⊆∼∆

�
� � ��

Γ = [x1 :a1 T1] · · · [xn :an Tn]
���

∆ = [x1 :b1 T1] · · · [xn :bn Tn]
� ���

∀i. bi �A ai

� �� ��
∼Γ⊆∼∆

�
�S� � � � q$Z� X�YW� W�WY� r � ���� � �� ��

t ∼Γ t′
�

� � ��
t = (∀x :a U)V

� �� ��
t′ →∗

β (∀x :a U ′)V ′ � ���
U ∼Γ U ′ � V ∼Γ,[x:bU ] V ′ ���

b �A a
�

� � ��
t = s ∈ S

� �� ��
t′ →∗

β s
�

� � ��
t = x ∈ X�

� �� ��
t′ →∗

β x
�

� VZ Z� � �d ec �	
�����	 �	
t ∼Γ t′

h _� ��	 ����� �`�� ��
t →∗

β (∀x :a U)V
©��
� d

t′ →∗
β (∀x :a

U ′)V ′­ h �`�	
t′ →∗

β (∀x :a U ′)V ′ ©��
� d
t →∗

β (∀x :a U)V
­ _ ��`

U ∼Γ U ′ �	

V ∼Γ,[x:bU ] V ′_`���

a �A b
d £`� f ��	 ��^�f �	�
 ��� �­ 
�	��

t →∗
β (∀x :a U)V

h �`�	 �� �
 �� �`� ���f
([λ (x1 :a1 T1) · · · (xn :an Tn)](∀x :a Uβ)Vβ)A1 · · ·An

_��`
Uβ →∗

β U
�	


Vβ →∗
β V

�	
 ��­ �x�g����� �	�c �bi ��� ����� �������	
 d
�

�S� � �  . � � � ���� � �� ��
Γ ` t : T

� 
� �� �
FV(t) ∪ FV(T ) ⊆ dom(Γ)

�
� � ��� ��	���� 
� � � �� � � 
�� �� ���� �� � �� � � 
�� ���

�S� � �   q�S�-S[W[�r � ���� � �� ��
Γ ` t : T

���
∆ ⊇ Γ

� ��� �� ��� �� ���� �� ����� 
�� ����
��� �	�� �����

∆
� 
� ��

∆ ` t : T
�

�S� � �  # � � ��
Γ ` t : T

���
∆ ⊇ Γ

�� � � �� � � 
�� �� �����
�� ���� �� ��
∆ ` t : T

�
� � ��

Γ1, [xs :a T ], Γ2
�� � � �� � � 
�� �� �����
�� ���� �� ��

Γ1 ` T : s
�

�S� � �  " q�p�TYWYpYW� WY� r 4��
Γ = Γ1, [z :a W ], Γ2

�
θ = {z 7→ w}

�
∆ = Γ1, Γ2θ

��� �� 
 ���� �
T

�
T ′ � ��� ��

T ∼Γ T ′ � ���
Γ1 ` w : W

��� ���� ��
a = r

���
W ↔∗

β eq V u v
� ���

V ↔∗
β V ′ ∈ Λ

�
�� ��

u ∼Γ1
v

� 
� �� �
Tθ ∼∆ T ′θ

�
� VZ Z� � s�� �	c �	����	f �	�

Γ′ 
 d� d
dom(Γ) ∩ dom(Γ′) = ∅

h _� ����� �`� f ��� ^�	���� 
����f �	�
T ∼Γ,Γ′ T ′ =⇒ Tθ ∼∆,Γ′θ T ′θ

h bc �	
�����	 �	 �`� ����� ��
T ∼Γ,Γ′ T ′ d ec ��
� �	 �`� ��
� �����
�
 k

•
¥�

T ∼Γ,Γ′ T ′ �
 
�����
 ���f � 
��������� ���� ©�v� h ��~� h � ��­ �� �`� ��vw� ���� h _��b���	 �`� ��
� �� bc ����������	 �� �`� �	
�����	 `c���`�
�
 �	 �`� ���f �
�
 d
•

¥�
T ∼Γ,Γ′ T ′ �
 �b���	�
 bc �`�

β
�� �� d £`�	

T =β T ′ d ec ��f ����b����c �� �`�
β

a��
�����	_ ��` 
�b
�������	
 h _� `���
Tθ =β T ′θ

�	
 bc ����������	 �� �`�
β

�� �� h
Tθ ∼∆,Γ′θ T ′θ

d
•

¥�
T ∼Γ,Γ′ T ′ �
 �b���	�
 ���f �`� �x ���� _ ��` �`� ���f �
�


Γ, Γ′ = Γα, [x :r V ], Γβ

�	

V ↔∗

β eq V ′ u v
_��`

V ′ ↔∗
β V ′′ ∈ Λ

h _� 
�
��	^��
` � ��
�
 k
�d 	

x 6= z

 d £`�	

[x :r V θ] ∈ ∆, Γ′θ (∗)
�	


V θ ↔∗
β eq (V ′θ) (uθ) (vθ)

_��`
V ′θ ↔∗

β V ′′θ ∈
Λ (∗∗)

k
� (∗)

¥�
x

������
 b�����
z

�	
Γ, Γ′ h �`�	

z 6∈ FV(V )
©��f f � �­ �	


Γα, [x :r V ] ⊆ Γ1
d£`�
 h

[x :r V θ] = [x :r V ] ∈ Γ1 ⊆ ∆, Γ′θ
d l�`��_ �
� h

[x :r V ], Γβ ⊆ Γ2, Γ
′ h �`�


[x :r V θ], Γβθ ⊆ Γ2θ, Γ
′θ ⊆ ∆, Γ′θ

d
� (∗∗)

]� �b���	 �`� ��
��� bc ����������	 �� �`� ��f ����b����c �� �`�
β

a��
�����	_ ��` 
�b
�������	
 � �	
 bc ��f ��j�	^ �`�� 
�	��
V ′′ �
 	���

����c ���
�
 ©

V ′′ ∈ Λ
­ h_� `���

V ′′θ = V ′′ ∈ Λ
d

s �	���ch ���f
(∗)

�	

(∗∗)

h bc ����������	 �� �`� �x ���� h _� `���
uθ ∼∆,Γ′ vθ

�

|��i �� ¡ ¢£� k �����~�� � ��� � d� � s���	����� � � � �d�¤¡¥� £��`	���^ch s��	�� £�����f ¡¦ § h ¥¢¡¥¨as����
 h �¥® h ��e¡¥ h �l¡¥¨ h �¡¥ h �¬� �



�����~�� « ����������	 
� ���������
 ���	��������
 �� ��	����		����

��������� ��� ����� �� �!� " !#  $ % �%���&��� � '" �( &%��%� )�� %( ��

� d 	
x = z

�	

W ≡ V ↔∗

β eq V ′ u v
_��`

V ′ ↔∗
β V ′′ ∈ Λ


 d ec ��	m��	�� ��
β

a��
�����	 h�`��� �g �
�
 � ���f
T


 d� d
V →∗

β T
�	


eq V ′ u v →∗
β T

d £`�
 h
T

�
 	���

����c ���`� ���f
eq T ′ u′ v′

_��`
u →∗

β u′ h v →∗
β v′

�	

T ′ ↔∗

β V ′′ ∈ Λ
d ec �x ���� h _�
�
��� �`��

u′ ∼Γ1
v′

d s��f
z 6∈ FV(V )

©��f f � �­ �	

V →∗

β eq T ′ u′ v′
h _� `���

z 6∈ FV(u′)∪FV(v′)
h �f ��c�	^

u′θ ∼Γ1
v′θ

d ¢�_ h bc
β

a��f ����b����c _ ��` 
�b
�������	
 h_� `���
uθ ↔∗

β u′θ
©��
� d

vθ ↔∗
β v′θ

­ �	
 �`�
 ©bc ����������	 �� �`�
β

����­
uθ ∼Γ1

u′θ©��
� d
vθ ∼Γ1

v′θ
­ d s �	���ch bc ����������	 �� �`� ��vw� ���� h _� �b���	

uθ ∼Γ1
vθ

�	
_� ��	���
� bc ��f f � � d
•

¥�
T ∼Γ T ′ �
 �b���	�
 ���f �`� 	 �� ���� h �`�	 bc ����������	 �� ��f f � � �� �`� �������f �
� h _� �b���	 k

{cap∼∆
(s) = cap∼∆

(t) | s ∼∆ t} ` cap∼∆
(T ) = cap∼∆

(T ′) (∗)]� ��	���
� bc ����c�	^ �`� 	 �� ���� ��
(∗)

d
�

$ZVZ���V� " 4��
Γ = Γ1, [z :a W ], Γ2

�
θ = {z 7→ w}

� ��� �� 
 ���� �
t
�

T
� �� � ��

Γ ` t : T
�

���
Γ1 ` w : W

��� ���� ��
a = r

���
W ↔∗

β eq V u v
� ���

V ↔∗
β V ′ ∈ Λ

� �� ��
u ∼Γ1

v
� 
� �� �

Γ1, Γ2θ ` tθ : Tθ
�

�S� � �  % q��X S UZVVSUY[STTr � ���� �
Γ ` t : T

� 
� �� �
T = �


�
Γ ` T : s ∈ S

�
� VZ Z� � ec �	
�����	 �	

Γ ` t : T
h bc ��
� �	 �`� ��
� �� �� �
�
 k

•
�� ��� d � d� d

Γ ` uv : V {x 7→ v}
_��`

Γ ` t : (∀x :a V )W
h
Γ ` v : V

dec �	
�����	 `c���`�
�
 h �`��� �g�
�
 � 
���
s


 d� d
Γ ` (∀x :a V )W : s

d ec �	���
��	 h
∃sW ∈ S
 d� d

Γ, [x :a V ] ` W : sW

_��`
s ∼Γ sW

h �`�� �

s = sW

bc ��f f � � d ec 
�b
������� ��c��f f � h
Γ ` W{x 7→ v} : s

d
•

¨�� ��`�� ��
�
 ��� ©���	 f ���­ 
����^`����_��
 d
�

�S� � �  � q![�SVTWZ[ r � ���� � �� ��
Γ ` t : T

� 
� �� �
� � ��

t ∈ X s
� �� ��

Γ ` T : s
���

xΓ ∼Γ T

� � ��
f ∈ F

� �� ��
Γ ` τf : sf

���
τf ∼Γ T

� � �� ��
t ∈ S

� �� ��
t = ?

���
T = �

� ��� �� �� �
� � 
���	�� �� ��
t = �

� � ��
t = uv

� �� �� ��
Γ ` u : (∀x :a V )W

� ���
Γ ` v : V

��� ����
W{x 7→ v} ∼Γ T

� � 
��
���� ��
a = r

���
V ↔∗

β eq V ′ t1 t2
� ���

V ′ ↔∗
β V ′′ ∈ Λ

� �� ��
t1 ∼Γ t2

� � ��
t = (∀x :a U)V

� �� �� ��
Γ ` U : sU

� ���
Γ, [x :a U ] ` V : sV

��� ����
T ∼Γ sV

�� ��
t = [λx :a U ]v

� �� �� ��
Γ ` U : sU

� ���
Γ, [x :a U ] ` v : V

� ����
Γ, [x :a U ] ` V : sV

�
���

Γ ` T : sV

��� ��
(∀x :a U)V ∼Γ T

�� ���
sV

�� �� � �
�� 
�
x

�
�S� � �  ( q��X S p[WUWY� r � ���� � �� ��

Γ ` t : T
���

Γ ` t : T ′ � 
� ��
T ∼Γ T ′ �

� VZ Z� � ¥	f f �
���� bc 
��������� �	
�����	 �	
t

�	
 bc �	���
��	 ��f f � d
�

�S� � �  � � ���� � �� ��
Γ ` t : T

�
t →β t′

���
T →β T ′ � 
� �� �

Γ ` t′ : T
���

Γ′ ` t : T ′ �
� VZ Z� � ec �	
�����	 �	

Γ ` t : T
h _� ����� �`�� �­

t →β t′ =⇒ Γ ` t′ : T
h �	
 ��­

Γ →β Γ′ =⇒
Γ′ ` t : T

d ec ��
� �	 �`� ��
� ���� �
�
 k
•

��v�� d � d� d
t = x ∈ X s

h
Γ = Γ1, [x :a T ]

�	

Γ1 ` T : s

d �­
x ∈

¬¢
(β)

d ��­ �� �`� ��
�����	 �
�	
Γ1

h �` �
 �
 �f f �
���� d ° �
� h bc �	
�����	 `c���`�
�
 h
Γ1 ` T ′ : s

h �	
 bc �`� �v� ���� h
Γ1, [x :a T ′] ` x : T ′ d ]� ��	���
� bc ����c�	^ �`� �~w� ���� d
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•
�� ��� d � d� d

t = uv
h
T = W{x 7→ v}

h
Γ ` u : (∀x :a V )W

h
Γ ` v : V

d ¥�
u →β u′ h �` �
 �
�f f �
���� d ¥�

v →β v′
h �`�	 bc �	
�����	 `c���`�
�
 h

Γ ` uv′ : W{x 7→ v′}
d ec ��	���
��	©

W{x 7→ v} ∼Γ W{x 7→ v′}
­ h _� �b���	

Γ ` uv′ : W{x 7→ v′}
d ¢�_ h ��

u = [λx :a V ′]w
�	


uv →β w{x 7→ v}
h bc �	���
��	 h

Γ, [x :a V ′] ` w : W ′ _��`
(∀x :a V )W ∼Γ (∀x :a V ′)W ′ d£`�
 h bc ��f f � � h

V ∼Γ V ′ �	

W ∼Γ,[x:bV ] W ′ _��`

b �A a
d ec ��	���
��	 h

Γ ` v : V ′ h�	
 bc ����c�	^
{x 7→ v}

��
Γ, [x :a V ] ` w : W ′ h _� `���

Γ ` w{x 7→ v} : W ′{x 7→ v}
ds�	���ch bc ��	���
��	 h

Γ ` w{x 7→ v} ` W{7→ v}
d

•
��� ��`�� ��
�
 ��� 
����^`����_��
 d

�

� �� ����

 � 
��2�2�
�
�
�S� � �  
 q

β
'[ZV� ��W��YWZ[ r ��� � �� � � 
�� �� ���� �� ���
�� �� �
�� ���� ��� � 
�

→β

�
� VZ Z� � s����_ �	^ 	�
 h _� _ ��� ����� �`��

∼[·]

��� � �

� ���������� ��	���
��	
 d ���
|·| : T → T ∪{◦}

h
��	�
 bc k
|t| =O

��
t ∈ O

|v| = v
��

v ∈ X� ∪ F� ∪ {?, �}
|tu| = |t||u|

��
tu 6∈ O

|[λx :a U ]t|= [λx :a |U |]|t|
��

[λx :a U ]t 6∈ O¨

�f � �`��
t ∼Γ u

d ec � 
�f ��� �	
�����	 �	
t ∼Γ u

h _� ����� �`��
|t| ↔∗

β |u|
©`��� ��� h �`�

	 �� ��
� �
 � ��������c �� ��f f � �­ d ��	�� h
∼Γ

��� ����� ��������	� �������	
 �	
 h ���f 	�
 h ���_��� ���f �
 ���f 
 ��� 
���	^�c 	��f ���n�	^ ���
→β

d
�

$ZVZ���V� % q�Z�WU�� UZ[TWTYS[U� r �� �� � � ��� 
���� �� �
�� �� 	����� �� �� � �� ��� ��� �� �
� ��3���� �� ��� ��� �
 � �

� � 
�
(∀P :u ?)P

�� �� � ��� �� �����
�� ��� �

� ����
�� ����

£`��� ��� � ��� �� ���b��f 
 �� b� 
����
 k
!� X�S� S[Y�YWZ[ W[ Y�S �	
 ��TYS� � ¨ b�
�� ������c� � `�
 b��	 
�	� �	 �`� �vy�� 
c
a��f h �	
 _� j	�_ _�	� �� �	���
� 
���
��	 ��� ��
���
 �	 �~x d £`�
 ���� _ ��� ���� ���
 �^�	�����n����	 �� �`� �b
����� f ��`�	� �� ) ��^���� 	��
 �	 ��
�� �� �b���	 � ��f ����
 ���
��	�� �~x d
![�pUYW�S ��X ST � |���� �� �	���
�	^ 
���
��	 �����
���
 �	 �~x h �` �
 _��j f�
� b� �g��	
�
�� �`� ¤������ 
 �� ¥	
������ ¤�	
�������	
 a �`� b�
� ��^���� ���f �_��j �� �~x d £`�
 _��j_ ��� b � `��
�� 
�� �� �`� ���
�	�� �� 
���	^ ���f �	����	 _`��` �����	� �
 �� �
� �`� � �

�

����������� �	 �`� ����� �� ��^���� ��	
�
��	�cd
� ���������

	�
 � d e���	
��^� d ��fb 
� ����� �� _ ��` �c��
 d ¥	 ¬ d ¨b��f 
j� h § d )�bb�ch �	
 £ d � ��b��f h�
����
 h 
 ���	

� 
� �
� �� �� �
�� � ��� �������h ����f � � d lg���
 ª	����
��c |��

 h ���� d
	�
 ) d e���`� d £`� ������	�� �� ����� ��������	�� h ���� d ¥	 | �� � d �� �`� ���` ¥	� d ¤���� � d �	¨���f ��� h ��	^��^�
 �	
 |��^��f f �	^ h �¢ ¤¬ ���� d
	�
 s d e ��	��� d §��	����	
 bc ��_����	^ �	 �`� ¤������
 �� ¤�	
�������	
 h ���� d �* ��^�
 d � ��`a�f ������ ¬��������
 �	 ¤�f ����� ¬���	�� d
	� 
 s d e ��	��� d ¥	
������ �c��
 �	 �`� ¤���� ��
 �� ¨ �^�b���� ¤�	
�������	
 h ���� d �� ��^�
 ds�	
�f �	�� ¥	���f ������ d
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	�
 s d e ��	��� h { da|d {���		��
 �	
 |da� d ¬���b d ¨ ¤������
 �� ¤�	^���	� ¤�	
�������	
 h �	a��b��
`�
 
���� h ���� d
	�
 £` d ¤����	
 �	
 ¤ d |����	a� �`��	^ d ¥	
�������c 
��	�
 �c��
 d ¥	 |d � ����	a��� �	
 ) d� �	�
 h �
����
 h |�� ���
�	^
 �� ¤���^ ��� h ����f � � �* �� ������� ¢���
 �	 ¤�f ����� ¬���	�� d¬���	^��a�����^ h ���� d
	*
 ¤��a§������f �	�a£��f d 
� � �
� � �

� � �������� � �� ������ � ����� 3 �����
� � �� d ¥¢¡¥¨¡�����	����� h s��	�� h ���� d �� ª¡ � `��� k����� d�	��� d��� d
	�
 £ d ¤����	
 �	
 ) d ���� d £`� ¤������ 
 �� ¤�	
�������	
 d ��� 
�� ���
� ��� �
�� � ����
� h

*� ©�a�­ k��« ��� h ���� d
	�
 ¢ d §��
`�_ ��n �	
 { da|d {���		��
 d ¡�_���� 
c
��f 
 d ¥	 { d ��	 ����_�	 h �
���� h 
 ���	

�


� 
� �
������ � �
�� � ��� � ���� ��h ����f � e h �`����� � d ¢���`a�����	
 h ���� d
	��
 ° d ) �f �	�n d ¬��������� ¡����
��� §��	����	
 �	 £c�� £`���cd |�����
�	^
 �� ¥¤¨�| ��� h�¢ ¤¬ ���� h {��c ���� d
	��
 ) d )�	�`��� d £`� ���� ������ �`����f �	 ¤�� d |��
�	�����	 �� £c��
 ���� d
	��
 e�	i �f �	 ) ��^���� �	
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