

Année 2006-2007


TD: Modélisation et simulation de l’évolution d’une population

Partie I : Modélisation 

En 1978, Malthus propose un modèle pour étudier l’évolution d’une population d’individus. L’hypothèse principale de ce modèle est que le taux d’accroissement est constant. Le taux d’accroissement est le rapport entre la dérivée du nombre d’individus sur le nombre d’individus. 

1°/ Exprimer mathématiquement cette hypothèse. On notera r0, le taux d’accroissement. A quelles autres grandeurs mesurables sur une population est relié ce taux d’accroissement ? 

2°/ En déduire alors la loi d’évolution au cours du temps de l’effectif de la population, suivant ce modèle. Quels sont les paramètres de ce modèle ? Tracer l’allure de cette évolution temporelle. Quelle remarque pouvez vous faire ? 

3°/ Ce modèle est appliqué à un cas concret correspondant à l’introduction de rennes dans les îles de Béring. En 1911, 21 individus furent introduits. En 1938, on en dénombre 2000. Calculer alors les paramètres du modèle. 

4°/ Dans les années suivantes, on observe que le nombre d’individus est de plus en plus inférieur à celui estimé par le modèle. Quelles peuvent en être les raisons ? 

5°/ Une extension du modèle permet de rendre compte de cette déviation : le taux d’accroissement n’est plus constant et il diminue au fur et à mesure de l’augmentation de la population. C’est le phénomène de frein logistique et qui aboutit à la loi logistique. On considère que le taux d’accroissement r, suit la loi suivante : r(N)=(N*-N)., avec N l’effectif de la population, N* et , 2 paramètres du modèle. En déduire alors l’équation différentielle décrivant le modèle. Est-elle linéaire ou non linéaire ? 

6°/ Montrer que si l’effectif suit une évolution temporelle telle que : 
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 (N* et , 2 constantes positives),  alors cette évolution est solution de l’équation définie au §5. Donner l’expression de N(0) et de N((). Quelle est  l’expression approximative de N(t) quand t est petit, considérant que K >>1 ? Réécrire l’équation en la paramétrant uniquement par N(0)=N0, N* et r0. Tracer alors l’allure de cette nouvelle évolution. 

7°/ En fonction du biotope des îles, la capacité maximale de nutrition est estimée à 3000 individus. Déterminer alors tous les paramètres du modèle. 

8°/ Quels autres phénomènes naturels ne sont pas pris en compte par ce nouveau modèle ?  

Partie II : Simulation

1°) A partir des équations différentielles trouvées en partie 1 (§1° et 5°), dessiner pour chacune d’elles le schéma-bloc fonctionnel. 

2°) Dans l’environnement Simulink, implanter le premier modèle et le simuler. Idem pour le deuxième modèle. 
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